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Kapitel 1
Introduktion

I avhandlingen behandlas det hur plana vagfunktioner bildar symmetriska mons-
ter samt hur dessa monster kan klassificeras inom 17 olika grupper som utgor
de plana symmetrigrupperna. Bifogat finns &ven en Matlab-kod som ritar ut
valbara plana monster, se Appendix B. Avhandlingen bygger pa grunder som
har behandlats i kandidatavhandlingen |5]. Vissa begrepp som behandlats i kan-
didatavhandlingen [5] definieras inte, och vissa bevis ur kandidatavhandlingen
hanvisas det till.

Symmetrier finns i vardagen i form av olika moénster pa exempelvis tapeter,
golv eller klader. Alla dessa monster, som foljer kraven for att klassificeras som
plana monster, kan delas in i 17 olika grupper. Detta kan astadkommas genom att
undersoka vilka grundsymmetrier grupperna innehaller, exempelvis olika sorters
rotationer eller speglingar.

Det ar vanligt att matematiskt presentera plana symmetrigrupper med matri-
ser, eftersom de férenklar berdkningar med egenvektorer och diarmed férenklar de
dven berikningar kring plana symmetrigruppernas egenskaper |7][8][9]. I denna
avhandling ligger fokus diremot pa komplexform for att presentera funktioner for
att enkelt kunna rita de plana symmetrimonstren med program som Geogebra
och Matlab [1]. Matlab-koden i Appendix B ritar ut plana monster tillhérande
specifika plana symmetrigrupper. Koden ritar ut ett tvadimensionellt fasportrétt
dér fargerna beskriver vinkelfrekvensen.

Teorin som behandlas ar framst inom omradena komplex analys, flerdimen-
sionell analys, linjir algebra och grafteori. T kapitel 2 gar jag igenom grunderna

i hur matriserna kan avbildas i komplex form, hur det tvadimensionella planet
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spanns upp samt vad som egentligen menas med symmetrier.

Jag behandlar hur plana monster bestar av vagfunktioner som beror pa rum-
met och vinkelfrekvensen i kapitel 3. Kapitlet avslutas med en genomgang av
Fouriertransformationer och begreppet gruppgenomsnitt, som anvinds for att
skapa specifika plana monster. Innan de 17 plana symmetrigrupperna kan be-
handlas, tar jag upp i kapitel 4 hur de plana symmetriménstren spianns upp i
planet i nagot som kallas gitter och duala gitter.

I kapitel 5 listas alla 17 plana symmetrigrupperna och till varje grupp finns
som exempel ett plant monster utritat med Matlab-koden i Appendix B. Till
varje plan symmetrigrupp finns dven respektive grupps enhetscell utritad, och
jag tar upp i detalj vilka plana symmetrier grupperna bestar av.

Slutligen i kapitel 6 bevisas det att det finns exakt 17 plana symmetrigrup-
per, vilket gérs med hjilp av teorin fran de tidigare kapitlen tillsammans med
ytterligare teori kring ekvivalensklasser samt indirekta och direkta isometrier.
Beviset ar uppbyggt sa att det gar grundligt igenom de olika mdjligheterna for
plana symmetrier. Genom att begrénsa ordningen for de mdjliga rotationerna i
planet samt antalet mdjliga gitter, elimineras alla andra mdjligheter &n de 17
plana symmetrigrupperna.

Denna avhandling innehaller manga bilder och monster. Jag uppmanar ldsa-
ren, speciellt i kapitel 5 dar det finns utritade monster for var och en av de plana
symmetrigrupperna, att forsoka hitta alla plana symmetrier i figurerna. Men i
kapitel 2 tas forst grunderna upp, en bild definieras och monster ritas ut i det

tvadimensionella planet.



Kapitel 2
Plana grupper

Plana symmetrier avbildas i ett tvadimensionellt rum som kallas planet, vilket
kan visualiseras med en mangd punkter. Mellan dessa punkter kan olika figurer

ritas ut, vilka i kombination med olika farger kallas for bilder.

Definition 2.1. En bild i det komplezxa planet dr en avbildning f : C — {c1, ..., ¢, },

dir cy,...,c, ar farger.

[5]

Mer specifikt avbildas plana symmetrier i det euklidiska planet. |1][7][8][9]

2.1 Det euklidiska planet

Isometrier i det euklidiska planet &r avbildningar som bevarar avstandet mellan
punkterna i det plana vektorrummet. Om z = (z1,%2) och y = (y1,92) ar tva

punkter i planet sa betecknas det euklidiska avstandet som d(x,y) = ||z — y|| =

V(x1 —y1)? + (z2 — y2)?, vilket har egenskaperna for en metrik.

Definition 2.2. Ldit (C,d) och (R%* d) vara rum i planet. Dd dr en isometri
en avbildning o : C — C eller a : R* — R?, sddan att for varje x,y € C
respektive for varje T,y € R? | d(a(z), ay)) = d(x,y).

18]
Det euklidiska planet spanns upp av den euklidiska gruppen FEs, méingden

av alla avbildningar i planet som inte fordndrar avstandet mellan punkterna i
planet. [1][7][8][9]



KAPITEL 2. PLANA GRUPPER 3

Definition 2.3. En symmetri av en bild f, dr en isometri, a : C — C eller
a :R? — R, sddan att for varje z € C respektive for varje z € R* | f(a(z)) =

f(z).
5]

Symmetrier dr bijektiva avbildningar som bevarar bilden i planet. [1][7]

Exempel 2.4. Vi ritar en figur a med fyra punkter ¢ planet. Vi forflyttar sedan
figuren i planet, translaterar samt speglar den vertikalt. Detta resulterar i figuren
b, vars avstand mellan punkterna dr lika linga som i figuren a. Figuren b dr en
representation av figuren a utsatt for isometrierna translation och spegling. Se
figur 2.1.

Figur 2.1: Figurerna a och b fran Exempel 2.4.

Alla elementen i F5 kan skrivas i formen f(7) = M7+v, dar M &r en otrogonal
matris, ¢ dr given och ¥ € R2. Det euklidiska planet spinns upp av ortogonala
translationer [1][8][9]. En translation T : R* — R? kan skrivas som T5(7) = 7+ 0,

for alla 7 € R?. Vektorn 7 har da translaterats med vektorn .

Exempel 2.5. Vi berdknar de méjliga matrisrepresentationerna M i Fy. Element

i By kan representeras med en 2 X 2-ortogonal matris

M:C Z).

18]
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For ortogonala matriser gdller

T

MTM:ab ab:ac ab:a2+02ab+cd:10:['
c d c d b d c d ab+cd b*+ d? 0 1

Dirmed fas ekvationssystemet

a+c=1 (1)
ab+cd=0 (2)
V+d>=1 (3).
Vi skriver om (1) med a = cos(0) och ¢ = sin(0), dir 0 ar en godtyckligt vald

vinkel. Nu aterstar ett ekvationssystem med tva okdnda

beos(0) +dsin(f) =0  (4)

V+d*=1 (5).
Viloser ut bur (4):b= dCSOZ:((G = —dtan(0),cos(0) #0 < 0 # T(2n+1),n €
Z. Och sitter in i (5) samt loser ut d: d*tan®(0) +d®> =1 & d = £——=

tan?(0)+1 -
+cos(0). Vi sdtter dven in i (4): b = Fcos(0)tan(0) = Fsin(0). Det finns tvd

olika majliga (b,d):

—sin(0), cos(6

(b, d) = (Zsin(0), cos(6) O£ Z(2n+1), ne

(sin(0), —cos(#)) 2
Men om cos(0) = 0, sd dr 6 = 5(2n+1), n € Z och dirmed sin(0) = £1. Dd ger
(1) att d = 0 och med insdttning i (5) fas b = £1. De mdjliga (b,d) dr (1,0) eller
(-1,0), vilka kan skrivas som (—sin(0),0) och (sin(6),0). Eftersom cos(0) = 0, sd
galler aven —cos(0) = 0, darmed kan (b,d)-paren skrivas som (—sin(6),cos(9))

och (sin(0), —cos(0)). Med andra ord dr de mdjliga (b,d) for godtyckligt valda 0:

(6):
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som dr grundformen fér en rotation moturs kring ursprungspunkten med vinkeln

10
0. Om 0 = 0,54 M,y = 0 1) = I, vilket resulterar i en translation: (U,1) =

[F+ 5=+ = Ty(F).

(7):

cos(f) sin(f
vy () sin®) )
sin(f) —cos(0)
som dr grundformen for en spegling kring en linje genom ursprungspunkten.
I komplex form, for z = = + iy, x,y € R, kan en translation 7 : C — C

skrivas som

T.(2) =2z +a, a€C.

En rotation M,y moturs kring (x,y) med vinkeln 6 kan skrivas med (2’,y) som

(x’) _ (cos(@) —sin(Q)) (x)
Y sin(0)  cos(0) y)’

darmed ar

"), z,2" € C, kan skrivas 2/ = 2'+iy =

(cos(8)+isin(0))+iy(cos(f)+isin(0))

vilket i komplex form z = (z,y), 2/ =
zcos(0)—ysin(0)+i(xsin(0)+ycos(0)
= z(cos(0) + isin(f)) = e¥z.

8
8 <

Eftersom vinkeln 6 beskriver rotationer sa kan den mer noggrant skrivas som
0 = 27” diar p € R. Men om p = %, dir n € Z, sa ar 0 = n27 och dirmed sker
inga fordndringar i bilden. En rotation p : C — C kring z = x + iy, =,y € R,
kan skrivas som

2mi

pp(2) =er z=wyz, p €L

En spegling M,y av (x,y) 1 en linje som gar i en vinkel # moturs genom

ursprungspunkten, kan skrivas med (z”,y") som

(m”) _ (003(0) sin(0) ) <x> .
Y’ sin(0) —cos(0) Y
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Darmed ar
2" = x cos(0) + y sin(6)
y" =z sin(f) — y cos(0),
vilket i komplex form z = (z,y), 2" = (2",y"), z,2” € C, kan skrivas 2" =

2" +iy" = xcos(0) + ysin(0) + i(xzsin(0) — ycos(0)) = x(cos(f) + isin(0)) —
iy(cos(0) +isin(0)) = ez
Med andra ord kan en spegling 0 : C — C i en linje z = x + 1y, =,y € R,

som gar i en vinkel § moturs genom ursprungspunkten, skrivas som

2mi

op(z) =er z, p €.

D4 punkten z € C speglas i x-axeln sa dr vinkeln 27, €*™ = 1, och betecknas

0.(2) = Z,
medan da z speglas i y-axeln ér vinkeln 7, €™ = —1, och betecknas
oy(2) = —Z.

Planet spénns upp av tva linjart oberoende translationer, beroende pa hur
dessa translationer viljs dr det inte alltid sa att o, dr en spegling i x-axeln.
Fortsdtter hinvisa till dem som o, och o, men det &r underforstatt att o, repre-
senterar en spegling i den kortare basvektorns riktning, medan o, ar en spegling
i vinkelrat riktning till den. Detta eftersom for det mesta véljs den kortare bas-
vektorn att ga langs den horisontella axeln.

Sammansdttningen av tva isometrier dr d4ven en isometri [1][8]. Detta kan ses
i figur 2.1 dér figuren a utsitts for en sammanséttning av en translation och en

spegling. Undersoker sammanséttning av de olika isometrierna i ett exempel.

Exempel 2.6. Antag z = x + iy, v,y € Roocht :C — C,p: C — C, o :
C—C, dira,beC, p,k €Z,, da gdller

1. Translation o rotation;

27

T.(pp(2)) = €7 2z + a, en rotation i kombination med en translation.
2. Translation o spegling;
To(0p(2)) = er 74 a, vilket dr en glidrefiektion, en spegling i kombination

med en translation.
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3. Translation o translation;

To(1(2)) = 2+ a+ b = T,44(2), en translation.

4. Rotation o translation;

27 2

pp(Ta(2)) = €7 2 + ¢’ a, en rotation i kombination med en translation.

5. Rotation o spegling;

pplok(2)) = ereFz=cttr (o) 7 = 0w (2), en spegling.
Etp

6. Spegling o rotation;

Z =0 (2), en spegling.
k

7. Spegling o translation;

2mi 2

op(Ta(2)) = €7 24 6%5, vilket dr en glidreflektion.

8. Rotation o rotation;

27i

pp(pr(2)) = 62;i€2kiz = e(’flfp)z = pw (2), en rotation.
k+p
9. Spegling o spegling;

27

271 27q 27 27i )

op(ok(2)) =ever z=ere k2= 15 2 = P (2), en rotation.
c—P

k

10. Glidreflektion dr dven en isometri men eftersom den dr en sammansdttning
av spegling och translation, som det redan har undersokts alla fall for, sa
forekommer inga nya isometrier genom sammansdtining av glidreflektio-

ner.

En glidreflektion v: C — C pa z = z 4+ 1y, x,y € R, kan skrivas som
Tpa(2) = erz+ a, peZ, a € C.
Fran Exempel 2.5 och Exempel 2.6 kan slutsatsen dras att de enda mdjliga
isometrierna i det euklidiska planet dr translationer, rotationer, speglingar och
glidreflektioner [1][7][8][9]-
Rotationer beror pa en vinkel 2?”, vilken anviands for att hanvisa till vilken
sorts rotation det ar fragan om. Men istéllet for att hénvisa till vinklarna sa kan

rotationer dven hénvisas till, med p ur 2?”, som p-faldiga rotationer. Exempelvis

2

en 90° rotation kan hanvisas till som en fyrfaldig rotation eftersom 90° = <
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2.2 De plana gittrens uppbyggnad

Varje vektor i det komplexa planet kan beskrivas som en linjirkombination av
vektorerna 1 och i:
(C = {)\1 + )\Qi, )\1,)\2 € R} .

En figur f kallas invariant under en grupp K = ({a}, o), om varje avbildning

a € K dr en symmetri. |1]|3]

Translation 180° rotation
Translationsam /\ /\ O j :
Spegling Glidreflektion

Glidreflektions-
Speglingsaxel axel

Figur 2.2: En figur som translateras tre ganger och &r invariant under de fyra

1sometrierna.

I figur 2.2 beskrivs fyra olika fall dir figuren &r invariant under var och en av

de mojliga isometrierna.

Sats 2.7. Anta att f dr en bild i planet. Da bildar mdingden av alla symmetrier,
som [ ar invariant under, en grupp Sym(C) under operationen funktionssam-

mansattning:
Sym(C) = {a: C— C| «aar en symmetri}, o).

[1114]15]

Sats 2.7 dr bevisad i kandidatavhandlingen [5].

Definition 2.8. FEtt monster dr en bild vars symmetrigrupp dr icke-trivial.

7]
I bada riktningarna i ett monster finns det translationer av kortaste mojliga

lingd som spanner upp monstret (ki, k2). Méngden punkter som spénns upp av
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dessa translationer kallas for gittret i planet. Ett gitter A som spénns upp av

vektorerna (kq, k2) betecknas
Akl,kg = {ak1 -+ ka | a, be Z} s (21)

dér (ky,ke) kallas for dess basvektorer och |a,b| kallas f6r dess gitterkoordinater
[1][3][8][9]- Basvektorerna i ett plant gitter behover inte vara sinsemellan ortogo-

nala.

Figur 2.3: Tva bilder 6ver ett mdnster skapat av figuren ur figur 2.2.

Da figuren som é&r invariant under tvafaldiga rotationer ur figur 2.2 trans-
lateras i tva linjart oberoende riktningar, sa uppstar det ett monster (se figur
2.3). Det gar en speglingsaxel snett genom figuren och det dr lings denna axel
samt den horisontella axeln som figuren translateras. Fast malet var att skapa
ett monster invariant under tvafaldiga rotationer och speglingar, sa kan det ses i
den andra bilden i figur 2.3 att monstret dven dr invariant under glidreflektioner.
De blaa punkterna &r ytterligare punkter kring vilka monstret dr invariant under
tvafaldiga rotationer, sa kallade rotationscentrum. Gittret i figur 2.3 byggs upp
av basvektorerna ki och ks.

En plan symmetrigrupp kan definieras med hjalp av Sats 2.7 och Definition
2.8.

Sats 2.9. En mdngd av symmetrier for ett tvadimensionellt upprepande monster

bildar en grupp, som kallas en plan symmetrigrupp.
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[1115][9]

Satsen dr bevisad i kandidatavhandlingen [5]. En plan symmetrigrupp kan
innehalla undergrupper med olika moénster som byggs upp av bilder som utsétts
for samma mangd symmetrier. Darmed kan md&nstren se olika ut mellan under-
grupperna men de dr invarianta under samma mingd symmetrier, detta kallas

att undergrupperna ar isomorfa. [1|[4]

Definition 2.10. En isomorfi ¢ : Gy — Gy for (Gy,A) och (Gs, o), dir G1,Go
ar grupper och /\,o dess respektive operationer, dr en bijektiv avbildning sdadan
att for alla fy, fo € Gy gdller:

o(f1 A fa) = ¢(f1) © (f2).

Det att grupperna (G, ) och (G, o) dr isomorfa betecknas (G1, N)Y=(Gq, o).

5]

Inte enbart grupper kan vara isomorfa, i figur 2.1 ir figurerna a och b isomorfa,
a = b. Symmetrin som a utsatts for ar en isomorfi eftersom langden pa avstanden
i a avbildas som samma liangd i b [4]. Bagen AB avbildas som bagen A’B’, bagen
BC avbildas som B'C’, etc.

En grupp bildad under sammanséttning av symmetrier, Sym(C), kallas for
en punktgrupp. Punktgruppen som innehaller rotationer, speglingar och sam-

mansittningar av dem kallas diedergruppen
D, =(D,o|la” =I1,b> =I,ba = a'b) C Sym(C), (2.2)

diar D = {a",b|n=1,2,...,p} och dir b?, ba &r forkortningar for bo b, bo a. Ef-
tersom punktgruppen innehaller alla rotationer, speglingar och sammansattning-
ar av dem, sa kan (2.2) representeras med den isomorfa gruppen (Dgym, o), dér
Dy = {pg, op |n=12, ...,p} . Detta kan goras med en isomorfi ¢ : D — Dy,
sadan att ¢(a) = p, och ¢(b) = o4. Da betecknas gruppens generator (p,, o),
eftersom det dr den minsta mojliga representationen av grundelement som ele-
menten i (Dgym, o) dr uppbyggda av. [1][4][8]
Den cykliska punktgruppen

C, = (C,0la? =1) C D, C Sym(C), (2.3)

dir C ={a" |n=1,2,...,p}, dr en undergrupp till D,. En isomorf representa-

tion av (2.3) kan goras med samma isomorfi som f6r Dy, ¢(a) = p,, ddirmed
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¢ C = Coym, dir Cyyp, = {pg |n=1,2, ...,p} , mingden av alla mojliga rota-
tioner. Gruppen kallas cyklisk eftersom den byggs upp av endast ett element p,,
gruppens generator dr ddrmed (p,) . [1][4][8]
Translationerna tillhérande en grupp G € Es, bildar en translationell under-
grupp
Ty, = (T, 0) C Sym(C) (2.4)

till G. I (2.4) ar T = {7, 7% | n,m € Z} och (ki, ko) &r vektorerna fran respek-
tive gitter (2.1) som G tillhor. Ty, j, ar isomorf till en direkt produkt av Z med
Z; Ty by = Z x Z. Darmed kan ett annat sétt att bendmna plana symmetrigrup-
per anviandas, en plan symmetrigrupp ar en grupp G € E,, vars translationella

undergrupp Tg, x, ar isomorf med Z x Z. [1][§]

Definition 2.11. Twad grupper Gy och G5 har ekvivalenta mdonster ndr det finns

en symmetri a(z),z € C sadan att
G1 = {O./gOé_l ]g € Gl, o€ GQ} .

[1]
For att kunna pasta att en plan symmetrigrupp tillhor ett specifikt gitter sa

maste de ha ekvivalenta monster. [1]

Exempel 2.12. Tar en grupp G, som byggs upp av fyrfaldiga rotationssym-
27 3

metrier py(z) = €2 z = e2 z = iz. Denna grupp har ekvivalenta monster med

27

en grupp Go som innehdller sneda speglingar c4(z) = e z = iz, vilket ar speg-

2ri— Tt 3mi

lingar kring en sned linje genom ursprungspunkten, samt symmetrier i formen
ol oipn(z) = pilou(iz) = pi'(2) = e T2 = 2Tz = ¢ = (o (2)).

I figur 2.4 finns z(t) = 3 + ie™® kring ursprungspunkten A utritad till-
sammans med 2. Har ses det tydligt att ett monster som byggs upp av bilden z
har ekvivalent monster under gruppen Gy och Gs, eftersom 2z’ dr visualisering av

kurvorna o4(2) = 2', pa(2) = 2" och pi(04(2)) = 2, kring ursprungspunkten B.
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=
5

Figur 2.4: Funktionerna z och z’ utritade ur Exempel 2.12.

Vad som dven dr intressant att papeka kring figur 2.4 &r att z’ 4r dven en
vertikal spegling av z samt en horisontell spegling av z. Eftersom z &r invariant

under gruppen av sammansittningar av o4 och py, for vilka det géller:

pa(o4(2)) =112 = =2 = 0y(2) och o4(pa(2)) =i - (—i2) = Z = 0,(2).

2.3 Den kristallografiska begrinsningen

Definition 2.13. Ordningen av ett element i en grupp dr den ldgsta potensen

av elementet som krdvs for att fa gruppens identitet.

[1]
Exempelvis dr elementet e’ iden cykliska gruppen C3 = <{er'§m } , o>, dar
*3 = 1. Foljande

sats kallas for den kristallografiska begrinsningen eftersom den beskriver de enda

. 1273 2-2mi 27i
r =1, 2 3, av ordning 3 eftersom e™ 3 # 1, e 3 # 1 mene s

mojliga ordningarna for rotationer tillhérande en plan symmetrigrupp.

Sats 2.14. De enda mdjliga rotationerna for en plan symmetrigrupp dr av ord-

ningen 2, 3, 4 eller 6.

[1118]19]
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BEvIS. Antag att G dr en plan symmetrigrupp som byggs upp av translationen
Te(2) = 2+ k, k € C och rotationen p,(z) = ey = Wpz, p € Zy, dér p beskri-
ver rotationens ordning. Nu fas den andra translationen till dess translationella
undergrupp (2.4) genom att undersdka nér den translationella undergruppen
har ekvivalenta ménster till G: ppmip, (2) = pp(Te(py 1 (2))) = pp(Ti(e” 2) =
pp(e 2;)”,z—i-k:) =2t ke = 2+ kwp = The, (2).

For att dessa skall vara de minsta mojliga translationerna sa maste transla-

tionerna kring ursprungspunkten besta enbart av punkter i gittret:
A jo, = {0k + Dkwy| a, b € Z} . (2.5)

Translaterar och roterar nu kring z = 0, en punkt i gittret p,(7,(0)) = w,k och
roterar igen p,(pp(7(0))) = wy-kw, = kw?. Eftersom detta ar en sammanséttning

av tva symmetrier i Ay k., 54 maste dven kw? € Mg po,:

k:wz = ak + bkw,, p € Zy a, b € Z. (2.6)

27 .27

Skriver om w, = e» = co (2—”) +i- sm(%) och dirmed w} = e”» = cos(2 -
—) +i-sin(2 - 27”), a (2.6) kan skrivas som k(cos(2 - 27“) + i - sin(2 - 27”)) =
k(cH—bcos(Z”) +i- bsm(?’r)) k dr en konstant k& € C och kan strykas. Det lamnar
kvar

27 27 21 21
cos(2-—)+1-sin(2-—) = a -+ becos + 1 - bsin 2.7
( p) ( p) (p) (p) (2.7)

Imaginéra delen i (2.7) ger:
sin(2 - 2”) = bsm( 1) & 2. sm( ). 005(2;) =b- sm( 1) & cos(?”) =2
p>1, berorszn(2;r)7é0<:> 2; #mw@p;ﬁa,mEZ\{O}.

Vi skriver om for att 16sa ut p:

003(2”)28@2;—005 'G)+2nm & p= m,p#m, m € Z\ {0} .

Eftersom cos(x) € [—1,1] sa kan b endast anta viirdena -2, -1, 0, 1, 2, som
leder till fem olika fall for p.

1.b=-2:p= cosfl(%g)ﬁm = 2 = 2 Eftersom p € Z, sa r det enda

16sningen n = 0, dirmed dr p = 2. Men p # 2 =, m € Z\ {0}, ddrmed &r

b= —2, p = 2 inte en 16sning till den imaginira delen.
i . _ 27’[’ . 2 _ 3 o e
2.b=—-1:p= co (=) iz = Trignr = Tin Eftersom p € Z, sa ér det enda

16sningen n = 0, darmed ar p = 3.
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_ . _ s _ 2 _ 4 P
3.b=0:p= e 1(0)iznn — Tdonr = Than- Eftersom p € 7Z, sa &r det enda

16sningen n = 0, ddrmed &ar p = 4.
4. b=1:p= cos*léﬂ)ﬁm = %igm = 1:|:66n' Eftersom p € 7Z, sa &ar det enda
16sningen n = 0, ddrmed ar p = 6.

5.b=2:p= cos—léﬂ)ﬂm = é’;ﬂ = ﬁ Eftersom p € Z, sa dr de enda

l6sningarna n = +1, dirmed ar p = +1. Men detta resulterar inte i en

rotation eftersom piq(z) = e*2™(z) = 2. Dérmed dr b = 2, p = +1, inte en
16sning.
Reella delen i (2.7) ger:
cos(2 - 2?”) =a-+ bcos(%’r) < a=cos(2- 2?”) - bcos(%ﬂ).
Vi berdknar de olika a baserat pa fallen 1. - 4.
Lb=-2p=2:a=cos(2-%)+2c0s(}) =1+2-(—1) = —1. Detta
ar inte en losning i den imaginédra delen, men insittning i (2.7) resulterar

i 0 = 0. Det ar med andra ord en giltig 16sning till (2.7) men imaginéira

delar saknas i detta fall.

9. b:_l;p:?):a:cos(2~2§)+cos(2§)=—%+(_ )=-1

3.b=0:p=4:a=cos(2- %) =—1.

4. b=1:p=6:a=cos(2- %) —cos(¥)=—3 — (5) = —1.

Med andra ord &r delgittret av (2.5) for kw?:
Appz = {=k +bkwy| ke C,be [-2,1]NZ, p=2,3,4eller6.} C Ay, -

Och de enda mojliga rotationerna for en plan symmetrigrupp ar av ordningen 2,
3,4eller 6. O

I kandidatavhandlingen [5] bevisas en sats kring hur funktioner kan véljas for
att skapa bilder invarianta under paverkan av symmetrier, det allmdanna sym-

metrivillkoret. 1]

Sats 2.15. Anta att m och k ar relativt prima heltal, sa att sgd(m,k) =1, och

att alla tal nj; € Z i den dndliga summan

N
f(t) = Zaje”j“, a; € C, (2.8)
j=1
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uppfyller n; = k (modm). Da har den 2m-periodiska summan

27T 2kmi

Flt+ 0y = e f), 29)

m-faldig symmetry for alla t.

[1]15]

Sats 2.15 dr en viktig grund till hur bilder i plana symmetrigrupper ser ut.
Men eftersom summor i formen (2.8) endast beskriver symmetriska funktioner
sa kan dessa bilder vara invarianta under andra rotationer &n de av ordning 2,
3, 4 eller 6.

Exempel 2.16. Vi jamfor tva olika bilder genererade av funktionerna f(t) =
setit et 4 Lem 10 och g(t) = 2€5 + Bie™ + ie 5 wilka dr utritade i figur
2.5.

Vi undersdker vardera av funktionernas exponenter for att ta reda pa vilken

m-faldig symmetri (2.9) de har, om det existerar nagon.

1. Ezponenterna ny, ny och ns for f(t):

= —3(mod7)
—3=—-3(modT7)
—10 = =3 (modT7)

De ar alla kongruenta med —3 modulo 7. Och eftersom sgd(—3,7) =1, sd
har f(t) sjufaldig symmetri.

2. Ezponenterna ny, ny och ns for g(t):

5= —1(mod3)
—1=—1(mod3)
—16 = —1 (mod 3)

De dr alla kongruenta med —1 modulo 3. Och eftersom sgd(—1,3) =1, sd
har g(t) trefaldig symmetri.

For bada bilderna kan det ses i figur 2.5 att det dr f; samt gz som bygger upp
respektive bild genom att de roteras med %’T respektive 27” radianer kring respektive
rotationscentrum, A och B. Fargerna representerar endast f,, och g,, vid alla olika
mdajliga positioner i bilden, dir g,(t) = g(t), t € [(n — 1)2?”7 %} , darn=1,2,3

och fu(t) = f(t),t € [(m—1)3, 22 dirm =1,2,3,4,5,6,7.
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Funktionerna f(¢) och g(t), som genererar bilderna i figur 2.5, skapar bilder
invarianta under rotationssymmetri. Funktioner av denna sort kalls for rosett-
funktioner [1]. Plana monster byggs upp av bilder genererade av rosett-funktioner
och friser, funktioner som genererar bilder som &r invarianta under translationer

lings en specifik axel [1].

9

Figur 2.5: Bilderna genererade av f(t) och g(t), ur Exempel 2.16, med vardera

bilders rotationscentrum benédmnda B respektive A.



Kapitel 3
Vagor 1 planet

Exemplen i Kapitel 2 beskrev bilder med olika symmetrier, i detta kapitel be-
handlas det hur funktioner i formen (2.8) kan utvidgas till symmetrifunktioner
f : C— C som skapar monster. En komplex summa (2.8) kan uttryckas i ett

funktionsrum

N
Frm = {fN(t) = Z ane™|N € 7, a, € Cocha, =0ominten =k (modm)} )
n=—N
(3.1)

[11[5]
Varje 27m-periodisk funktion f(¢) ur (3.1) har m-faldig symmetri i formen
(2.9).

3.1 Plana vAgmonster

Inom fysiken anvinds begreppet vdgor nir det talas om periodiska rorelser.
Funktioner ur (3.1) bestir av summor av a,e™, n € Z, a, € C, dir ™ &r
2m-periodiska. Darmed kallas e™ f6r wdgor och funktioner i formen (2.8) &r en
superposition av vagor, en linjirkombination av periodiska rérelser. Vagors egen-

skaper kan beskrivas med den linjdra vagekvationen

Pu 0%

[1116]

19
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I (3.2) &r u en funktion wu(z,t) som beskriver vagens position x vid tiden
t, och proportionalitetskonstanten c beskriver vagens hastighet. Vagekvationen
ar linjar eftersom for tva funktioner u; och up som loser (3.2) s& kommer en
superposition au; + bug, a,b € R dven att l6sa (3.2).

Eftersom (3.2) enbart innehaller en positionsvariabel x, sa beskriver den lin-
jira vagekvationen vagor i en dimension. For dimensionen n kan den linjira
vagekvationen skrivas 2% = ¢?V™u. Dir V" = (% + a(d—:% + o+ a%) ar diffe-
rentialoperatorn nabla, summan av alla andra gradens partialderivator per plats
variabel. T det tvadimensionella planet &r n = 2 och didrmed kan den linjdra
vagekvationen skrivas som

0%u 9o
5z = C V-u. (3.3)

[1]16]

Nu kallas V? = (%—I—%) for Laplace operatorn. De komplexa plana vagfunk-
tionerna som bildar plana monster beror endast pa variablerna x och y, skriver

dérmed om u(z,y,t) = f(x,y) - T(t). Da kan (3.3) skrivas som Py TH) _

o2
52 1" 2 x, .
EVAf(y)  T() & flay) Tt = STOV(@y) & Fr =g dir
T" =2 52@) . Nu beror vinstra sidan enbart pa variabeln t och hogra sidan pa

variablerna x och y. Men om nu t skulle varieras medan x och y hélls konstanta

sa skulle vinstra sidan av ekvationen variera medan hogra skulle hallas konstant,

vilket inte gar och ddrmed maste de vara konstanta. Dédrmed kan vinstra sidan
V2 f(z.y)

beskrivas med en konstant L~ = —\, da fas —\ = ~ L&Y o
C T f('zvy)

Vi f(x,y) = =Af(z,y). (3.4)

1)

Funktioner i (3.4) kallas for egenfunktioner med egenviirdet —\. En egenfunk-
tion, ar en funktion som nér den utsétts for en linjiroperator avbildar sig sjalv
multiplicerat med sitt egenvirde. I (3.4) kallas den linjéra operatorn for Laplace
operatorn. [1]

I det vanliga kartesiska koordinatsystemet sa spidnns planet upp av x och
y axeln, x beskriver den horisontella riktningen och y den vertikala riktningen.
Men i gitter i formen (2.1) sa spanns planet upp av vektorerna (kq, k2), da i (3.4)
beskriver x riktningen for vektorn k; och y riktningen for vektorn ky. Egenfunk-

tioner som dr periodiska under paverkan av enhetstranslationer i riktningarna
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for (kq, ko) ar funktioner f(z) = f(z,y) som léser (3.4) sadana att

fz+ki)=f(z+k) = f(2),2€C (3.5)

flx+1y) = flz,y+1) = f(z,y), v,y €R. (3.6)
[1]

Soker nu funktioner som lser (3.4) och satisfierar (3.6). Separerar variablerna
i f(z,y) = X(2)Y(y) = XY, och sitter in i (3.4) VXY = -A\XY & VX" +
XYY" =-2XY & T
XY ©
dar X" = %27)2(, YY" = %2712/' Nu pa samma sétt som (3.4) motiverades, kan endera
X eller X- flyttas till andra sidan i (3.7) och déirmed maste de vara konstanta
X" 2 Y

eftersom de olika sidorna beror pa olika variabler. Namner =~ = —a*, 5 = —?

Y (3.7)

=

X"+a*’X =0 (i)

Y 4 0RY =0 (i),
vilket resulterar i tva homogena ordinéra differentialekvationer (i) och (ii). Testar
med X = C1e™, X' =rCie™, X" =r?Cie™ och sitter in i (i):
r?Cie™ + a?Cie™ = 0 & e (r?’Cy + a*Cy) = 0 & r2C +d?’Cy =0, €™ £ 0 &
r? = —a®> & r = ia, C; € C. Dérmed har (i) den allméinna l5sningen X (z) =
C1e'™®, eftersom (ii) dr en likadan homogen ODE men dir X =Y och a = b sé
kan den allméinna l6sningen for (ii) skrivas Y (y) = Coe™.

Slutligen méste (3.6) satisfieras, f(z+1,y) = X (2+1)Y (y) = Cre!®@HiaCyei®y =
CCoeta+iatiby gkall vara lika med f(x,y+1) = X (2)Y (y+1) = C1e"Cye™Tit =
Clc2eiam+ib+iby och f(:L’, y) — X(x)Y(y) — Clemegeiby — CIC«Qeiaeriby & glaztiatiby
piaztibtiby _ giawtiby o giagiartiby _ gibgiortiby _ giartiby oy pia — b _ ] —
ek k€ 7 < a=2mn och b= 2wm, dir n,m € Z och for valfria C;,C, € C.

Viljer O; = Cy = 1 och skriver XY = erinze2rimy —  g2minatlmimy
e?rine+my)  Dirmed dr egenfunktionerna som loser (3.4) och satisfierar period-
villkoret (3.6)

Fam(,y) = 270t 1y € 7, (3.8)

1]
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Egenviirdet till funktionerna (3.8), under paverkan av Laplace operatorn, fas
genom inséttning av (3.8) i (3.4):
V2fn,m($7?/) — V2p2mi(natmy) — e27rzmy02;£+ 271'@71:1:%;”” _ 627rimy<2ﬂ_2'n)2627rinx+
e*™ T (2mim)2e*™ ™ = f,, (2, y) (2min) 2+ frm (2, y) (2mim)? = fom(z, y)(—47°n?—
412m?) = —4n%(n® + m?) fm(z,y) som skall vara lika med —\f,, .(z,y) <
—A4Am?(n? + m?) = -\

Funktionerna (3.8) kan skrivas om med vektorerna z'= (x,y) och ¢ = (n,m),

eftersom skaldrprodukten ar 2’- ¥ = xn + ym, som
fo(2) = =, (3.9)

Funktioner i formen (3.9) kallas for plana vdigfunktioner med avseende pa
frekvensvektorn v. Plana vagfunktioner bestar av linjira kombinationer av vagor

invarianta under enhetstranslationerna till ett gitter (2.1). [1]

Exempel 3.1. Ritar ut virden for den plana vagfunktionen

VQfTL,m(:L‘y y) - _Afan (]j’ y) = —471-2 (77/2 + mQ)ezﬂi(nx—‘,—my),

med varierande frekvensvektorer. I Matlab dr funktionen utritad som

f(x7 y) = _47T2(TL2 + m2)62ﬂ—i(n$+my)'

1. n € [-500,500], m € [—500,500], med konstanta z,y-virden. Ritar ut for

z,y-vdrdena: (1,%), (1,11—2), (1,6—12), (%,61—2), (%76%) och (35, 62) I figur 3.1
kan det ses hur frekvensvektorn (n,m) spanner upp symmetriska bilder.

2. x,y,n,m € [—100,100]. Fér att kunna rita ut funktionen ndr den beror
bade pa rumsvariablerna, x och y, samt pa vinkelfrekvensen, sd ritas den ut
i ett fasportritt, se figur 3.2. Istallet for att rita ut det i tre dimensioner
sa kan det vara tydligare att endast rita ut det ¢ tvd dimensioner ddr vin-
kelfrekvensens virden dr firgkodade. Detta fungerar bra for vagfunktioner

eftersom de dr periodiska och ddrmed dr det enkelt att fargkoda frekvensen.

Matlab-koden for bada fallen finns bifogad i Appendiz A.
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Figur 3.1: De plana vagorna f(n,m) = —47%(n? + m?)e?™ (@ +my) ytritade med

varierande frekvensvektorer (n,m).
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« 10712

Fasportratt for fix,y)

vinkelfrekvensen

10 -

-12 N

100

100
Im(z)=y -100-100 -50 “ o0

100
80

60T

-10

-100 -50 0 50 100 w1012
Re(z)=x

Figur 3.2: Ett tredimensionellt och ett tvadimensionellt fasportritt for de plana

vagorna fy,(n,m) = —4n?(n? + m?) p2mi(na+my)
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3.2 Fouriertransformationer

Funktioner i funktionsrummet (3.1) foljer det allménna symmetrivillkoret men
ingenting garanterar att de dr invarianta under enhetstranslationerna till nagot
gitter och ddrmed kan de inte anvindas for att beskriva plana symmetrifunktio-
ner.

Med nagra tilligskrav kan funktioner i (3.1) beskrivas som plana vagfunk-
tioner (3.9). Harmoniska vagor bestar av sinus och cosinus kurvor. Genom att
utsitta funktioner for Fouriertransformationer, dndras funktionerna fran att be-

ro pa en tidsvariabel till att bero pa en frekvens. [1]

Definition 3.2. Skaldrprodukten for alla f,g € C[0, 2],
C10,2n] = {f : [0,27] — C: f ar kontinuerlig}, definieras som

o= [ s (3.10)
med normen || f|| = \/{f, f)-
[1][6]

Funktioner ur (3.1) byggs upp av vigor i formen e,(t) := ™, t € [0,2n]. Vi
utgar ifran att dessa vagor ar de basvektorer som spénner upp vektorrummet
(3.1), da géller:

27 27
lenll® = (en, en) = / enteint dt = / emt=int dt = 21 & |le,|| = V27 och
0 0

27 27
(€n,em) = / emteimt df = / =Mt dt = 0, n # m.
0 0

Liangden av e, dr /27 och tva godtyckligt valda e, e,,, n # m, ir ortogonala.
Nu for att kunna skriva en funktion f ur (3.1) som en linjarkombination av vagor

i formen e,,, —M < n < M, bildas den skaldra produkten:
27

(f,en) = (anen,en) = ay ||en||2 = 0,21 & a, = % (f,en) = %/ f(t)e ™t dt.
Méngden basvektorer e, som spanner upp (3.1) kan uttryckas mgd transforma-
tionen a,, som kallas for den n:te Fourierkoefficienten. [1]

Innan en sats gillande Fourierserien och dess Fourierkoefficienter kan bevisas,

behovs ett viktigt lemma.
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Lemma 3.3. Ldat f vara en integrerbar, begrinsad, funktion pd intervallet [a,b].
Da gdller
b
lim | f(z)cos(nz)dr =0
n—oo a

och

b
lim [ f(x)sin(nzx)dr = 0.

n—oo a

BEvis. Vibevisar det forsta pastaendet, det andra bevisas analogt. Lat e > 0. Da
foljer det ur definitionen av integrerbarhet att det existerar en trappstegsfunktion

© pa [a, b] o < f, sddan att

b
J1f(x z)|dr < e. Diarmed foljer att x)dr — / ¢(x)dr| < e. Detta
ger ‘
b
x)cos(nz) dx — / o(x)cos(nx) d
b a
</ | f(x) —@(x) | - | cos(nzx) | dz
/|f (x) | de < e for allan € N.
b
Saledes récker det att visa lim [ o(z)cos(nz)dz = 0.
n—oo a
1,omzx e A
For varje icke-tom delmiangd A C R, 1at ya(x) = . Betrakta
0, annars
nu p(zx ZCZ Xjzi1,2:[(), dir @ = 29 < 21 < ... < 27 < b och varje ¢; dr en
konstant. Da galler
b
/ o(x)cos(nx) dz| = ZCZX les_1,2,](T)cOs(nx) clcos n)

l

Z :L(sm(n:cl) — sin(nx;_q)

1= 1

l

<31

=1

- | sin(nx;) — sin(na;_1) |

§IQ

<22] | —0,dan—o00. O

Med Lemma 3.3 kan satsen om Fourierseriens konvergens bevisas.



KAPITEL 3. VAGOR I PLANET 27

Sats 3.4. Om f dr en 2mw-periodisk komplex funktion f(t), vars derivata f' dr
kontinuerlig, sd konvergerar funktionens Fourierserie till f(t) for varjet € [0, 27].

Hirvid definieras Fourierserien som

> ane™, (3.11)
ddr den n:te Fourierkoefficienten dr a, = % f(t)e ™t dt.

[1]
BEVIS. Antar att f dr en kontinuerligt deriverbar, 27-periodisk och komplexvérd

funktion av t. Dess Fourierserie (3.11) konvergerar om det for partialsumman
N

In(t) = Z anme™ giller for varje t att fy(t) — f(t) dd& N — oo.
m=—N
Nu eftersom fy ar en éndlig summa sa kan integralen och summan byta plats:

N
_ Z ameimt zmt 1 / f —zms dS)
/ Z ezmt 1 e—ims dS _/ f 1 zm(t s))dS.

Vi ser ndrmare pa summan och gor Varlabelbytet t—s=u
N

Sy (u) = Z seem® = L(cos(—Nu) + isin(—Nu) + ... + 1 + ... + cos(Nu)
m=—N
+isin(Nu)) = 5=(cos(Nu) — isin(Nu) 4+ ... + 1+ ... + cos(Nu) + isin(Nu))

= 22iﬂ(l + 2cos(u) 4; 2c08(2u) + ... + 2cos(Nu)). Diarmed
/ Sn(u) du = / o= (1 4 2cos(u) + 2cos(2u) + ... + 2cos(Nu)) du
0 0

27 27 27 27
= %(/ Ldu+ / 2cos(u) du + / 2cos(2u) du + ... + / 2cos(Nu) du)
0 0 0 0
=L 027r 1du =

271
Nu eftersom

sin((m+3)u)—sin((m—1)u) = sin(mu)cos(% )+cos(mu)sm(2) sin(mu)cos ()
+cos(mu)sin(y) = 2cos(mu)sin(y) < 2cos(mu) = sin((m )Si;(;n((mfé)u) =
Sn(u) = 5=(1+2cos(u) +2cos(2u) + ... +2cos(Nu)) = 5= (1+ Sm((H%?;)L(_;n((l_%)u
_I_sm((2+ ?:7)1( sz)n(( —Du - sin((N—l-l—%l:tjl(—s;n((N—l—%)u " sin((N+%lzf7)l?§z')n((N—%)u)
_ a(zzzg%; L sin(g l?izgén((%)u i sin((%il:i(jz)n(( v + sm((N—%ZT)LZ;H((N—%)u
i TS

Det giller darmed for fx och f, med fixerat ¢t € [0, 27] :
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£ — () /f (5)S (t — 5) ds
:f(t)/o SN(t—sds—/ £(5)Sw(t — s) ds
/]fA%t—s%—/‘fA%t—@@—é%ﬁw—f®ﬁm@—@@

sin((N+32 3)(t—s))
= [T - g g
Eftersom f’(t) dr kontinuerlig géller enligt 'Hopitals regel att

m(AE) = lim(HEER0) = im(£0565) = 21,
i sin(S @
Vi sitter g( ) = S(Wz( f (S)) si att g dr integrerbar pa [0, 27]. Nu géller
2
27 o ‘ )
00— e gy - [y g,
0 0
2
=2 | g(s)sin(N(t—s) + 3(t —s)) ds
0
2m
=2 | g(s)cos(3(t — 5))sin(N(t — ) ds
21

+o= i g(s)sin(3(t — s))cos(N(t — s)) ds.

Eftersom g(s)cos(3(t — s)) och g(s)sin((t —s)) ir integrerbara pé intervallet
[0, 27] ger Lemma 3.23 att
ft) = fn(t) = ”/o g(s)eos(5(t — s))sin(N(t — s)) ds

+%/ Wg(s)sm( (t—s))cos(N(t —s))ds— 0, da N — oo,

dvs. fa(t) —s £(£), da N = oo,
Déarmed é&r satsen bevisad. O

Eftersom funktioner ur (3.1) ar kontinuerligt deriverbara, 2r-periodiska, kom-
plexa funktioner, sa konvergerar deras Fourierserier till f(¢). Darmed &r f(t) en
m-faldig symmetrisk funktion som kan representeras som en superposition av
vagor. For att kunna skriva funktioner ur (3.1) som plana vagfunktioner, vars
Fourierserier konvergerar till f(z,y), kan den tvadimensionella motsvarigheten

till Fourierserien (3.11) skrivas i formen (3.8) som léser (3.4).
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Man kan némligen visa att Fourierserien for plana vagor ar:

f(z) = Z Z an7m627ri(na:+my), dar r = R@(z), Y = ]m(z) och n,m e Z7

(3.12)

med Fourierkoeflicienterna

2w 27
’ 472 Jo  Jo

De tvadimensionella Fourierkoefficienterna fas pa samma sitt som de endi-
mensionella med e, ,,(2) := e?mi(ne+my).
<fa en,Qm> 2: <an,m6n,maen,m> = anpm ||€n7m||2 = an7m(27r)2, darmed ar Anm =
X s
#/ / f(2)e~2mime+my) do dy. Genom att sitta krav pa vad Fourierkoeffici-
o Jo

2mi(nz+my)

enterna ay, ,, i (3.12) kan vara, sa formas vagorna e att vara invarianta

under olika symmetrier.

3.3 Gruppgenomsnitt

En funktion kan vara invariant under manga olika symmetrier. Darfor, istéllet
for att identifiera alla olika symmetrier som en funktion ar invariant under, sa ar

det littare att visa isomorfi mellan punktgrupper. [1][8]

Definition 3.5. Anta att G dr en dandlig punktgrupp i det komplexa planet med
n stycken element, f dr en funktion definierad 1 ndagot omrdde pa det komplexa

planet. Da dr gruppgenomsnittet av f dver G:

f2) == 37 (o)) (3.13)

geg

[11[5]

Gruppgenomsnittet anvinds for att skapa projektionsoperatorer som avbildar

f pa punktgruppen G. [1]
Sats 3.6. Gruppgenomsnittet (3.13), dr invariant under varje symmetri i G.

Bevis. Viviljer f och G enligt Definition 3.5. For alla symmetrier v € G géller
f(a(2) = £ eq Fla(a(2)) = E(f(r((2)) + f(g2(c(2))) + -..)
=2 (f((groa)(2)) + f((g20 ) (2)) + ) = 3 X goaeg f((g 0 @)(2)).
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Eftersom sammansittningen av tva symmetrier i G dr en symmetrii G, goa =
heg:
F@(2) = £ puneo F(900)(2)) =  Tpeg S ((2)) = f(2). Diirmed iir f(a(2)) =
f(2), gruppgenomsnittet &r invariant under varje symmetrii G. O

De enda mojliga symmetrierna for en plan symmetrigrupp &r; translationer,
rotationer, speglingar och glidreflektioner, vilka ar isomorfa till endera punkt-
gruppen D, eller C, [8]. Om G = D, eller G = C, i (3.13) ger Sats 3.6 att
gruppgenomsnittet dr invariant under de fyra olika symmetrierna. Detta tillsam-
mans med Sats 2.14, leder till att funktioner som ir invarianta under symmetrier
i planet kan hittas genom att ta gruppgenomsnittet for f over antingen D, eller

Cp, dar p =1,2,3,4eller6.

Exempel 3.7. Vi viljer en funktion fyar enligt Fourierserien for plana vdgor

(8.12), men i formen av dndliga summor:

Iz Z Z gy €™ ™) diir 1 = Re(z), y = Im(2) och N, M € 7., U{0}.
—N m=—
Vi skapar ett monster som dr invariant under vertikal speglingssymmetri:
0o(2) = 0y (2) = €32 = €™ (x — iy) = —x + iy
2

0,(2) = —oy(2) = —(=%) = z. Dirmed (0,,0) € Cy. Dd genom att ta gruppge-

nomsnittet for fya dver Co

fNM Z fNM Uy

UyECQ
kan det lésas ut funktioner som dr invarianta under vertikal speglingssymmetri.

Det gdller aven att

fnar(oy(2)) + fN,M(UZ(Z)) _ fnm(oy(2)) + fvm(2)
2 2 ’

Nu om fyuoy(2) = fuar(2), si fya(z) = Dl — g (0) Da,

eftersom fN,M(z) ar invariant under vertikal speglingssymmetri (Sats 3.6), sd

fN,M(Z) =

ar dven fn . invariant under vertikal speglingssymmetri. Med andra ord mdste
Ivm(2) = fuum(oy(2)) &

Zfzv:—N Z%:—M g €T ETTY) = Zfzv:—N Z%:—M Q€T Men det
finns ett enklare sdtt.
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Deﬁniemr 6n,m<z) — 627ri(na;+my)7 da ar én,m<z) — en,m(2)+en,m(oy(z))

2
e2mi(nz+my) +627ri(n(—m)+my)

= 5 wnvariant under vertikal speglingssymmetri enligt Sats

3.6. Da dr det enda som kravs for att sdkerstilla att fyar dr invariant under
vertikal speglingssymmetri, att vilja att varje e, m(2), enm(oy(2)) par har sam-
ma Fourierkoefficienter. Ser pd exponenterna: nx +my och —nx +my < a,m
och a_pm. SG& oM NU Qo =0_pm = a, gdller det i summan for varje e, m(z),

nm(0(2)) par:
a, m€27ri(n:p+my) 4 a_n7m627ri(n(—a:)+my) _ a(€2wi(nz+my) + 627Ti(n(—m)+my))

)

2mwi(nz+my) 2wi(n(—z)+my) 2wi(nz+my) 2wi(n(—z)+my) ~ ~
= a® e + at e = abpm(2) + aénm(z2), som

ar invarianta under vertikal speglingssymmetri.
Funktionen fyar dr invariant under vertikal speglingssymmetri nar an ., =
A—p,m- Nu resulterar detta i vildigt olika monster beroende pd valen av hur mdnga

termer av a,, som inkluderas, samt vilka av dem som sdtts att folja an., =

A_pm °

1. Ritar ut for N =2, M =2, dir asp =a_29 =1, a_12 = a12 = 2 och alla
A = 0 fOr Qpm # a_pm :

Fron(z) = e2mi=22)  9g2mi(—a+2y) 4 9e2milat2y) 4 o2mi(22)

2. Ritar ut for N =3, M =3, dir asp =a_30=1, a_13 =a13 =2 och alla
Apm = 0 fOr apm # a_pm :

gva(2) = e2mi(=3x) 4 92mi(—a+2y) | 9o2mi(z+2y) | o2mi(3z)

3. Ritar ut for for N =5, M =5, dir ass = a_35 =3, a_13 = a13 = 2 och
alla @y =0 f6r ppm # a_pm :

hNM(Z) — 262m'(—x+2y) 4 2627ri(x+2y) + 362m'(3x+5y) 4 3627m'(—3a:+5y)'

I figur 3.3 finns dessa tre olika funktioners monster utritade i fasportrdtt ddr
respektive origo ar markerat med en punkt. Det kan tydligt ses pa bilderna att
det alla férestaller ménster med vertikal speglingssymmetri. Genom att férestalla
sig en vertikal linje som gar igenom origo sa kan det observeras att vardera

monstret halls likadant vid en vertikalspegling.
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Stapeln med virden fran -3 till 3 visar vilka firger 1 fasportrdttet som motsva-
rar respektive vinkelfrekvens. I figur 3.3 och alla kommande fasportritt dr vinkel-
frekvensen mellan [—m, 7], detta eftersom de plana symmetrimonstren bestar av

2w —periodiska vagor.

Figur 3.3: Monster fran Exempel 3.6, fasportrétten ar utritade for z,y € [—1, 1].

I Exempel 3.6 beskrivs hur, genom att sitta krav pa Fourierkoefficienterna,
olika monster kan skapas. Detta kallas for receptet till att skapa plana symmet-
rifunktioner. T Exempel 3.6 var receptet for vertikala speglingssymmetrimonster
Apm = Q—p -

Innan gruppgenomsnittet kan anvidndas for att identifiera de 17 plana sym-
metrigrupperna, maste det fortydligas vilka mojliga gitter de kan tillhora samt

kraven for dessa gitter.



Kapitel 4
Gitteregenskaper

I Kapitel 2 togs det upp vad gitter ar for nagot, nu behandlas det vilka mdojliga
gitter det finns for plana symmetrigrupper. Eftersom en plan symmetrigrupp
byggs upp av tva linjiart oberoende translationer och dess gitter maste kunna
skrivas i formen (2.1), sd kan det antas att vektorerna (ki, k) som bygger upp

gittret spanner upp ett gitter i grundformen av ett parallellogram (se figur 4.1).

19]

[ [ ° ° °
° ° ° °
ky
¢ o & - ® °
K /
° ° ° ° °
° ° ° ° ° °

Figur 4.1: Vektorerna som spénner upp gittret (2.1).

33
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4.1 De fem plana gittren

Formen pa gittret i figur 4.1 ar inte den enda mdjliga formen pa gittret for plana

symmetrigrupper. Plana monster dr invarianta under exakt fem plana gitter .

(1171181191

Sats 4.1. Om ett plant ménster dr invariant under ett gitter
Akl,kg = {ak1 + ka ‘ a, be Z} s

sG har vektorerna i gittret (kq, ko) ndgon av de fem egenskaperna:

1. B < k2] < k1 — kal| < ||k1 + k2|, det allmdnna gittret,

2. k]| < |lk2ll < ||k1 — kol| = ||k1 + k2l|, det rektangulira gittret,

3. k|| = k2| < [|k1 — k2] < ||k1 + ka2l|, det rombiska gittret,

4. k1|l = |||l < ||k1 — k2|l = [|k1 + k2||, det kvadratiska gittret,

5. |kl = k2] = ||k1 — k2] < ||k1 + k2|, det hezagonala gittret.
9]

BEvis. Antag att den plana symmetrigruppen G spianns upp av ett gitter
Apy gy, = {aky +bks | a,b € Z}. Eftersom basen till gittret bestar av vektorer
med minsta mojliga langd, sa viljs vektorn k; som den kortaste mojliga vek-
torn i gittret och vektorn ko viljs att den dr sa liten som mojligt utifran detta,
0 < [lkall < flkall

Translationerna i G r linjdrt oberoende sa vektorerna i Ay, 5, maste dven vara
det aky # bky < aky — bky # 0. Dérmed géller 0 < ||k — kaf| och 0 < ||ky + kaof| -
Beroende pa hur stor vinkeln &r mellan basvektorerna sa dr antingen ||k; — ko <
|k + ko eller ||ky + ko|| < ||k1 — k2f|, véljer att ||k — ko|| < ||k1 + k2|| och dér-
med spanns gittret upp av basvektorer dir vinkeln mellan dem ar mindre eller

lika med 90° (och stérre &n noll). Tillsammans gar dessa krav att skrivas som
0 < [kl < [lkall < (k1 = Kol < [[k1 + ko -
De olika mojligheterna &r:

L. |[k1]] < ||k2|l, som leder till mojligheterna
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(@) ||k1ll < [|k2ll < |[k1 — E2|| < ||k1 + k2||: det allménna gittret.

(b) [|E1ll < |lk2l] < Ilk1 — k2| = ||k1 + k2| det rektanguldra gittret.
(©) ([l < Mkl = lky = Kl < [k + Ko:

Skapar ett gitter med de minsta mojliga vektorerna (a1, as) med kravet
llail] < llaz|| = [|k1 — az|| < [la1 4 azl|. T figur 4.2 finns punkterna
till detta gitter utritat. De blaa linjerna representerar det rombiska
gittret som byggs upp av vektorerna (kq, k2) som foljer kravet ||k;| =
lkal| < ||k1 — ka|| < ||k1 + k2| . Det &r tydligt att de tva gittren gar
att beskriva med exakt samma punkter och didrmed maste de vara
samma gitter med olika baser.

I figur 4.2 kan det ses att kraven for de olika vektorerna leder till vad
som ser ut som det rektangulira gittret men med en gitterpunkt dven
i mitten av rektangeln. Detta adr orsaken varfor det rombiska gittret

dven kallas for det centralt-rektangulira gittret. [1]|9]

Detta krav leder ddarmed till det rombiska gittret.

1Bl < llRall = [|Bx = Fall = [1ky + Kol|:

Med enkel geometri kan en triangel skapas av vektorerna ki + ko,
ki — ko och —2ko. Dir ||ka|| = ||k1 — k2| = ||k1 + k2| = « och d& &r
| =2k2|| =| —2| ||k2|| = 2||k2|| = 2. Med cosinussatsen kan vinkeln «
mellan —2ky och ky + ko berdknas:

lhr = Ball* = (k1 + Kal” + | =2k * = 2 [k + kol | =2k cos(a)

12 = 22 +42% —4x?cos(a) & 1 = 1+4—4cos(a) & —4 = —4cos(a) &
cos(a) =1 a=0+2nm,n€Z. Men 0 < a < m, och dirmed kan
inte || k|| = ||k1 — k2|l = [|k1 + k2|| gélla samtidigt. Losning saknas.

2. ||k1|| = ||k=2]|, som leder till mojligheterna

(
(b
(c
(d

)
)
)
)

a) ||k1]| = ||kal| < ||k1 — kol| < ||k1 + k2|: det rombiska gittret.

k1] = ||kal| < [|k1 — kol = ||k1 + kol|: det kvadratiska gittret.
k1|l = || k2|l = ||k1 — k2|l < [|k1 + k2||: det hexagonala gittret.
k1|l = [|k2|| = ||k1 — k2l| = ||k1 + k2||: 16sning saknas, se 1d).

De enda mdojliga gittren for en plan symmetrigrupp ar det allménna , rektangu-

lara, rombiska, kvadratiska och hexagonala gittret. O
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° ° ° ° ° ° °
a2
° ° ° ° °
ka
kq
° X ° ° ° ° °
k,k ay-2a,
° 12 o o °
k k. .
1 "2 aray
2
® ofite Kikop 24 o ° a e
k2 —k1
a1—32 32
ky-k 2a,-a
274
® ° 2“1 ° .
° ° ° ° ° ° ° °

Figur 4.2: Specialfallet 2a) och 1c) ur Sats 3.1 utritade i jamforelse.

I figur 4.3 ar de olika gittrens vektorer utritade i olika riktningar. Gittren
kan roteras sa att vektorerna gar at en godtyckligt vald riktning i planet, men i
samma férhallande till varandra. Dessa gitterrepresentationer dr endast for att
visa formen pa respektive gitter, lattast for berdkningar dr att hianvisa till att &,
ror sig langs den horisontella axeln.

De fem plana gittren har bendmningarna i Sats 4.1 utifran formen pa respek-
tive gitter, se figur 4.3. Kravet ||k; — ka|| = ||k1 + kol resulterar i att Z(ky, ko) =
£ (b, —he), dirmed iy = G © R = ey < kioke = = (k)
< 2(ky - k2) =0 < ky - ko = 0. Vinkeln mellan k; och ky maste ddrmed vara 90°.

Detta resulterar i ett rektanguléart gitter (||ki|| < ||k2||) for nummer tva och ett

kvadratiskt gitter (||k1]| = ||k2||) f6r nummer fyra.

For resten av gittren géller ||ky — ko] < ||k1 + k2||, ddrmed maste 0 < Z(kq, k2)
< 90° och 90° < Z(ky, —k2) < 180° . I det allménna gittret sa &r vektorernas
langder inte lika langa [|k;|| < ||k2||, vilket resulterar i ett parallellogram monster.
Detta &r orsaken varfor det allménna gittret dven kallas for parallellogramgittret.

Det rombiska gittret har ddremot lika langa basvektorer, ||k|| = ||ko||, vilket
resulterar i ett rombiskt format monster. Slutligen for det hexagonala gittret sa
galler ||k1]| = ||k2|| = ||k1 — k2||, ddrmed formar vektorerna en liksidig triangel.
Men eftersom ||ky — ko|| < ||k1 + k2|, dr gittret i formen av romber som byggs

upp av liksidiga trianglar.
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o o
[ ] o L ] L ]
o o L ]
o ° °
L] o
k
kz L] L] L] L] k1 2
kq ° ° ° « »
° °
K K
¢ . ° °
L] L] L ] L]
[ ] L] L ] L] .
Det allménna gittret Det rektangulira gittret Det rombiska gittret
L] ° ° °
L L] L] L]
L] ° °
K1 L ] L ] °
3
ky 1
L] [ ]
° L]
k2
° hd ° ° ° ° ° °
Det kvadratiska gittret Det hexagonala gittret

Figur 4.3: De fem plana gittrens uppbyggnad med vektorerna (ki, k2).

Nu kan basvektorerna bestiammas for de olika gittren, anviinder beteckningar
enligt figur 4.4. Vill skriva gittren i en sa enkel form som mdjligt, basvektorerna
skall vara kortaste mojliga translationerna i gittren och utgar darmed ifran att
k1 = 1 och ser om det med egenskaperna i Sats 4.1 gar att hitta en motsvarande
basvektor k.

For det kvadratiska gittret ar det enklast att vilja basvektorerna som (kq, ko) =
(1,4). Eftersom i ett komplext koordinatsystem &r vinkeln mellan 1 och i, och
vinkeln mellan 1 4+ ¢ och 1 — i, @ = g = 90°. Det rektanguldra gittret foljer
samma logik men nu skall ||| < ||ka]| och ddrmed viljs basvektorerna som
(k1, ko) = (1, ki), dar k € R\[-1, 1].

For de tre resterande gittren giller 0 < o < 90° och 90° < 8 < 180°. Ur kravet
for a foljer att om k; = 1 sa maste ky = c+di, ¢, d € R. For det allménna gittret
riacker kravet att d # 0 och da véljs basvektorerna som (ky, ko) = (1, c+di). Virt
att notera ar att om ¢ = 0 fas det rektangulira gittret och om déarpa d = 1 fas
det kvadratiska gittret.
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For det hexagonala gittret sa bildas en liksidig triangel om vektorerna £y, ko
och ki — ky skrivs efter varandra, ddrmed ar o = 60°. Nu kan ky = c¢+di berdknas
med hjilp av den skalira produkten:
ky-ky = ||| ||k2]| cos(r) = ||k1]|? cos(60°) = cos(60°) = s 3 =kiky=1c+0-d
= c. Nu ger Pythagoras sats i ett komplext koordinatsystem:

CHd =k’ = k] =1ed=t/T -2 =+/1-(1)2 =2

Eftersom ws = ¢35 = cos(%) + isin(3) = —1 + ‘/732', s kan vi vélja att
d = —‘/73 och darmed ar ks = —ws3. Men for att kunna forenkla ko véljer vi

att gittret spanns upp av k; och —ky. Som det kan ses i figur 4.3, resulterar
detta fortfarande i det hexagonala gittret och darmed blir vinkeln mellan k£, och
ko 120°, ¢ = —% och vi kan vilja d = \/75 Déarmed skrivs basvektorerna i det
hexagonala gittret Ay, _, som (ki, —k2) = (1, ws).

Slutligen aterstar det rombiska gittret. Istdllet for att utga ifran att k; = 1
sa utgar vi istallet ifran att (ky, ko) = (14 pi, c+di), [, p, ¢, d € R. Detta eftersom
lk1]] = ||k2|| och pa grund av det rombiska gittrets unika egenskap att k; — ko
och ki + ko bildar en rektangel, se figur 4.2. Skriver om k1 — ke = (I—c¢)+ (p—d)i
och k1 +ko = (I4+¢)+ (p+d)i. Det rektanguléra gittret har basvektorerna (1, ki),
dir k € R\{0}. Darmed maste (ki + ko, k1 — ko) = (1, ki) for att de skall bilda

en rektangel. Far ddrmed ekvationssystemet

Den imagindra delen av (rl) férsvinner om p = —d och den reella delen av
(r2) forsvinner om (I = ¢). Sitter in och 18ser (r1): 20 = 1 & | = § = c. Sétter in
och loser (r2): 2pi = ki < p = & = —d. Basvektorerna for det rombiska gittret
kan skrivas som (k1, ko) = (3 + pi, & — pi), p € R\{0}.
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Re

Figur 4.4: Basvektorerna for ett gitter Ay, x, utritade, dar k; + ks och k1 — ko har
forskjutits kring en punkt B for visuell tydlighet.

Definition 4.2. De fem plana gittren dr

1. Det allmdinna gittret;

A={a+b-(c+di)|a,b € Z,c,d € R,d # 0}, (4.1)

2. Det rektanguldira gittret

R={a+b-kilabeZkeR\[-1,1]}, (4.2)

3. Det rombiska gittret

1 1
M= {a~(§+pi)+b-(§—pz’)]a,beZ,peR\{O}}, (4.3)
4. Det kvadratiska gittret
G={a+bila,be Z}, (4.4)
9. Det hexagonala gittret
E= {a+bw3|a,beZ, wgze%}. (4.5)

1]
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4.2 Gittervagor

Nu ar det dags att kombinera vad som har tagits upp hittills for att skapa plana
vagfunktioner som &r invarianta under ett visst gitter, plana symmetrifunktioner.

Soker, for ett gitter Ag, x, (2.1) dér k; och ks dr tva linjirt oberoende vektorer
skrivna i komplex form, funktioner f sa att méingden egenfunktioner (3.4), av
Laplace operatorn, har perioderna k; och ky. Darmed maste egenfunktionerna
satisfiera periodvillkoret (3.5) f(z+ k1) = f(z + k2) = f(2), z € C, vilket &r de
plana vagfunktionerna fz (3.9). Men de &r uttryckta med (x,y) och (n,m), vill nu
uttrycka dem med (kq, ko) istéllet. [1]

Skriver om for 2= (x,y), v = (n,m) :
FoZ) = e2mFT = 2nilnatmy) — 2niRe(vE) — (2miRe(=7) qir ¢ = n + mi
och z = x + yt.

Vi maste véalja tva frekvensvektorer vq, vy som ar sa sma som mojligt och som

satisfierar periodvillkoret (3.5). Kortaste méojliga perioden vy = kv, for v, fas da:

T-to=1&0- kv—l@\kHvP—l@]k;]— Gk

2mi(Z+—= ‘2 )T _ €2mz -J+2mi I:TIg

& vy = kU = HQ Som

— €2mz-'u:i:27r2

stammer for fz(Z+ W) =e
= ¥V = fi(Z). Dirmed fas minsta méojliga fz(Z) nir z = # och da blir
Re(vZ) = Re(v |v|2)—1.

For att satisfiera (3.5) véljs vy, vy s& att vy L ky och vg L kq, se figur 4.5. D&

géller for exponenterna for den plana vagfunktionen fi,, v,)(k1, k2):

3
it
|

1

(k1 - 1)

Re(k‘l . 2)
( )
(

3|
I
o

R@]’CQ' (D)

\R@ kg'@l) = U,

som alla kan skrivas om med 212 = ZHEEZV — 5 — Re(z) :

(Re(kl . 51) M =1 klﬁl +E1’U1 =2 (Z)/
R6(k’1 . 52) = M =0 N k’lﬂg —{—Elvg =0 (Zl),
Re(k’g . 52) = m =1 k’g@g +E21)2 =2 (ZZZ)/

k]’%Q‘B(l{?g . @1) m =0 \]{?2@1 + Egvl =0 (iv)’.

Multiplicerar och subtraherar k(i) — k1 (iv)" :
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kzklﬁl + kgEl’Ul - kgklﬁl — klEQUl = 2k’2 = Ul(k2E1 — klgg) = 2]€2 =4

v — 2k
L™ hoki—kike
Samt multiplicerar och subtraherar ko(i7)" — ky(ii)" :

kok1vo + szl’Ug — kokq1Uy — k1E2U2 =2k & 'UQ(kQE]_ — k’lEg) =2ky &

_ —2k1
V2 = ke
Nu kan v; och v, omskrivas, eftersom 22 =ZH2H — o — [ip(z) -
_ 2k _ ik _ ke =2k ik
Ul - k2E17k1E2 - k1E2;k2E1 - Im(k1E2)7 OCh U2 o kgElfklgg - k2E1;k1E2
1 1
. iko ..
= Tl Déarmed
iks
V] = —22—
1 Im(ky-k2) <4 6)
v = —Z‘k1,
27 Im(kakr)”

Némnarna i (4.6) far inte vara 0, kan visas med kryssprodukten mellan tva
vektorer xq, To:

Im(zy - x9) =| 21 || 22 | sin(< (x1,22)) = 0 & < (z1,29) = 7+ 2nw, n € Z.
Eftersom k; och ky &r linjirt oberoende sa kan varken < (ky - k1) = 7+ 2nm eller
< (ky - ky) = 7 + 2nm.

I figur 4.5 spénns (v1, v2) planet upp av koordinataxlarna X,Y. Eftersom v; L
ko, dr konstanta X parallella med k5 basvektorn och X kan skrivas med nagot
a € C som X = ak,. Pa samma vis dr konstanta Y parallella med basvektorn
k1 och Y kan skrivas med nagot b € C som Y = bky. Da genererar vektorerna v,
och vy 1 (4.6) det duala gittret till Ay, ,. [1]

Det duala gittret till Ay, &, byggs upp av Span( A, ,), de minsta maojliga lin-
jara kombinationerna som tillhér Ay, x,. Nu genom att definiera z € Span(Ag, x,),
med gitterkoordinaterna [X,Y], som 2z = Xk; + Yk, har varje f3(2) = e¥#7 =

2mi(nX+mY)

e perioderna k; och ky. Med andra ord bestar dessa funktioner av vagor

periodiska till Ay, x,, betecknar dem som

En,m(z) — 627ri(nX+mY) ) (47)
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Figur 4.5: Vektorerna ky, ko som spanner upp gittret Ay, 1,, samt vektorerna vy, vs

som spanner upp det duala gittret till Ay, f,.

Perioderna till (4.7) innehaller alla komplexa tal i gittret Ay, x,. Gitterkoor-
dinaterna fas genom att ta den skalira produkten av z och v; respektive wvs:
z-v; = Re(z 7)) = Re(X —Y—--—) =X, 2- vy = Re(z - Uy)

' Im(ky%z)
= Re(—X[m(k;%l) +Y)=Y &
X = Re(z-7y)
Y = Re(z - Ua).

1]



Kapitel 5
De 17 plana symmetrigrupperna

Komplexa funktioner i planet betraktas over gitter, dir de med hjilp av pe-
riodiska vagor (4.7) och Fouriertransformationer a,, ,, (3.12) kan skrivas ut som
superpositioner. Tillsammans med gruppgenomsnittet (3.13), kan olika superspo-
sitioner av vagor véljas for att skapa vagor med specifika symmetrier. Fran och
med nu kommer samma dubbelsumma att forekomma flera ganger, definierar
darmed N .

> =Y ) .dirN,MeZ,U{0}.

NM  n=—Nm=—M

Ett funktionsrum kan definieras som en superposition av vagorna i formen

(4.7), da kallas funktioner i funktionsrummet {6r gitterviagor :

Fa = {f(z) = Z nmEnm| anm € C, 2= Xk + Ykz} : (5.1)

N.M
dir E,,, = e2™nX+mY) (4.7) och (ky, k) dr tva linjirt oberoende basvektorer.
Alla funktioner f € Fg i (5.1) ar invarianta under den plana symmetrigruppen
G som agerar pa gittret Ay x,. Da har G den translationella undergruppen

Try ko (2.4), med translationerna 7y, (2) = 2z + k1 och 7, (2) = 2 + k. [1]

De plana symmetrigrupperna bendmns enligt TUC-notationen (International
Union of Crystallographers) proh, dér p ér en primitiv cell med bendmning p eller
¢, r beskriver ordningen for dess rotation, v beskriver spegling eller glidreflektion i
vertikal riktning och h beskriver spegling eller glidreflektion i horisontell riktning.

En etta pa v- eller h- platsen markerar att varken speglingar eller glidreflektioner

43
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finns, men oftast skrivs inte ettan ut. Ett m pa v- eller h- platsen betyder daremot
att speglingar finns och ett g betyder att glidreflektioner finns. [1][8][9]

En primitiv cell &r minsta mdjliga delen av ett gitter som kan, vid paverkan
av enhetstranslationerna i ett gitter, aterskapa gittret utan 6verlappningar. Den
enda situationen dar bendmningen c for den primitiva cellen finns med &r for det
rombiska gittret, eftersom de bestar av centrala speglingar och dirmed kallas for
centrerade celler. Nar de primitiva cellerna ritas ut kallas de for enhetsceller, dar

enbart hornen representerar punkterna i respektive gitter. [1|8](9]

Translationsaxel Speglingsaxel

’ = Tvafaldigt rotationscentrum
. = Fyrfaldigt rotationscentrum
A = Trefaldigt rotationscentrum

= Sexfaldigt rotationscentrum

Figur 5.1: Symboler som anvinds vid utritandet av enhetcellerna.

5.1 Det allminna och rektangulira gittret

Gittervagor (5.1) for det allminna gittret A (4.1) har enhetstranslationerna
71(2) = z+ 1 och Teyai(2) = 2+ ¢+ di, dér ¢,d € R, d # 0. Enhetstransla-
tionerna bygger upp den translationella undergruppen 7; .44 (2.4) till de plana
symmetrigrupperna (pl, o) och (p2,0), dir (pl, o) har gruppgeneratorn

pl = (71, Tetdi) - (5.2)

Fran och med nu skrivs enbart de plana symmetrigruppernas generatorer ut,
eftersom alla plana symmetrigrupper per definition bestar av funktionssamman-
sattning o.

Den forsta plana symmetrigruppen pl dr en enkel grupp. Funktioner ur (5.1)
invarianta till den plana symmetrigruppen pl (5.2) translateras endast i planet

och har darmed formen
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Fp1 = {f(z) = Z an,mEn,m| (n,m € C ze A} . (53)
N,M

[1]

Gitterkoordinaterna |[X,Y] ur (5.3) 4r for den komplexa funktionen z = x4y
som transformeras
X=r—-3y
y=4
Eftersom dessa &r gitterkoordinaterna for det allménna gittret dr de dven git-

r+iy=X+Y(c+di) e X+Yec=xo0chYd=y<

terkoordinaterna for den andra mojliga plana symmetrigruppen i det allménna
gittret, p2.

Det finns inget recept for a, ., i (5.3) till att skapa plana symmetrifunktio-
ner invarianta till pl. Detta eftersom funktionerna &r invarianta endast under

enhetstranslationerna och p; € C;. Darmed skulle gruppgenomsnittet helt enkelt

vara f(z) = f(2), anm € C.

Figur 5.2: Enhetscellen for pl och dess utritade plana monster.

Den plana symmetrigruppen p2 fas genom att tillagga att funktioner till gitt-

ret A (4.1) dven maste vara invarianta till tvafaldiga rotationer ps :

p2 = <T17 Te+dis p2> . (54)

Nu kravs det ett recept for koefficienterna a,, ,,,, eftersom p, € Cy. D4, for funk-

tioner ur (5.3) som ar invarianta under tvafaldiga rotationer, géller f(py(z)) =
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27

flezz)=f(—2) = Zan7mE_n7_m. Och gruppgenomsnittet blir:
N,M

¢ — f(z)+f(p2(z)) _ ZN,AIanvanquer,Man,mE—n,—m
f<z> - 2 - 2

(nm = G—p—m, S8 &r f(z) = f(2). Dérmed &r funktioner ur (5.3) enligt Sats 3.6

,nuom B, ,, = F_, _,, &

invarianta under tvafaldig rotationssymmetri om a,, ., = a—, .
Varje plan symmetrifunktion med symmetrierna 7y, 7.4 och ps i det allmén-
na gittret A (4.1), kan skrivas som en superposition av plana symmetrivagor

ur

Fpy = {f(z) =Y tnmEnm| tnm =a_n-m € C, 2 € A} . (5.5)
N,M

1]

Nér det finns rotationer med bland symmetrierna, mérks det ut i enhetscellen
var dessa sker med sa kallade rotationscentrum. De hittills beskrivna m-faldiga
rotationerna p,, ar kring ursprungspunkten, men for rotationer som translateras

sa finns det ett rotationscentrum i translationspunkten v:

Pmw(2) = pm(z —v) +v. (5.6)

1

Detta eftersom 7,07, (2) = To(pm(z — v)) = pm(z — v) + v, monstret Ar
ekvivalent. For funktioner ur (5.5) som ér invarianta under tvafaldiga rotationer,
giller po,(2) = p2(z —v) + v = —2 4 2u.

Genom att transformera py , genom anvindning av det komplexa konjugatet,
med 7 och 7., 4, fas det ekvivalenta monstret till gittret A :
i
= —z+2(c+di), v =1 eller v = ¢+ di. Varje punkt i gittret ir ett tvafaldigt

Ty (2) = 1i(—(2 — 1)) = —z + 2+ 1, och pa samma siitt 7., 427,

rotationscentrum, det sker tvafaldig rotation vid varje punkt i gittret.

Det &r inte enbart punkterna i gittret som &r tvafaldiga rotationscentrum.
Eftersom poT.y4im1(2) = —2 — 1 — ¢ — di, Typa(2) = —2 + 1 och
Teraip2(2) = —2z 4 ¢ + di dven hor till p2, fas rotationscentrumen:
(Terai) (p2Terai) (Texaim) H(2) = —2—1—c—di+2-(1+c+di) = —z—1—c—d
=—z+2 (4G v =1+ <

TC+di(T1p2)Tc_+1di(z) =—2+4+142(c+di)=—2+2(c+di+ %), v=c+di+ %,
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T (Teraip2)T] (2) = —z+c+di+2-1=—242(1+ ) v =1+ <%
Enhetscellen for p2 har didrmed tvafaldiga rotationscentrum dven mellan

%’ C-Edi)'

gitterpunkterna och i mitten av enhetscellen (

. g <Tas [ # |
>

i

e, L £ -,
el> & I
- - - -,

» 4 y &

|

Figur 5.3: Enhetscellen f6r p2 och dess utritade plana monster.

Gittervagor (5.1) for det rektanguldra gittret R (4.2), har enhetstranslatio-
nerna 71(z) = z+ 1 och 7;(2) = z+ ki, ddr k € R\[—1, 1]. Enhetstranslationerna
bygger upp den translationella undergruppen 7y 4; (2.4) till de plana symmetri-
grupperna pm, pg, pmm, pmg och pgg. Alla plana symmetrigrupper till gittret R
har nagon sorts speglings- eller glidreflektionssymmetri. Detta &r eftersom grup-
pen som byggs upp av endast enhetstranslationerna hor till pl (¢ = 0 och d = k)
och gruppen som byggs upp av enhetstranslationerna och en tvafaldig rotation
hor till p2 (c=0och d =k) .

Plana symmetrigrupper med gittret R bestar enbart av endera horisontella
speglingar, vertikala speglingar eller glidreflektioner. Detta eftersom om det skul-

2aiz och en glidreflektion v,(2) = €2z + re?®,

le finnas en rotation o,(z) = e
dér vinkeln 0 < o < 5, som gar igenom ursprungspunkten.

For speglingar dverlag giller o(0(z2)) = z < 0(2) = o(2)~!. Darmed
0aT10,(2) = 0aT104(2) = 04(e**Z+1) = 2+ € 7,20; méste vara en translation
1 gittret.

Och for glidreflektionen:

7a717071(z) — ,ya<e2ai<z _ 62ai)_|_1 — ’}’a<€2ai2—1+1) — eQaie—QaiZ+e2ai — Z+€2ai,

Te20i ASte vara en translation i gittret.



KAPITEL 5. DE 17 PLANA SYMMETRIGRUPPERNA 48

Te2ai # 71 eftersom 0 < @ < 3, & T2 = Ty < €2 = ki & cos(2a) = 0 och
sin(2a) = k < a = 7 och sin(2a) = 1, k = 1 gittret dr kvadratiskt.
Introduktion av antingen en vertikal eller horisontell spegling leder till den

plana symmetrigruppen

pm = <TlkaiaUy> = Ty, Thiy Ox) - (5.7)

Gruppen (5.7) genereras av 7y, Tx;, 0, och o, bendmningen pm kan st for
bade plml1 eller p11ml, bada férkortas till pm och &r isomorfa.

Eftersom o,,0, € Cy sa fas receptet for att skapa funktioner invarianta till
pm genom att ta gruppgenomsnittet for funktioner ur (5.1) nér z € R :

floy(2) = f(—2) = ZammE_mm. Och gruppgenomsnittet blir:
N,M

f<z> _ f(2)+f2(0'y(z)) — ZN,]\/[ an,mEn,mzzNJu an,mE—n,m

Unn = G—pm, 88 8r f(z) = f(z). Ddrmed enligt Sats 3.6 &r funktioner ur (5.1),

,amwom£E,, =FE,, &

da z € R, invarianta under vertikal speglingssymmetri om a, , = a_p .
Receptet for pm kunde &ven vara ay, ,, = a_,,, om det istdllet togs gruppge-

nomsnittet for o,. Déarmed &r varje funktion f ur

Fpm - {f(Z) = ZammEn,ml z € R7 Apm = A—nm € Celler an,m = Qn,—m © C}
N,M

(5.8)
invariant under den plana symmetrigruppen pm (5.7) [1]. Gitterkoordinaterna
|X,Y] ur (5.1), nér z € R, &r for den komplexa funktionen (som inte beror pa

frevens) z = = + iy:

X=x
r+iy=X+Y (ki) < , vilka dr gitterkoordinaterna for varje plan
Y =

symmetrigrupp med gittret R.

S

Enhetscellen for pm spanns upp av 71 och 73;. For funktioner ur (5.8) som ar
invarianta under vertikala speglingar sa gar det speglingsaxlar mellan de vertikala

gitterpunkterna. Aven speglingar kan ske mellan gitterpunkter, mellan v:

Omw(2) = om(z —v) + v, (5.9)
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eftersom 7,0,7,1(2) = T,(0m(z — v)) = (2 — v) + v. For funktioner ur (5.8)
som dr invarianta under vertikala speglingar, giller o, ,(2) = o,(z —v) +v
=—Z+2vveR.

Eftersom o,7(2) = —2Z + 1 dven hor till pm, sa géller:
m(oym)m '(2) = =2+ 3= —Z+2(1+3), v = 1+ 3. Det gar éven speglingsaxlar

);
vertikalt mellan punkterna (3, ki) och (3,0).

Figur 5.4: Enhetscellerna for pm och respektive utritade plana méonster.

Om det istallet f6r en spegling sker en vertikal eller horisontell glidreflektion

i gittret R, fas den plana symmetrigruppen

bg = <7_1>’Yy> = <7—ki7’7x> . (510)
Dir v,(2) = =2+ % och v,(2) =Z+ %, dirmed 75(2’) = 11:(2) och 2(2) = 11 (2).

Fokuserar pa de vertikala glidreflektionerna och da géller ur (5.1), nir z € R:
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Ernn(1y(2)) = Engn(=(X + Yki) + 5) = Epu (=X + ki(Y + 3)

— En,m([—X,Y + %]) — 2mi(—nX+mY+3) _ g2mi(—nX+mY) mmi _ (_]-)mE—n,m(Z)-
Genom gruppgenomsnittsmetoden leder detta till receptet @, = (—1)"a—pm.
For horisontella glidreflektioner fas istéllet receptet ay, ., = (—1)"ay, —m.

Déarmed &r varje funktion f ur

Fpg = {f(z) = Za’n,mEn,m| 2 € Riangm = (=1)"a—nm € Celler aym = (=1)"anm € C}
N,M

(5.11)
invariant under den plana symmetrigruppen pg (5.10) [1]. Uppbyggnad av
enhetscellen for pg foljer samma princip som for pm men istéllet for

speglingsaxlar sa dr det glidreflektionsaxlar.

ro

]
w

Figur 5.5: Enhetscellerna fér pg och respektive utritade plana mdonster.
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I Exempel 2.6 togs det upp att sammansattningen av tva speglingar dr en
rotation:
op(ok(2)) = pk%(z), dirmed for en vertikal och en horisontell spegling géller:
o.(oy(2)) = o1(02(2)) = pg(z) = 52 = —z = py(2). Detta giller dven for
glidreflektioner, ddrmed maste det i grupperna pm och pg vara antingen ver-
tikala eller horisontella speglingar/glidreflektioner. Fler plana symmetrigrupper
invarianta under gittret R fas, da detta kombineras med de tidigare grupper-

na. Tillaggskravet att pm skall vara invariant under tvafaldig rotation leder till

gruppen

pmm = <7—17Tki70-y7p2> = <TlaTki7Uxap2> . (512)

Generatorerna betecknas som minsta mojliga mingd element som skapar
gruppen, gruppen pmm skapas av bade vertikala och horisontella speglingar ef-
tersom o,p2(2) = —%Z = 0, och oypa(2) = Z = 0,. Dérmed &r minsta mojliga
beskrivningen av generatorn innehallande antingen o, eller o,.

Definierar vagpaketet for tvafaldig rotationssymmetri som

En,m + E—n,—m
5 .
Detta dr gruppgenomsnittet 6ver ps € Cy for z € R, eftersom da ar E,, ,,(p2(z)) =

Epon(—(X + Yki))= e¥ritnX-m¥Y) — B (2). Si receptet for tvifaldig rota-

tionssymmetri for funktioner ur (5.1) ,z € R, &r samma som fér gruppen p2,

Tn,m =

(5.13)

U = Gy
Gruppen pmm ar aven invariant under o, och o, da eftersom T, ,, = F), ,

NAT Gy = A—py—p, S8 A8 T, (0 (2)) = Enm(0y(2)) = E_pm(2) = Ty m(2). Och

pa samma sitt for 1), ,,(0,(2)) = Enm(04(2)) = En—m(2) = T —m(2). Sa for att

skapa funktioner ur (5.1) invarianta under pmm (5.12) s maste

Tom =T o =Ty = Tmon & A = Ay, = Ay, = Oy — -

Dérmed ar varje funktion f ur

Fpmm = {f(Z) = Zan,mEn7m| 2ER; Upm = Apn = Q_pn = Qp—nE (C}

N,M
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invariant under den plana symmetrigruppen pmm (5.12) [1]. Enhetscellen for
pmm &r en kombination av enhetcellen for p2 och pm, med samma metod (5.6)
och (5.9).

4 ) 4 2
* L 4 1 4
* * *

Figur 5.6: Enhetscellen for pmm och dess utritade plana monster.

Introducerar en tvafaldig rotation till pm och ser att v,po(2) = —Z + % =

oy(z— 1)+ 1 &r en vertikal spegling kring +. Dérmed fas namnet pa niista grupp

pmg = (T1, Yy, p2) = (This Vo P2) - (5.15)

For funktioner ur (5.1) invarianta under pmg géller ay,.m = a_p —m (5.13),
samt pa liknande sétt som for pmm sa fas resten av receptet genom att kombinera
med receptet for pg @, = (—1)"a_, , for vertikala glidreflektioner och a,,, =
(—1)™ay, —m, for horisontella glidreflektioner. Da dr varje funktion f ur nagondera

funktionsrummen

Fpgm = {f(z) = Zan,mEn7m| 2E€R;anm =00 p—m=(=1)"apm=(—1)"0p_m € (C}

N,M

eller

Fomg = {f(z) = ZanymEn,m| 2€Rianm=0a0-pn-m=(—1)"p_m=(—1)"a_,m € (C}
N.M

(5.16)
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invariant under den plana symmetrigruppen pmg (5.15) [1]. Enhetscellernas ut-

seende foljer ur respektive recept.

L 4 4 4
* L 4 *
A g \ g
2 * 4
2 L 2 4
L 4 * 2 4

Figur 5.7: Enhetscellerna for pmg och respektive utritade plana monster.

Gruppen pmg innehaller bade speglingar och glidreflektioner, men den sista
plana symmetrigruppen for gittret R ar en grupp bestaende av bara translationer,

tvafaldiga rotationer och glidreflektioner:

prgg = <7-177—ki>:0277%> . (517)

Déir 1z (z) = —z+ 1Lk = T1Yy(2) = T%’)/w(pQ(Z)). Nu eftersom invarians under
tvafaldig rotationssymmetri: Tn’m(’)/%ki (2)) = En’m(’}/%ki (2)) = En’m(’}/%ki([X, Y]))
= ol = X+ hi(Y +3)) = Byn([§ = X,¥ +3]) = e2rithnxemy)

= 25T g)2milenXamY) (_1)n+mE—n,m(z) = (_1)n+mT—n,m(z)'

Samt eftersom Tn,m(y# (2)) = Tmm(T%%(pz(Z))) = Tn,m(T%%(Z))
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=Tom([3 +X,Y —3]) = (=1)""T, _(2), sé dr varje funktion f ur

Frgg = {f(z) = Zan,mEn’m\ 2E€R;nm =0 n—m=(—1)"""a, _n=(-1)""a_,,, € C}
N,M

(5.18)
invariant under den plana symmetrigruppen pgg (5.17) [1]. Varfor just pgg

genereras av glidreflektionen i &r eftersom den skapar glidreflektionsaxlar
2

mellan varje tvafaldigt rotationscentrum i enhetcellen, ingen glidreflektion gar

genom ett rotationscentrum. Darmed gar det tva glidreflektioner i vertikal

riktning och tva i horisontell riktning, se figur 5.8.

4 4 $
4 2 4

{2
* L g <

Figur 5.8: Enhetscellen for pgg och dess utritade plana monster.

5.2 Det rombiska och kvadratiska gittret

For det rombiska gittret M (4.3), till skillnad fran de andra gittren, beskrivs den
kortaste vektorn k; inte med 1 utan med

04(k2) = 0.(3 —pi) = L +pi = ky, p € R\{0}. P4 samma séitt ir ky = 0,(k1),
med andra ord gar det en speglingsaxel i mitten mellan enhetsvektorerna. Till
skillnad fran de andra monstren sa gar horisontella speglingar inte parallellt
med den kortaste enhetsvektorn, vilket dr orsaken varfor monster tillhorande det
rombiska gittret dven kallas for centrerade monster med primitiveellen c. [1]

Den forsta plana symmetrigruppen som detta resulterar i ar
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cm = <T%+pi,0m> = <T%+m.,ay> : (5.19)
Definierar ytterligare tva vagpaket, men denna gang vagpaketen for horisontella

och vertikala speglingar som

Enm Emn Enm E—m —-n
Cn,m = +7 Vn,m = 7 +2 —,

gruppgenomsnitten 6ver o, € C, respektive o, € Cy. Eftersom for z € M ar
Enm(04(2)) = Enm((X(5 +pi) + Y(5 = pi))= Enm(3(X +Y) = p(X = Y)i)
=B, m(X( —pi) + Y (3 +pi) = Epn([Y, X]) = 2™mXY) = B (2).

Receptet for tvafaldig rotationssymmetri for funktioner ur (5.1) , 2z € M, ar

(5.20)

Qpm = Gm - 1gen kunde cm &ven beskrivas med en isomorf grupp uppbyggd av
en vertikal spegling istillet, da skulle receptet istéllet bli a,, ,,, = a_p, —p, eftersom
o,([X,Y]) = [-Y, —X]. Varje funktion f ur

Fomn = {f(z) = Zan,mEn7m| 2€ M, anm = amu € Celler ap,m = a_pm —pn € (C}

N,M
(5.21)
ar invariant under den plana symmetrigruppen cm (5.19) [1].
Gitterkoordinaterna [X,Y| ur (5.1), nir z € M, &r for z = x + iy:
. L L r=3(X+Y) X=22-Y
v+iy = X(5 +pi) +Y(5 —pi) & & =
y=pX-Y) X=14Y
20 =Y =2+Y &V =x— 5 ocheftersom X =22 -Y & X =22 — (v - 3)
X=z+5 . . . .
& P vilka ar gitterkoordinaterna for varje plan symmetrigrupp
Y=0—-%L
2p

med gittret M.

Enhetscellen for gruppen em (5.19) &r relativt simpel. Den har antingen en
vertikal (o) eller en horisontell speglingsaxel (o,) i mitten av cellen. Men sedan
har den dven glidreflektioner eftersom T%eriax(z) =0,(2) + 1 +pi = %éwi(z)
ar en glidreflektion som paverkar gitterkoordinaterna:

Yoo Y]) = 7 [V, X)) = V(& +pi) + X — pi) + 2 +pi = [Y +1,X].
Sa de enda punkterna dir Y 4+ 1 och Y ligger pa samma linje i enhetscellen &r
nir Y = X — %, saY +1=X+ %, vilket resulterar i tva horisontella glidreflek-
tionsaxlar. Exakt samma gar att utfora for vertikala speglingar vilket resulterar

i tva vertikala glidreflektionsaxlar.
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Figur 5.9: Enhetscellerna for ¢m och respektive utritade plana mdnster.
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Den enda andra plana symmetrigruppen med gittret M fas genom att kra-
va att funktioner ur (5.21) #r invarianta under bade vertikala och horisontella
speglingar samtidigt, vilket pa samma sétt som fér gruppen pmm resulterar i en
tvafaldig rotation o,(0,(2)) = p2(2). Da fas funktioner invarianta till den plana

symmetrigruppen

cmm = <7‘%+pi,0x,,02> = <T%+pi,ay,p2> . (5.22)

For gittret M géller det dven att E, ,,,(p2(2)) = Epm([—X, =Y] = E_, _n(2).
Funktioner invarianta under gruppen cmm maste folja kravet for bade grupp-
genomsnittet T, ,,, (5.13) och C,,, (5.20) dér det dven medféljer det vertikala

kravet. Varje funktion f ur
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fcmm = {f(Z) = Zan,mEn,m| FAS M7 Gpm = Q—n,—m = Qmpn = A—m,—n S (C}
N.M

(5.23)
ar invariant under den plana symmetrigruppen cmm (5.22) [1]. Enhetscellen &r en
kombination av den vertikala och horisontella enhetcellen fér cm med tvafaldiga

rotationscentrum enligt enhetcellen for p2 transformerad till det rombiska gittret.

Figur 5.10: Enhetscellen for cmm och dess utritade plana monster.

I Sats 2.14 bevisades det att de enda mdjliga rotationerna for plana monster
ar tva-, tre-, fyr- eller sexfaldiga rotationer. Orsaken vartor de hittills uppriakna-
de plana symmetrgirupperna endast innehaller tvafaldiga rotationer ar eftersom
invarians av tre- och sexfaldiga rotationer kréver det hexagonala gittret £ (4.5),
medan invarians av fyrfaldiga rotationer kriver det kvadratiska gittret G (4.4).

For en grupp invariant under enhetstranslationer 71(z) = z + 1 samt fyrfal-
diga rotationer py(z) = e'z = iz, s maste det ha ekvivalent ménster under
translationen ps7ip;"'(2) = pa(% + 1) = 2z + i = 73(z). Enhetstranslationerna 7
och 7; spanner upp det kvadratiska gittret G (4.4) och dérmed fas den forsta

plana symmetrigruppen med det kvadratiska gittret

p4d = (11, pa) - (5.24)

Det kvadratiska gittret betecknas med ett G eftersom det har formen av de

Gaussiska heltalen z = X + Y4, som &r den vanliga formen av komplexa tal.
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Gitterkoordinaterna [X,Y] ur (5.1), nir z € G, ar for z = x + y:
X=x
r+iy=X+Yi &
Y=y
Definierar vagpaketet for fyrfaldiga rotationer som
o En,m + Em7—n + E—n,—m + E—m,n

n,m - b '2
S, . (5.25)

gruppgenomsnittet 6ver py € Cy. Eftersom for z € G ér
Eym(pa(2)) = Enm(pa([X,Y]) = Epn(iX = Y) = By ([=Y, X]) = B —n(2),
Epn(pi(2)) = Enm(pa([=Y, X])) = Enm(—X —iY) = Epm([—X, =Y])
- E—n,—m(z>7
Enm(ﬂi(z)) = Epm(pa([=X, =Y])) = B, (X +Y) = B, ([Y, —X])
=B _n(2).
Nu for att det inte skall bli vildigt langa recept for de plana symmetrigrup-

perna tillhérande gittret G, kriver att E,,,, = S, 1 (5.1) eftersom da, enligt

Sats 3.6, ar £, ,,, invariant under p,. Saledes ar varje funktion f ur

Fp1 = {f(Z) = Zan,mSn,ml Z€G, anm € C} (5.26)

N,M
invariant under den plana symmetrigruppen p4 (5.24) [1]. Enhetscellen for grup-
pen p4 har fyrfaldiga rotationscentrum i varje gitterpunkt enligt (5.6):
paw(2) = pa(z—v)+v = py(2) +v—vi = T,_ips(z). Basvektorerna i enhetscellen
ar ky = +1 och ko = +i. Hornen ar (1,4), (1, —i), (—=1,4) och (=1, —i), vilka fas
med respektive v = {i, 1, —1, —i} = {ky, k2 }.

Sammansattningen av enhetstranslationen 71 och fyrfaldiga rotationen py till-
hor dven p4:

T1p4(2) = pa(z) + 1, dérmed finns ett fyrfaldigt rotationscentrum i 1 = v —vi <

v=1= = @% = L mitten av enhetscellen.

Slutligen kan det ses i (5.25) att p4 dven innehaller tvafaldiga rotationer
p3(z) =i -1z = —2 = po(z). Tvafaldiga rotationscentrum kan hittas i
translationen 71p3(z) = =z +1, 1 =2v & v =3 och 7pi(2) = —z +14, i = 2v

Sv= %, mellan gitterpunkterna.
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Figur 5.11: Enhetscellen for p4 och dess utritade plana monster.

Genom att introducera kravet av invarians genom en spegling, visar det sig
att plana symmetrigrupper med gittret G ar invarianta under bade vertikala
speglingar, horisontella speglingar och speglingar snett genom ursprungspunkten.
Detta ar eftersom pso4 = o, och o4ps = 0, vilket togs upp i samband till

Exempel 2.12. Nasta plana symmetrigrupp invariant under gittret G ar saledes

pdm = <7'17 P4, U4> . (5-27)

Funktioner ur (5.1) invarianta under gruppen p4m (5.27) har gruppgenom-
snittet (5.25) samt maste vara invarianta under sned spegling: S, ,(04(2)) =
Snm(04([X,Y])) = Spum(iX +Y) = Spm([Y, X]) = Spn(z). Ddrmed &r funktio-

ner f ur

Foam = {f(z) = Zan,msn,ml 2€ G, Gpm = Ay € (C} (5.28)

N,M
invarianta under den plana symmetrigruppen pdm (5.27) [1]. Gruppen p4m har
samma rotationcenterum i enhetscellen som fér gruppen p4. Enhetscellen har
aven speglingsaxlar mellan varje gitterpunkt, bade vertikalt, horisontellt och
snett tvirs 6ver. P4 samma vis som for gruppen pmm sa finns det dven hori-

sontella och vertikala speglingsaxlar mellan de tvafaldiga rotationscentrumen.



KAPITEL 5. DE 17 PLANA SYMMETRIGRUPPERNA 60

Och slutligen existerar det dven glidreflektioner genom att underséka monst-
ret mellan de tvafaldiga rotationscentren som spinns upp av basvektorerna :I:%
och i% :
7'%047'%_1(2) = 71(iz - D=+ = 747%(2), en sned glidreflektion mellan de

tvafaldiga rotationscentren.

] ¢ e

Figur 5.12: Enhetscellen for p4m och dess utritade plana monster.

Den sista plana symmetrigruppen med gittret G fas genom att enbart kriva
att funktioner ur (5.26) ir invarianta under o4 och inte vertikala eller horisontella

speglingar. Detta krav giller endast om gruppen genereras av

pdg = <7'1, ,04,74’%> ) (5.29)

De sneda speglingarna finns pa glidreflektionernas plats i p4m enhetscellen,
mellan de tvafaldiga rotationscentren:

74,1%1'(2) =iz + % = T14i0. Funktioner ur (5.1) invarianta under gruppen p4g

har gruppgenomsnittet (5.25) samt méaste vara invarianta under sneda glidreflek-

tioner: Sn,m(%,%(z)) = Sn,m(u,%([X, Y]) = Sum(iX +Y + 54 = S, (Y +

5 X 1)) = (1) n(z) = (—=1)""™S,, n(2). Déirmed dr funktioner f ur

’Fp49 = {f(Z) = Zan,m‘s’n,m| z € g;a/n,m - (_1)n+mam’n < (C} (530)
N,M

invarianta under den plana symmetrigruppen p4g (5.29) [1]. Pa samma séitt
som for den plana symmetrigruppen pmm, har enhetscellen f6r pdg glidreflek-

tionsaxlar mellan varje rotationscentrum i bade vertikal och horisontell riktning.
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Samt sneda glidreflektionsaxlar mellan de fyrfaldiga rotationscentren eftersom
Yz (X Y]) = [V + 3, X — gl % (X + LY = 1)) = [Y — 3, X + 3] och
(XY —1) = [y -4, x -1,

PR 2

® 4
10
¢ ] [ -
1-2
@ ¢ .-3

Figur 5.13: Enhetscellen for p4g och dess utritade plana monster.

5.3 Det hexagonala gittret

Pa liknande sétt som for den plana symmetrigruppen p4 (5.24), maste en grupp
invariant under enhetstranslationer 71(z) = z + 1 samt trefaldiga rotationer
p3(z) =5z = (—%—l—\/?gi)z, ha ekvivalent mdnster under translationen ps7 p3 ' (2)
ps(e” 5 z+1) = z+ €3 = 7,,(2). Dessa translationer &r enhetstranslationerna
som spanner upp det hexagonala gittret £ (4.5), invarians under trefaldiga rota-
tioner och enhetstranslationen 7, leder till det hexagonala gittret. Detta dr den

forsta plana symmetrigruppen tillhérande det hexagonala gittret

p3 = (71, p3) - (5.31)
Gitterkoordinaterna [X,Y| ur (5.1), ndr z € £, &r for z = x + iy
i X=g+X X =g+ 4L
iy = X—|—Y62T & oty = X—%—{—‘/Tng' & 2 o V3
Yy = 2 Yy — 2
V3 V3

Och vagpaketet for trefaldiga rotationer definieras som

Enm Emfn m Efn m),n
anm(z> _ ) (Z)+ ,—( +3)(Z) + (n+m), (2)7 (532)
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gruppgenomsnittet over p; € C3. Eftersom for z € £, och w3 = —% — ‘/752 =

1l = 1wy
Enm(ps([X,Y])) = Enm(ws(X +Yws)) = Epm(wsX +Y (=1 —ws)))
= Enm([ YV, X =Y]) = B nm) (2),
nm(P3([X,Y]) = Enn(ws (=Y + (X = Y)ws))
= En,m(—wsY + (X =Y)(=1—w))) = Eam([Y = X, =X]) = E_(nym)n(2).
Aterigen anvinds vagpaketet som ett krav i funktionsrummet for den mot-

svarande plana symmetrigruppen, da dr varje funktion f ur

./—"pS = {f(Z) = Zan,mWn,m| S 5,Cln,m € (C} (5'33)

N,M
invariant under den plana symmetrigruppen p3 (5.31) [1]. Trefaldiga rotations-
centrum (5.6) i enhetcellen fas i translationspunkten v:

P30(2) = p3(z2—v)+v = p3(2) +0(1 —w3) = TyT_yw,p3(2), translationerna 7,7_,.,
ar gittrets enhetstranslationer multiplicerade med +v, aterigen finns rotations-
centren vid gitterpunkterna.

Det finns ytterligare tva trefaldiga rotationscentrum for enhetscellen for p3.
Funktioner ur (5.33) 4r dven invarianta under 71p3(z) = p3(z) + 1, d& kan v
bestdmmas eftersom det finns trefaldiga rotationscentrum i translationspunkten
1 och v(1 — ws). Dédrmed giller 1 = v(1 —w3) & v = (1_83_)%
= (QWQ;%{ 5 = oo QWQS:L‘&S_W% = 27531“13+w3 = 283 Detta resulterar i trefaldiga

rotationscentrum i mitten av de liksidiga trianglar som bildas da det dras en

S U=

1 —w3

diagonal mellan hérnen med de storsta vinklarna i enhetscellen. Denna enhetscell

ar grunden for resten av de plana symmetrigruppernas enhetsceller.
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Figur 5.14: Enhetscellen for p3 och dess utritade plana ménster.

De tva nésta plana symmetrigrupperna tillhorande gittret £ fas genom tilliggs-
kravet av invarians under speglingar. Men denna gang resulterar inte vertikala
och horisontella speglingar till isomorfa grupper, vilket tydligt kan ses vid jam-
forelse av respektive enhetscell (figur 5.16 och figur 5.17). Respektive plan sym-

metrigrupp ar

p3lm = <7—1a P3, 0$> (5-34)

och

p3ml = (1, p3, 0y) . (5.35)

Gruppgenomsnittet for funktioner i (5.1) invarianta till p31m dr bade W, ,,
(5.32) och C,, ,, (5.20) medan gruppgenomsnittet f6r funktioner i (5.1) invarianta
till p3m1 ar bade W, ., (5.32) och V,, ,, (5.20). Detta resulterar i funktionsrummen

Fpatm = { F2) = tnmWam|z € €, tnm = G € (C} (5.36)
N,M

och

Fpam1 = {f(z) = ZammWn,ml 2€ &, pm = 0_pm,—p € C} . (5.37)

N,M
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Funktioner f ur (5.36), respektive (5.37), ar invarianta under den plana sym-
metrigruppen p3lm (5.34), respektive p3m1 (5.35) [1|. Bada grupperna p31m
och p3m1 delar rotationscentrum med enhetscellen for p3. Men sedan skiljer de
sig markbart.

Hur speglingar beter sig i sammanséittning av trefaldiga rotationer kan ses i
figur 5.15. Sétter att den horisontella speglingsaxeln gar lings den horisontella
rotationsaxeln, da maste den vertikala speglingsaxeln ga i en 90° vinkel fran den
horisontella speglingsaxeln och dédrmed aven fran rotationsaxeln. Da maste de
andra vinklarna mellan den vertikala speglingsaxeln och rotationsaxlarna, vara
30° och 150°. Medan de andra vinklarna mellan den horisontella speglingsaxeln

och rotationsaxlarna maste vara 60° och 120°.

60° 120°

033

Figur 5.15: En vertikal och horisontell spegling utritad i férhallande till en tre-
faldig rotation.

Enhetscellen for p31m har speglingsaxlar enligt de horisontella speglingarna
i figur 5.14, men det finns dven glidreflektioner:

Exempelvis 60°—speglingsaxlarna kan beskrivas som o,p3(z) = W3z = 0g0°(2),
om den samtidigt translateras kan den beskrivas som en glidreflektion
geo (2) = WaZ — w5 = Wz — (— 1 — L4) = W3z —w} = 060e(2) + 1 +ws = Ye0:(2)-

Da géller:
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Yoo (X, Y]) = 060(X + Yws) + 14+ wy = w3(X — 1V — LVi) 41 4wy =

1+ w)(X =Y —Yws)+ 14wy = =X —w3X + (1 +w3)?Y +1 4w =

X —w X+ (142w —1 —w3)Y + 14wy = =X — w3 X +w3Y + 1+ ws

=[1-X,Y — X 4+ 1]. Darmed géller v50- : [X,Y] = [1 = X,V — X +1].
Nuf('er:%ochYzl;

Yeor : [3,1] — [5,3] = [3,3]. Séledes dr detta en glidreflektionsaxel. Denna

glidreflektionsaxel kan roteras trefaldigt samt horisontellt speglas, dirmed fas

totalt sex stycken glidreflektionsaxlar (se figur 5.16).

Figur 5.16: Enhetscellen f6r p31m och dess utritade plana monster.

Enhetscellen for p3m1 daremot har speglingsaxlar enligt de vertikala spegling-
arna i figur 5.14. Pa samma sétt som for p31m sa ar dven p3m]l invariant under
vissa glidreflektioner. Sammanséttning av vertikal spegling tillsammans med en-
hetstranslationen 7, ger glidreflektionen o,7,,(2) = -2 — w3 = -2+ 1+ w3 =
Yoo:(z). For vilken det géller:

Yoor ([ X, Y]) =0y (X +Yws)+1+ws =—X —Ywz+ 14w =—-X+ (1 +ws)Y +
l+ws=[Y —X+1Y +1]. Ddrmed géller ygo- : [X, Y] = [Y — X + 1Y +1].
Nu for X = ; och Y = 0;

Yoo ¢ [3,0] = [2,1], en vertikal linje rakt genom enhetscellen och gar dérmed
genom tre speglingsaxlar. Dér den korsar speglingsaxlarna maste den speglas
vertikalt och dérmed resulterar det i glidreflektionsaxlarna som kan ses i figur

5.17.
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Figur 5.17: Enhetscellen for p3m1 och dess utritade plana monster.

Tar ett steg tillbaka fran invarians under spegling och underséker gruppen

p3 med kravet att dven vara invariant under tvafaldiga rotationer, da fas sam-

27 27

mansittningen: pyps (2) = —e~ 5z = ¢™e 5z =e3z = et 2 = pg(z). Om
funktioner ur (5.1), didr z € £, ar invarianta under bade tva- och trefaldig rota-

tionssymmetri sa tillhor funktionerna gruppen

p6 = (71, ps) (5.38)

och &r dven invarianta under sexfaldig rotationssymmetri. Gruppgenomsnittet
for funktioner i (5.1) invarianta till p6 &r bade W, (5.32) pa grund av dess
invarians under trefaldig rotationssymmetri och 7),,, (5.13) pa grund av dess

invarians under tvafaldig rotationssymmetri. Funktioner f ur

'FPG = {f(z) = Zan,mWn,m| z €&, Upm = Q—p,—m € C} (5'39)

N,M
ar invarianta under den plana symmetrigruppen p6 (5.38) [1].

Enhetscellen for p6 har sexfaldiga rotationscentrum i gitterpunkterna, de tre-
faldiga rotationscentren inuti cellen fran gruppen p3 (5.31) samt de tvafaldiga

rotationscentren mellan gitterpunkterna fran p2 (5.4).
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Figur 5.18: Enhetscellen f6r p6 och dess utritade plana monster.

Den sista plana symmetrigruppen ér en kombination av de tre senaste pla-
na symmetrigrupperna p31m, p3ml och p6. Eftersom om funktioner ur (5.39)
aven skall vara invarianta under nagondera vertikala eller horisontella speglingar,

27i __

maste de vara invarianta under bada tva, exempelvis géller: pg(0,(2)) =e’6 z =

_ 27

e=5 (=%) = py (0,(2)). Déirmed #r den sista plana symmetrigruppen

p6m = <717 P65 Uw) - <Tl7 Pe6; Uy> . (540)

Gruppgenomsnittet for funktioner i (5.1) invarianta till p6m ar ddrmed T}, ,,
(5.13), Cpm (5.20), Vi, (5.20) och W), 1, (5.32). Receptet for att skapa funktioner
invarianta till p6m blir en kombination av recepten fér p31m, p3m1 och p6.

Funktioner f ur

fpﬁm = {f(Z) = Zan,mwn,m| KIS 87 Qpm = Q—n,—m = Ampn = AG—m,—n € (C}
N.M

(5.41)
ar invarianta under den plana symmetrigruppen p6m (5.40) [1].

Egentligen behovs inte hela receptet i (5.41), eftersom vilka tva kombinatio-
ner som helst av receptet med tre termer istéllet for fyra resulterar i den fjarde
termen [5]. Detta kan ses i enhetscellerna, kombination av p3m1l och p31m re-
sulterar i tvafaldiga rotationscentrum, medan kombination av p6 med nagondera
p3m1 eller p31m resulterar i den resterande gruppens speglingar och glidreflek-

tioner. Enhetscellen for den plana symmetrigruppen p6m ar en kombination av
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enhetscellerna for p31m, p3ml1 och p6.

¥ N
AP0
T
@ * ® “Jv
| ¥ N
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Figur 5.19: Enhetscellen for p6m och dess utritade plana monster.

Nu har alla de 17 plana symmetrigrupperna gatts igenom. De plana symmetri-
monstren i formen av fasportritt ar alla utritade med Matlab-koden i Appendix
B, medan enhetscellerna dr utritade i Geogebra [2]|. Det enda som aterstar &r att
bevisa att dessa 17 grupper &r de enda mdojliga plana symmetrigrupperna, vilket

ar det huvudsakliga malet med nésta kapitel.



Kapitel 6
Plana punktgrupper

Med hjilp av allt som hittills har gatts igenom kan vi skapa funktioner invari-
anta till vilken som helst av de 17 olika plana symmetrigrupperna. Men varfor
gruppgenomsnittet kan utforas éver en funktion for att klassificera till vilken plan
symmetrigrupp funktionen tillhér, dr pa grund av den plana symmetrigruppens
punktgrupper. Genom att ga igenom ytterligare teori kring plana symmetrigrup-
pers punktgrupper, kan ett bevis for varfor det finns exakt 17 plana symmetri-

grupper konstrueras.

6.1 Ekvivalensklasser

Hittills har ett gitter, som inte associerats med nagon specifik plan symmetri-
grupp, bendmnts Ay, p, = {ak; +bky | a,b € Z} . Men alla plana symmetrigrup-

pers gitter kan skrivas i den forenklade formen
A={a+bk|abeZ}, (6.1)

dir k = n+&i, och n, & € R. Det enda gittret som inte redan star i denna form ar
det rombiska (4.3) M= {a-(2+pi)+b- (L —pi)|a,beZ,peR\{0}}, vilket
kan skrivas som {22 + (a — b)pi} = {A+ Bx | A= 2, Bx = (a — b)pi, A, B € L} .
Denna form (6.1), for att hianvisa till nagot av de fem plana gittren, forenklar
fortsatta beridkningar.

Nagot som har lamnats lite oklart dr ekvivalenta monster och ekvivalenta
grupper. For att kunna definiera vad olika klasser av ekvivalens &dr for nagot, sa

maste forst ett annat begrepp tas upp; normala undergrupper. 1]

69
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Sats 6.1. Antag att A dr en undergrupp till den plana symmetrigruppen G, sd
att A bestar av symmetrier o som funktioner f € G dr invarianta under. Da har

A ekvivalent ménster till G, A dr en normal undergrupp till G.

[1]
BEVIS. Antag att a(z) € A dr en symmetri till f € G sé att f(a(z)) = f(2). A
dr en normal undergrupp till G om {foao f7!} € A:
fla(f=(2) = f(f1(=2) = f(fHal2) = (fo f)(a(z) =alz) €A D

Med andra ord dr varje translationell undergrupp T en normal undergrupp
till motsvarande plana symmetrigrupp G. Didrmed enligt Definition 2.11 géller
for en translation 7,44, € T ur ett gitter A (6.1), vars plana symmetrigrupp G
dven innehaller p-faldiga rotationssymmetrier p, € G':
PoTatinly  (2) = pplw,(2) + a + br) = 2z + wy(a + br) = Ty aren)(2) € T &
PpTatbn(2) = Tup(atbr)Pp(2) & T‘;pl(aerK)pp(z) = ppTisps(2), vilket resulterar i:
Ta+mepTCL_+1bH(Z) = Ta+bnTo;1(a+bﬂ)pp(z) =7py(2) € G,dér 7 € T eftersom 7,44 € T
och Tuj;l(a o) € T.

Varje 27“ rotation av p,(z) = w,z kan dven beskrivas som 7p,(2), en samman-
siattning av rotationen med en translation ur dess gitter. Detta &r grunden for

ekvivalensklassen p,.

Definition 6.2. FEkvivalensklassen for en symmetri o € G, dr mdngden sym-
metrier som skiljer sig fran o med en translation uppbyggd av basvektorerna ur

dess plana gitter A = {a+ bk | a,b € Z} :
[a] = {Tatpuct| a, b€ Z}.

1
Exempelvis [o,] &r ekvivalensklassen for symmetrier som skiljer sig fran o, €

A med en translation 7 € A, som paverkar gittervagor (4.7):

Eym(1oy(2)) = Epm(oy(2)) = E__n(2), pa samma sitt som o,. Varje sym-

metri tillhérande ekvivalensklassen [o,] dndrar vagor med frekvensparet (n,m)

till vagor med frekvensparet (-m,-n). Ekvivalensklasserna till en symmetri paver-

kar frekvensen for de periodiska plana symmetrivagorna, vilket dr den viktigaste

egenskapen for punktgrupper.
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Definition 6.3. Anta att G dr en plan symmetrigrupp med den translationella
undergruppen T, symmetrierna aq, ..., o, och det neutrala elementet I.

Da dr punktgruppen till G:

G/T = <{[]] ) [al] KRR [an]} ) *> )
mdangden av ekvivalensklasserna till G under gruppsammansdttning.

[1]

For punktgruppen G/T anses tva symmetrier i G ekvivalenta om de skiljer
sig med en translation ur T (Definition 2.11). Nu kan det tydligt ses varfor de
plana symmetrigruppernas punktgrupper dr isomorfa till antingen den cykliska

C, eller den dihedrala D, punktgruppen.

Exempel 6.4. Visar isomorfi mellan punktgrupperna for de plana symmetri-
grupperna pd och pdm, och den cykliska punktgruppen Cy respektive dihedrala
punktgruppen D, :

Om p4/T = {[I]. [pa] , [pi], [P3]} . %) = ({1, pa. P, pi} , 0) = Coyma G maste det
finnas en isomorfism som uppfyller Definition 2.10.

Definierar isomorfin som ¢y : p4/T — Cgym.a, som dr en bijektiv avbildning:
(1)) = 1, 6u([pa]) = pas 61((53]) = 8, dn([63]) = pi- Det gller forn, m € [1,4]:
O[] = ') = i o Pt = d1([pi]) © 1 ([py'])

Definierar pa liknande sdtt en isomorfi for
pdm/T = {[I],[pa] . [pi] . [pi) - [04]  [0upa] , [o4pi]  [oupi]} . )
och Dyyma = ({1, pa, i, pi, 04, 0apa, 04p3, 04p3} ), 8a for ¢t pAm /T — Dy a
géller det pa samma sdtt atl ¢o dr en bijektiv avbildning och detta visas analogt.
Dérmed géller p4)T = Cyyma = Cy,och pAm /T = Dy, 4 = Dy.

De plana symmetrigrupperna bestar av de fyra symmetrierna, vilka paverkar
bilder pa helt olika sdtt men ser dnda tillrdckligt likadana ut i komplexform for

att kunna skrivas som tva mer allméanna fall.
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Sats 6.5. Varje symmetri a(z) har en av tva grundformer,
1. en direkt isometri: aq(2) = sz +t, eller
2. en indirekt isometri: o;(2) = sz + t,

dirs=¢e% 0=2"p=2 8, 4 eller 6, t€C.

P

i
BEVIS. Antag att a(z) dr en symmetri, dir «(0) = ¢, t € C. Da dr «(z) nagon
av de fyra plana symmetrierna sammansatt med en translation t:

a(z) = z+teller a(z) = e 2+t eller a(z) = er I+t

Betecknar ((z) = a(z) — t, vilket &r en symmetri eftersom:
B(z) = z eller B(z) = e’r = eller B(z) = e z.

Det géller ytterligare att 5(1) = 1, da a(z) = z + t, eller 5(1) = e%, da
az) = e 2+t eller a(z) = ¢’» Z + t. Diirmed ligger 5(1) pa enhetscirkeln och
kan dirfor skrivas med vinkeln 6 = 2?” som 3(1) = e (Sats 2.14 ger p = 2, 3, 4
eller 6).

Definierar ytterligare en till symmetri som §(z) = ng = e %3(2). For vilken

»

det giller:
6(i) = 1718(i) = i, om B(z) = z, eller
i(i) = e_%ﬁ(i) =1, om f(z) = e%z, eller
5(i) = e 7 Bi) = —i, om B(z) = €5 Z.

Definition 2.3 maste gilla, for en plan bild f:

_ . z ,omd(i) =1, .
f(0(2)) = i, ddrmed &r §(z) = Detta kan skrivas som:
zZ ,omd(i) = —i.

§(2) = e B(2) = e (a(z) —t) & a(z) = ?95(2) +t = a(z) = sz + t eller
alz) =sz+t. O

Indirekta isometrier a;(z) = sz + t bestar av speglingar, s = e%, t =0, och
glidreflektioner, s = 6%, t € C. Medan direkta isometrier ay(z) = z + ¢ bestar
av translationer, s = 1, t € C, och rotationer, s = e%, t = 0. Nagra sista viktiga

egenskaper av dessa symmetrier giller som en f6ljd av nista lemma.
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Lemma 6.6. Anta att G dr en plan symmetrigrupp med gitiret A (6.1).

1. Om aq € G dr en direkt isometri aq(z) = sz +t, st € A och gittret A dr

invariant under multiplikation av s eller s.

2. Om oy € G dr en indirekt isometri a;(2) = sz +t, sa dr gittret A invariant
under det komplexa konjugatet och under multiplikation av s. Om A = M
eller N =E&, sate A

[1]
BEvIs.

1. Antar att oy € G ar en direkt isometri ay(z) = sz + ¢, dar G &r en plan
symmetrigrupp tillhérande gittret A = {a + bkla,b € Z}, och betecknar

s =3, eftersom s = €.

Undersoker ekvivalent monster for translationen 7., € T med «, dar T

ar den translationella undergruppen till G:

QaTarbre@y (2) = QaTaspe(s7Hz — 1)) = QaTarin(32 — 5t) = aq(32 — 5t +a+
bk) = z+ s(a + bk).
Som enligt Sats 6.1 &r en translation tillhérande T < A invariant med

multiplikation av s, samt:

o Torwea(2) = o' (sz+t+a+bk) = z+3(a+bk)+35t —5t = 2+3(a+bk).
Déarmed &ar A invariant med multiplikation av s eller .

Antar att o4(2) # 2+t < s # 1, o ér inte enbart en translation:

aq(z) = sz +1 = sz 4+ t1=2 = sz — st + 1= = s(z — ) + 1. Da
har gittret ett rotationscentrum i punkten - enligt (5.6). Enligt Sats 6.5
ar s = wp, dar p = 2, 3, 4 eller 6, enligt Sats 2.14. Diarmed om gittret
innehaller nagon rotation p,(z) € G sa maste dven sammanséttningen av

dem tillhora gittret:

aq(p, ' (2) =wpw, 2+t =2+t & a(0) =t & t €A

2. Antag att o; € G dr en indirekt isometri a;(z) = sz + ¢, dir G &r en plan
symmetrigrupp tillhérande gittret A = {a + bk|a,b € Z} . D4, pa samma
sitt som i forsta delen av beviset, for 7,44, € T med «; dar T ar den

translationella undergruppen till G:
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QiTarpn0; (2) = iTappe(3(2 — 1)) = i(32 — 5t + a + bk) = z + s(a + bk).
Som enligt Sats 6.1 &r en translation tillhérande T < A invariant under

multiplikation av s samt under det komplexa konjugatet.

Om gittret dr det hexagonala eller det rombiska gittret, sa existerar en
spegling genom ursprungspunkten. For de bada gittren ar detta antingen
en vertikal eller horisontell spegling och dérmed tillhér o(z) = £Z gruppen.
Da blir a;(0(2)) = £sz + t som ér en direkt isometri och enligt 1. géller
attte A, 0O

Med dessa egenskaper for symmetrier, kan det undersokas hur direkta och
indirekta isometrier paverkar gittervagor. Skriver nu om vagfunktionerna E,, ,,,(2)
ur (5.1), for den plana symmetrigruppen G tillhérande gittret A (6.1), i dess

motsvarande vektorform och far gittervagorna:

f(2) =) aBy(2), (6.2)

N,M
AT 4y = . EU( z) — 2mi(Z0) _ p2miRe(2) _ eQm’(nX—«—mY)’ 7 = X +Yk och enligt
(4.6) U = vn + v = nu1 + moz2 = n55) + Ml50) = gy (m — k). Om
aq(z) = sz +t &r en direkt isometri oy € G, sa géller det f6r vagfunktionerna ur
(62) att Ev(ad(z)) — 627TiRe(ozd(z)§) _ eQm'Re((sz+t)E) —_ e27riRe(szE+tE)‘ Eﬂllgt Lemma

6.6 géller det att ¢t € A och darmed ar vagfunktionerna invarianta under en

translation med tT: E,(og(z)) = e2miflels2+10) — p2milie(s2) — p2milte(s5v) — B (7).
De nya vagfunktionerna FEs, tillhor dven gittret A, eftersom enligt Lemma
6.6 ar gittret invariant under multiplikation av s eller 5. Sa da géller for git-

tervagorna (6.2): f(aq(2)) = ZavEgv(z), pa samma sitt som tidigare sa skri-
N.M

ver hellre med receptet for koefficienterna, sétter v = Sv < v = sv och far

flag(z)) = Zasty(z). Mer allmént kan detta beskrivas med ekvivalensklas-
N,M
sen for ag : f([ad] (2)) = Zastv(z). Déarmed paverkar en direkt isometri oy,
N.M

Fourierkoefficienterna for Fourierserien till (6.2) som:

[ag] : ay = ag. (6.3)

Med andra ord om a, = ag,, ar funktioner ur (6.2) periodiska till gittret A och

invarianta under den direkta isometrin a4(z) = sz + t. [1]
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Om déremot «;(z) = sz + t ar en indirekt isometri o € G, sa giller for
vagfunktionerna ur (6.2):
E, (a,(z)) — e2miRe((sz4+1)v) _ 2miRe(sz0+1v) 627TiRe(§zv)€27rzRe (tv) fOI" ett godtyckligt
valt komplext tal z = « + iy: Re(Z) = Re(x — iy) = @ = Re(z). Ddrmed:
E,(a;(2)) = e2miRe(52v) ,2miRe(tV) _ ,2miRe(250) p2miRe(tV) — Eg(2) e?TriRe(tU)7 vilket till-
hor gittret A eftersom enligt Lemma 6.6 dr gittret invariant under det komplexa
konjugatet och under multiplikation av s. D4, for gittervagorna ur (6.2), resulte-

rar detta i

= ZavEsg(z)e%iRe(m = Zaﬁe%iRe(ﬁ)Ev(z). Och dérmed paverkar
N,M
en indirekt isometri «;, Fourierkoefficienterna for Fourierserien till (6.2) som:

(] = ay — agpe?™ R, (6.4)

Om a, = age?™ B §r funktioner ur (6.2) periodiska till gittret A och
invarianta under den indirekta isometrin o;(z) = sz + t. [1]

Da om s = £1 dr «o;(z) = £z + ¢, vertikala eller horisontella glidreflektioner
vilka exempelvis férekommer i gruppen pg dér det giller a,,, = (—1)"a—nm
respektive a,,, = (—1)"a, _n. Med (6.4) kan detta skrivas som [y,] : @y m —
a_pm(—1)™ respektive [7,] @ Gnm — @n_m(—=1)" & (=1)™ = 2™ piy X &r
jimn och Y #r udda och (—1)" = e2™R(®) nir Y #r udda och X dr jimn.

Eftersom for 2c och 2d+1, ¢, d € Z : (—1)"2etm@d+l) — (_1)2ne(_1)2md(_1)m =

Xn+Ym 2miRe(tv)

(—1)™. Detta kan skrivas med gitterkoordinaterna som (—1) =e
= e = (C1)2R) o Xn o+ Ym = 2Re(tt) & XmYm — Re(1r) =
Re(t(lmi(ﬂ) (m—nk)) = Re(t(%(m — nn —né&i)))

= Re((Re(t) + Im(t)i)(n + ¢(nn —m)))= Re(t)n — ¢ (ny) — m)

(Re(t) — )+m(1m(t)) N

=n
X _ Im(t)n X Y 5  X4Yvy
= = Re(t = = Re(t) — &5 Re(t) =
j I(i)) ¢ &9 ()Y SRTCS Q j &
7T ¢ Im(t) = &5 Im(t) = €5
t = w +eYi= X+Y§n+£z) = XtV
Déarmed géller det for indirekta isometrier tillhorande gittret A:
b
= OO e s = +1. (6.5)

2
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6.2 Begransningen av plana symmetrigrupper

Nu kan det slutligen bevisas att de enda mdjliga plana symmetrigrupperna ar de
17 som har tagits upp. I beviset minimeras repetition av utrdkningar som leder

till recepten fran Kapitel 5, eftersom det ar identiska utrikningar.

Sats 6.7. Det finns exakt 17 plana symmetrigrupper.

[11[7118]19]

BEVIS. Anta att G ar en plan symmetrigrupp med gittret A = {a + bk| a, b € Z}
(6.1). Enligt Sats 2.14 &r de enda mdojliga rotationerna i planet av ordningen 2,
3, 4 eller 6, samt enligt Sats 4.1 adr de enda mdjliga gittren i planet det allménna,
rombiska, rektanguldra, kvadratiska eller det hexagonala gittret.

De plana vagfunktionerna FE,(z) = €9 Igser vagekvationen (3.4) med
k1 =1 och ky = k och dr darmed periodiska till gittret A. Da ar gittervagorna ur
(6.2) invarianta under den plana symmetrigruppen G, om dess punktgrupp bestar
av ekvivalensklasser av symmetrier med egenskapen (6.3) for direkta isometrier
och (6.4) for indirekta isometrier.

Tar upp alla mojliga fall for G.

1. Antar att A inte innehaller nagon speglingssymmetri, och darmed inne-
haller punktgruppen inga indirekta isometrier. Gitter med tre-, fyr- eller
sexfaldiga rotationer resulterar i det hexagonala- eller kvadratiska gittret,
medan speglingar existerar i det rombiska och rektangulira gittret (Kapitel
5). Det enda méjliga gittret innehaller enbart tvafaldig rotationssymmetri

och translationer, det allménna gittret A = A (4.1).

(a) Om det inte finns nagon symmetri annat #n translationer ar
ag(z) =z+t, s=1,t € A, och det giller for gittervigorna ur (6.2):
flaa(2)) = f(z+1) =D auBy(z+1) = Y _a,Ey(2) € tnm = a5y &

N,M N,M
f€p.

(b) Om det existerar tvafaldig rotationssymmetri ar den direkta isometrin
a(z) = pa(2) +t, s = po, t € A, sa da giller det for gittervagorna ur
(6.2):

Fl@u() = Fpal2)H) = Y auBolpalz) = Y auBu(=2) = Y0, B, ()
N,M

N,M N,M
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2. Antar att gittret dr rombiskt A = M (4.3). Det géar en speglingsaxel i mit-

ten mellan enhetsvektorerna (Kapitel 5) och ddrmed innehaller det rombis-

ka gittret enbart indirekta isometrier o;(z) = sz +t (6.4). Enligt Lemma
6.6 géller det att t € M, antar ddrmed att ¢t = 0.

(a) Om punktgruppen innehaller endast ett annat element &n identiteten,

sa

maste det vara speglingsaxeln som ddrmed ar antingen en vertikal

eller horisontell spegling:

i

il.

. Horisontell spegling: 0,(z) = «a;(z) = Z, s = 1. Déarmed blir

e2milte(tt) — 27 — 1 och det giller for vagfunktionerna:

E,(0:(2) = E,(0.([X,Y])) = E,([Y,X]) = 2V +mX) " yilket
for gittervagorna ur (6.2) resulterar i: a, ., = pmpn = az < f € cm.
Vertikal spegling: 0,(2) = ai(z) = —%, s = —1. Dérmed blir
2mile(tv) — 27 — 1 och det giller for vagfunktionerna:

E,(0y(2)) = E,(0,([X,Y])) = Ey([-Y, —X]) = 27 =% vil.

ket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i: @y = a—py —n = a5 <

e

fecm.

(b) Om punktgruppen innehaller ytterligare element, sa dr det enda till

som gar for ett rombiskt gitter en py rotation, ay(z) = —z+t, s = —1,

t € M. Det existerar fortfarande de indirekta isometrierna fran (a)

fallet a;(2) = £z, s = £1. Da géller det f6r vagfunktionerna:

E
E
E

w(02(2))
w(p2(2))
w0y (pa(

(2)) : @pym = Qs Ey(0y(2)) © Qpym = Qi —n,
Unm = Qpms o (02(p2(2))) = Ey(p2(0.(2))) = Ey(0y(2)),

(02(2))) = Bul(pa(0,(2))) = Eul0,(2)) & f € cmm.

3. Antar att gittret A = R (4.2) &r rektanguldrt, dd méaste det existera indi-

rekta isometrier (Kapitel 5). Antar att G:s punktgrupp innehaller [«;] , dir

a; = sz + t. Enda rotationen i det rektanguldra gittret &r po, och enligt

punkt 2 dr ddrmed s = £1 for vertikala och horisontella speglingar.

Dérmed #r t = 2225 enligt (6.5) och for gitterkoordinaterna X = 1,0 och

Y = 1,0 ar da mojligheterna t = 0

2
1 ki 14ki
12172072
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(a) Antar att punktgruppens enda ekvivalensklass forutom identiteten ar
[a;]. Undersoker de fyra mojligheterna for t.

i [X,Y]=100,0]:t=0, ; = £z = 0,(2) eller 0,(2), e>™E?) = 1.

A By(0u(2)) = Eu(0u(X, Y])) = Ey([X, —Y]) = e2mitnX=mD)

vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i: a, ,, = ap—m = az

Y

& f € pm.

B. Eu(0,(2) = Buloy(IX, Y])) = Eu([=X, Y]) = 2vinsm),
vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i @, m = G—pm =
asy < f € pm.

i [(X,Y]=[1,0]:t=13 a;=2+1=1.(2) eller -2

A, Ey(12(2)) = Eo(([X, Y])) = E([X+3,-Y]) =
vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i: ap, ., = (—1)"ap —m =
(—1)"az < [ € pg.

Det stimmer att e?7#(?) = (—1)" eftersom X &r udda och Y
ar jamnt.

B. Ey(7y2(2)) = Ey(yy2(X +ikY)) = E,(—X+5 + ikY)
= E,(=X +ikY — 1) = (~ymerrinXim)eaniCss)

vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i:

+%—7y2()
(—

)n 2mi(nX —mY)
’

9

n+m

2mi(

nm = (—1)"a_p me , det dr gruppen pg med vertikala

glidreflektioner men e

2mi( ng) ar en halv translation i gittret sa

det ar fortfarande gruppen pg men for gittret = My, som byggs
upp av enhetstranslationer hilften sa stora som de till M.
i [(X,Y]=1[0,1]: ¢t =% ;= -2+ % =,(2) eller 2+ & =7, 5(2):
A Bu(y(2)) = Bu(y([X,Y]) = Bo(—[X, Y1) = (—1)me2rit-nxemy)
vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i: a,, , = (—1)™a_pm =
(—D™as < f € py.

Det stimmer att e?™fe(t?) = (—

1)™ eftersom Y &r udda och
X ar jamnt.

B. Ey(V22(2)) = Ey(Ya2(X +ikY)) = E,(X —ikY + &)
— Ev(X _ % _ ZkY+1+Tkz) — (_1)n627ri(anmY)€27ri("'gm)’

vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i:

2me( L™ ”er

Anm = (—1)"ay, —me , det ar gruppen pg med horison-

tella glidreflektioner men tillhér Ma.
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iv. [(X,Y]=[11]:¢t=4 8 q =72+ 8 =5, ,(z) eller

o =—z+ 18 =0 5(2)

A, Ey(002(2)) = Ey(022([X,Y])) = Buo([X + 3, =Y + 3])

27i(nX —mY) €2m(”+—m

=e ), vilket for gittervagorna ur (6.2) resul-

terar i: dp,m = Gn,—me>™"2"), en horisontell spegling i gittret

M.

B. Eu(oya(2)) = Eu(0yo([X,Y]) = Eu([-X + 3.V +3]) =

627ri(an+mY) 627ri( %) ’

2m’("+2m)’

vilket for gittervagorna ur (6.2) resulterar i: a, ., = a_y €
en vertikal spegling i gittret M. Gittret M visar sig utgora
glidreflektions- samt speglingsaxlarna som gar mellan gitter-

punkterna i enhetscellerna for gittret M.

(b) Antar att punktgruppen innehéller férutom identiteten atminstone
tva olika ekvivalensklasser [ay] och [ap]. Om bada symmetrierna &r
indirekta isometrier: a;(z) = s1Z+t; och ay(z) = s9Z+19, sa existerar
aven symmetrin:
ap(ae(2)) = 1522+ s1te +t1==%2 + 11 £ 1o, vilket dr en direkt isometri.
Det maste finnas bade indirekta och direkta isometrier i det rektangu-
ldra gittret om det existerar mer &n ett annat element &n det neutrala
elementet i punktgruppen.

Antar att s; = s9 = s:

ar(ae(2)) = z + sty + 11,8 = £1 < ag(ae(2)) = 2z + t; £ ta. Det
finns fyra olika mojligheter for t; och fyra olika mojligheter f6r ¢5,men
t1 # ty for da skulle a; = as. Dérmed &r ¢; £ t5 antingen % + %,
% + %, % eller % Alla &r en halv version av enhetstranslationerna och
darmed kan inte s; = s9.

Det vill sdga att s; # so och ddrmed maste aq(as(z)) = —z + ¢ £ o,
en tvafaldig rotation.

Ekvivalensklasserna ar darmed [ps] och [«;], dér «;(2) = Z + ¢, under-

soker de fyra olika mdjligheterna for t.
i.t=0,s4 a;(2) = Z = 0,(2), ekvivalensklasserna &r darmed [po]
och [o,], sammanséttning leder till:

Apm = Q—p,—m = Qp—m = QGpn—m = Apm = Q_pm < f € pmm.
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1

ii. t =1, 84 o;(2) = 2+ 3 = (), ekvivalensklasserna &r dérmed

[p2] och [v.], sammanséttning leder till receptet for pmg.
il ¢t =& si oy(2) = 24+ % = 7,2(2), ekvivalensklasserna r déirmed
[p2] och [%7%], sammansattning ger receptet for pgm = pmg.
iv. t = HEsh qu(z) = 74+ HH = v%m(z), ekvivalensklasserna dr

dérmed [ps] och |:’}/1+Tki:|, sammansattning leder till receptet for

pgg.

4. Antar att gittret A = G (4.4) ar kvadratiskt. Punktgruppen maste da

atminstone innehalla [p4].

(a)

(b)

Antar att punktgruppens enda ekvivalensklasser forutom identiteten
ar [py], d& maste dven ekvivalensklasserna [p3] och [p3] finnas. Sam-

mansattning ger receptet for p4.

Antar att punktgruppen har andra ekvivalensklasser férutom iden-

titeten och [p4], som &r i formen [oy], dir «; sz + t. Eftersom

kri

det dr fragan om py sd &r s = £l eller s = e2 = +i, k = 1,3.

Genom att skriva o; med sammansittning av pf, forenklas det till

a;(ph(2)) = +ie's' z +t = +i(Fi)Z+t = 2+t , pA samma siitt kan

varje fall s = 41 skrivas med en sammansittning av p} dir k istéillet

kri

ar 2 eller 4: o;(ph(2)) = £le 2 2+t = £1(F1)z +t = 2+t . Diirmed
dr s =1 och enligt (6.5) &r ¢ = 2Lt
Nu eftersom det ar det kvadratiska gittret 4r a och b antingen bada

udda eller bada jamna.

i. Om bada ir jamna a = b = 2d kan det bytas med d =0 <t = 0.
ai(pk(2)) = zZ = 0,(2),ekvivalensklasserna ir [p4] och [o,],
sammansattning ger [o4] ,vilket leder till receptet for pdm.

ii. Om bada ar udda a = b = 2d + 1, kan det bytas med d = 0 &

= 1kt — 14
2 2
ai(ph(2)) =z — L =7 _140,(2), sammansittning med py ger:

2
,047_1?055(2’) =1z —1

serna ar [p4] och [747%

|

, sammansittning ger receptet for pdg.

5. Gittret A = £ (4.5) dr hexagonalt. Punktgruppen innehaller ddrmed &t-

minstone [p3]. Om punktgruppen innehaller en indirekt isometri o;(z) =
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sz + t galler enligt Lemma 6.6 att t € £, antar darmed for indirekta iso-

metrier i det hexagonala gittret att ¢t = 0.

(a)

(b)

Antar att punktgruppen till G inte innehaller indirekta isometrier.

i. Om punktgruppens enda ekvivalensklasser férutom identiteten ar
[p3], s& méaste dven ekvivalensklasserna [p3] och [p3] finnas. Sam-

mansittning ger receptet for p3.

ii. De enda andra méjligheterna forutom [ps] vid franvaro av indi-
rekta isometrier &r [ps] och [pg]. Men [pg] &r en sammanséttning
av [ps] och [py] sa den enda andra mdjligheten vid franvaro av
indirekta isometrier dr ekvivalensklasserna [ps], [pe] och [pg]. Sam-

mansittning ger receptet for p6.

Antar att punktgruppen till G innehaller indirekta isometrier och
byggs upp av [p3] och [oy], dir a; = sz. Darmed ar s = 1 eller
s=e3 = +(—1 + “f) k = 2,3. Genom att skriva «; med hjalp
av ph forenklas det till ay(ph(2)) = +(—1 + 2L)e ez = +(—3 +

MYl Bz — (L4 3 r =45 s = 1.

i. s=1, a;(pk(2)) = z = 0,(2), Ekvivalensklasserna ir [p3] och [o,],
sammansittning ger receptet for p31m.
ii. s =—1, a;(ph(2)) = —z = 0,(2), Ekvivalensklasserna ér [ps] och

[o,], sammanséttning ger receptet for p3ml.

Antar att punktgruppen till G innehaller indirekta isometrier och
byggs upp av [pg] och [ay], dir a; = sz. Darmed &r s = +1 eller
s =e% = +(3 + %g), k=14ellers==4(-1+ %g), k= 25.
Genom att vilja olika k kan det med sammansittningen o;(pf(2))

skrivas:

£+ (-5 + )7 = G+ (G- )7 = G+

o

)Z = Z,

.

Déirmed ir s = 1, a;(pk(2)) = z = 0,(2). Ekvivalensklasserna ir [pg]

och [0,], ssmmanséttning ger receptet for p6m.
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De enda mojliga fallen att beskriva plana symmetrier dr med:
1. det allmdnna gittret; pl, p2,

2. det rombiska gittret; cm, cmm,

3. det rektanguldra gittret; pm, pg, pmm, pmg, pgg,

4. det kvadratiska gittret; p4, pdm, pdg,

5. det hexagonala gittret; p3, p31m, p3m1, p6 och pbm.

Det finns exakt 17 plana symmetrigrupper. O



Kapitel 7
Diskussion

I avhandlingen har det gatts igenom hur det gar att skapa funktionsrum som
innehaller funktioner invarianta under nagon av de 17 plana symmetrigrupperna.
Darmed kan funktioner ur dem ritas ut och skapa valfria plana moénster. Det har
dven bevisats att det existerar exakt 17 plana symmetrigrupper och vilka dessa
ar. Dessutom har det skapats motsvarande plana monster till alla grupper.

Plana symmetrigrupper kan ytterligare indelas i 46 olika fall enligt hur dess
monsters farger ar symmetriska till den inversa fargen, men dessa skapar inte nya
grupper utan hor till de 17 plana symmetrigrupperna [1|. Exempelvis monstren
till Exempel 3.6 &r invarianta till sina inversa fargmonster, se figur 3.3. Om detta
intresserar lisaren rekommenderar jag att lisa den huvudsakliga kéillan f6r denna
avhandling [1].

Bilderna i avhandlingen dr utritade med antingen Geogebra [2| eller med
Matlab-koderna bifogade i Appendix A och B. Moénstren i koden kan fa otroligt
manga olika variationer eftersom den viljer Fourierkoefficienterna godtyckligt

bland reella och imagindra tal, testa och se.
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Appendix A

Matlab-kod for utritandet av den plana vagfunktionen.

clear variables

close all

%For att enkelt &ndra minsta och stdrtsa x,y vdrden:
k=500;

nmin=-k;nmax=k;mmin=-k ;mmax=Xk;

n=(nmin:1:nmax) ;

m=(mmin:1:mmax) ;

WVal av (x,y) vdrden, exempelinmatning for (x,y)=(1,1/12)
xr=1;

yi=1/12;

%frekvensfunktionen:

f=((-4) . x(pi.~2) .*(n.~(2)+m.~(2)) .*xexp((2.*pi) .*(sqrt (-1)) .*(n.*xr+m.*yi)));
%Utritandet av bilden

plot(real(f),imag(f),’.’)

%bildrubrik

title(’x = 1, y = 1/127)

%Namn p& axlarna

xlabel(’Re(£f)’)

ylabel(’Im(£f)’)
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Appendix B

Matlab-kod for utritandet av fasportrétten.

clear variables

close all

ky=2; %For att enkelt dndra minsta/stértsa x,y virden:

kx=ky; %I Exempel 3.6 kx=ky=1, medan i Kapitel 5 &r kx=ky=2
xmin=-kx;xmax=kx ;ymin=-ky;ymax=ky;xres=800;yres=800; %Resolutionen
%Definierar xr och yi som vektorer som spdnner upp ett linjédrt rum
xr=linspace(xmin,xmax,xres) ;yi=linspace(ymin,ymax,yres);
[xr,yil=meshgrid(xr,yi) ;z=xr+sqrt(-1)*yi;

%-n,n och -m,m i summan:

N=input(’ f6r summan -n,n, n= ’);

M=input(’ f6r summan -m,m, m= ’);

%skapar en rad med olika pos.heltal i samma antal som antalet anm
radvekt=randperm(((2.*N)+1) .*((2.*M)+1)+100, ((2.*xN)+1) . *((2.*M)+1));
a=randi([0,0], [(2.*N)+1, (2.*M)+1]) ;d=0;% (2. *N)+1x(2.*M)+1 matris
hfyller matrisen med godtyckligt valda heltal

for k=1:(2*xM)+1

for p=1:(2*N)+1

d=d+1;

dice=randi([1,3],1);

1f dice==

a(p,k)=radvekt(d); %positiva heltal

elseif dice==2

a(p,k)=(-1) .xradvekt(d); %negativa heltal

elseif dice==3

a(p,k)=(sqrt(-1)) .*radvekt(d); %komplexa tal

end
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end

end

plansymgrupp=input (’ Vilken plan symmetrigrupp skall ritas ut?
(1-17) *);

%Allmdnna, grupp 1-2

if plansymgrupp==1 %pl, anm

X=xr-(1/3) .*xyi; %(c=1/2) (d=2/3)

Y=(yi/(2/3));

elseif plansymgrupp==2 %p2, anm=a-n-m: n=-n dr n = 2N+2-n
X=xr-(1/3) .*xyi; %(c=1/2) (d=2/3)

Y=(yi/(2/3));

hskriver om matrisen med kravet => onskade anm

for n=1:(2*N)+1

for m=1:(2«M)+1

if m>(2xN)+1 || n>(2%M)+1 || 2#N+2-n>(2xN)+1 || 2%M+2-m>(2+M)+1
a(n,m)=0;

else

hKravet--——---———-m -

for u=1:n %kontroll att alla a(krav) i matrisen h&lls lika
for g=1:m-1

if a(u,q)==a(n,m)

a(u,q)=a(2.*N+2-n,2.*xM+2-m) ;

else

end

end

end

a(n,m)=a(2.*N+2-n,2.*xM+2-m) ; %sjdlva kravet

end
end
end

%hsedan pd samma sdtt fOr resten av grupperna ...
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%#funktionerna for grupperna
Ea=@(n,m)a(n,m).*(exp(1) .~ (2.*%pi.*(sqrt(-1)) .*x((n-N-1) .*X+(m-M-1) .*Y)));
E=0(n,m)exp(1) .~ (2.*%pi.*(sqrt(-1)) . *x((n-N-1) . *X+(m-M-1) .*Y));
S=0(n,m)a(n,m).*(1/4)*(E(n,m)+E(m,2.*N+2-n) +E(2.*N+2-n,2.*M+2-m) +E(2.*M+2-m,n) ) ;
W=0(n,m)a(n,m).*(1/3) .*(E(n,m)+E(m,3.*N+3-m-n)+E(3.*N+3-m-n,n)) ;
£=0;

if plansymgrupp==1 || plansymgrupp==2 || plansymgrupp==3 ||
plansymgrupp==4 || plansymgrupp==5 || plansymgrupp==6 ||
plansymgrupp==7 || plansymgrupp==8 || plansymgrupp==9

for m=1:(2«M)+1

for n=1:(2«N)+1

f=Ea(n,m)+f; %summan som ritas ut

end

end

elseif plansymgrupp==10 || plansymgrupp==11 || plansymgrupp==12
for n=1:(2*N)+1

for m=1:(2+M)+1

f=S(n,m)+f; %summan som ritas ut

end

end

elseif plansymgrupp==13 || plansymgrupp==14 || plansymgrupp==15 ||
plansymgrupp==16 || plansymgrupp==17

for m=1:(2«M)+1

for n=1:(2*N)+1

if 2xN+2-n-m>N || 2*N+2-n-m<-N

else

f=W(n,m)+f; %summan som ritas ut

end

end

end

end

%Utritandet av bilden:

p=surf (real(z),imag(z),0*f,angle(-f)) ;set(p, ’EdgeColor’,’none’);
caxis([-pi,pil), colormap hsv(600),

view(0,90), axis equal, axis off, hold on,

horigo, som inte ritas ut till Kapitel 5
plot(real(0.0),imag(0.0),’.%);
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