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Sammanfattning

I avhandlingen presenteras och bevisas den isoperimetriska olikheten, som enligt
myter harstammar fran antiken och fran ett sa kallat Didos problem. Matemati-
ker virlden 6ver har lyckats bevisa den gamla och berémda olikheten pa tiotals
olika sétt. Beviset som framfors héar bygger pa Hardy-Littlewoods sats, vilken
dven bevisas i avhandlingen. I samband med Hardy-Littlewoods sats tillampas
Hardyrum och Bergmanrum samt satser i anknytning till Blaschkeprodukten,
och darfor behandlas till en bérjan grundldggande teori med bevis kring dem. I
det avslutande kapitlet studeras tre klassiska olikheter som visas vara ekvivalen-
ta i Hardyrum och viktade Bergmanrum. Fejér-Riesz olikhet, Hardys olikhet och
Hardy-Littlewoods olikhet &r speciella i denna bemérkelse, eftersom ekvivalenta

egenskaper inte dr nagot allmént forekommande mellan funktionsrummen.
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Inledning

Dido var prinsessan av Tyros, som var en stad i landskapet Fenicien under an-
tiken. Da Dido blev forradd av sin bror Pygmalion flydde hon till norra Afrikas
kust, till dagens Tunisien. Ddr bad hon landshévdingen om att fa ett landomrade.
Hennes begdran godkindes under forutsdattning att omradet skulle kunna omslu-
tas med en oxhud. Klok som hon var, skar hon orhuden i smala remsor som hon
sedan omringade ett omrade med. Dido ville forstas ha ett sa stort omrade som
maojligt, och eftersom omradet kantades av Medelhavet valde hon att ldigga oxrem-
sorna 1 form av en halvcirkel. Detta stora landomrade fick namnet Kartago, och

Dido wvaldes till rikets drottning. [

Ett syfte med avhandlingen &r att bevisa den isoperimetriska olikheten, som
enligt myter hirstammar fran ett sa kallat Didos problem. Det bakomliggande
isoperimetriska problemet &r ett av de dldsta och kéndaste optimeringsproble-
men. Vilken geometrisk figur i planet med en given omkrets L omsluter den
storsta mojliga arean A? Losningen pa problemet &r cirkeln, vilket Dido redan
framforde omkring 900 f.Kr. Dock dr6jde det 6ver 2000 ar innan nagon kunde
bevisa pastaendet matematiskt. Problemet kan omformuleras och da erhalls den
klassiska isoperimetriska olikheten: L? — 471 A > 0, dér likhet géller endast for
cirkeln. [7, ]

Det var forst i mitten av 1800-talet som den schweiziske matematikern Jakob
Steiner (1796-1863) introducerade grunderna till beviset. Han framlade rentav
fem bevis for det isoperimetriska problemet, alla ur geometrins perspektiv. Som-
liga anser dock att han gjorde en miss i alla sina bevis med att anta att det
existerar en l6sning pa problemet, vilket moderna analytiker inte alltid ser som
en sjilvklarhet. Den isoperimetriska olikheten har i alla tider intresserat ma-

tematiker vérlden 6ver och nufortiden finns det hidpnadsvickande manga och



framforallt varierande — en del riktigt kluriga — bevis pa den. [I]

Jag har tidigare bekantat mig med en bevisvariant (av Hurwitz fran ar 1902)
som baserar sig pa Fourierserier och Parsevals formel, och darfor valde jag av
nyfikenhet att i avhandlingen studera ett annat tillvigagangssatt. Beviset som
jag presenterar hir adr en modifiering av Torsten Carlemans (1892-1949) bevis
fran ar 1921. Carleman var en svensk matematiker och den forsta som bevisade
den klassiska olikheten med hjélp av komplexanalytiska metoder. Beviset som jag
framfor baserar sig pa Dragan Vukotiés [13] artikel, som &r en av tva huvudkéallor
i avhandlingen. Det elementéra beviset bygger pa Hardy-Littlewoods sats och ger
i sjilva verket en mer allmén version av olikheten &n den som Carleman bevisade
(i och med hans 6verflodiga antagande om en slit kurva). [I]

I samband med Hardy-Littlewoods sats kommer Hardyrum och Bergman-
rum in i bilden. Det &r tva néra besldktade men véldigt olika funktionsrum
som samverkar med komplex analys, funktionalanalys och operatorteori. Béigge
rummen har ett brett tillimpningsomrade i matematik, bl.a. kan ndmnas in-
om approximationsteori, harmonisk analys, plangeometri samt géllande partiella
differentialekvationer och konforma avbildningar. Funktionsrummen har flera ge-
mensamma egenskaper, men funktioner i Hardyrum beter sig i allménhet béttre
an i Bergmanrum medan resultaten i Bergmanrum ofta ar mer tillfredsstéllande
dn i Hardyrum. Teorin kring Hardyrum &r véletablerad och k&nd till skillnad
fran Bergmanrum vars teori dr mer komplicerad och har &n idag obesvarade
grundliaggande fragor. [4, [13]

Ett annat syfte med avhandlingen &r att spinna vidare pa teorin kring Hardy-
och Bergmanrum utifran en artikel av Kehe Zhu [14], vilken &r den andra hu-
vudkallan. Jag presenterar tre klassiska olikheter formulerade for Hardyrum HP?
och visar att de gar att Overfora till att gilla dven for viktade Bergmanrum
AP dir 0 < p < 0o och —1 < a < oco. Ett vilként resultat medfér sedan att
man elegant kan aterfa de ursprungliga olikheterna for Hardyrum genom att ta
gransvirdet av A2 da @ — —17. Dessa tre klassiska olikheter &r speciella i denna
bemérkelse, eftersom ekvivalenta egenskaper inte ar nagot allmént férekommande

rummen emellan.



Kapitel 1
Bakgrundsteori

I detta kapitel tas en blandning av grundldggande teori upp som behovs i ett se-
nare skede av avhandlingen. Flera av resultaten ar vialkdnda och darfor utelamnas
bevis. Innehallet i kapitlet baseras i huvudsak pa [2], [3], [5], [10] och [12].

1.1 Begrepp, definitioner och satser

For att gora det klart och tydligt preciseras inledningsvis vad som menas med
vissa méangder som forekommer i texten. De naturliga talen betecknas N och utgor
méngden av alla heltal som &r icke-negativa, dvs. N = {0, 1,2, ... }. Méngden av
alla positiva heltal betecknas Z., dvs. Z, = {1,2,3,...}. Detta ar exempel pa
numrerbara, eller som det ocksa kallas — upprékneliga, méangder. Som vanligt
betecknas den reella talméngden med R och den komplexa talmédngden med C,
dar R ¢ C.

De komplexa talen har en visentlig roll i avhandlingen och det antas att
ldsaren dr bekant med grunderna i komplex analys. Lat z, z; och 2, beteck-
na godtyckliga komplexa tal. Som paminnelse foljer har nagra egenskaper och

rikneregler for det komplexa konjugatet och absolutbeloppet:
o 2?=2-2
o |21 2| = || [2]

o 21tz =711%

® 2129 = 21" %9



e 2cR & zZ=2z

e |z €R och |z] >0.

Lagg maérke till att rdknereglerna ocksa kan tillampas pa komplexvérda funktio-
ner. Till exempel den férstndmnda regeln svarar mot |f(2)[> = f(2) - f(z) eller
kort |f|* = fF.

Till foljande definieras viktiga delméngder av det komplexa talplanet samt

en central funktionsegenskap.

Definition 1.1. En dppen cirkelskiva med radien r > 0 och medelpunkten z5 € C
betecknas D(zp, ) och definieras som méngden av alla komplexa tal z som ligger

pa ett avstand mindre &n r fran zg, dvs.

D(zp,r) i={2€C: |z — 2| <r}.

Definition 1.2. Lat 2 C C vara en méngd och 92 beteckna dess rand. Unionen
av méngden § och randen 02 bildar det slutna héljet av €, vilket betecknas Q:

Q=QuUonN.

Det &r klart att © C €, dér likhet géller om och endast om € r sluten. Vidare
ger Definition [1.1]i kombination med Definition [I.2] att en sluten cirkelskiva med
radien 7 > 0 och medelpunkten z, € C definieras genom D(zy,7) = {z € C :

|z — zo| < r} och att randen av en cirkelskiva, savil 6ppen som sluten, definieras
genom 0D (z,7) = OD(z,7) = {z € C: |z — 2| =1}

Definition 1.3. Méangden D som bestar av alla punkter innanfér den origocen-

trerade enhetscirkeln |z| = 1, dvs.
D={zeC:|z| <1},
kallas en enhetscirkelskiva.

Observera att enhetscirkelskivan &r 6ppen och att den férhaller sig till den
oppna cirkelskivan enligt D = D(0, 1). Funktionerna som studeras i avhandlingen

ar i regel avbildningar av formen f: D — C.



Definition 1.4. Lat ) vara en 6ppen méngd i C och antag en komplexvérd
funktion pa 2. Funktionen &r analytisk i punkten zy € €2 om funktionen &r
deriverbar (komplex differentierbar) i nagon omgivning av z,. Funktionen &r
analytisk 1 €2 om funktionen &r analytisk i varje punkt av 2. Om funktionen &r

analytisk i hela C, sa kallas funktionen en hel funktion.

En komplexvird analytisk funktion kallas ocksa en holomorf funktion. Lat
darfor Hol(ID) beteckna rummet bestaende av alla analytiska funktioner pa en-
hetscirkelskivan ). Snart presenteras ett viktigt resultat i fraga om analytiska
funktioner. Men fore det, 1lat >~ | f,(z) vara en funktionsserie av en komplex

variabel z.

Definition 1.5. En funktionsserie av formen ) > a,(z — zp)" kallas en potens-
serie centrerad i punkten zy € C. Konstanterna a, € C utgér potensseriens

koefficienter.

En funktion som &r analytisk i en omgivning av en punkt kan approxime-
ras med en f6ljd av polynom, eller med andra ord utvecklas i en potensserie,
kring punkten. Denna potensserieutveckling visar sig vara Taylorutvecklingen av

funktionen.

Sats 1.6. Antag att funktionen f dr analytisk i den éppna cirkelskivan D(zg, 1) =
{z € C:|z— 2| <r}. Da gdller att

F(2) = an(z—z)" (1.1)

n=0

for |z — zo| < r, dir potensseriens koefficienter ges av

_ ™) ()

Qp |
n.

Y

och serien har konvergensradien R > r.
Bevis. Se [3| s. 72, Theorem 2.8].

Konvergensradien for potensserien » > a,(z — 29)" betecknas med R och &r
det storsta reella talet, 0 < R < oo och £ = limsup,,_, |ap| =, for vilket serien

konvergerar for alla z som satisfierar |z — 29| < R. Med andra ord svarar en

6



konvergensradie mot radien for den storsta cirkelskiva inom vilken potensserien
ar konvergent. Utanfor denna cirkelskiva dr serien divergent. Ndrmare bestidmt
(se [3, s. 31, Theorem 1.3]) giller det att for 0 < r < R konvergerar serien
> s an(z — 20)" likformigt pa D(z,7) = {z € C: |2 — 29| < r} och absolut
for |z — zo| < R.

Anmirkning 1.7. Om D(z,r) i ovanstaende sats ar en origocentrerad cirkel-

skiva, dvs. zg = 0, sa antar funktionens potensserieutveckling (1.1)) formen

f(z) = Z anz".

I detta fall talar man ocksa om en Maclaurinutveckling av funktionen.

Betrakta tva origocentrerade potensserier » .~ a;2" och Y >° b;z* med kom-
plexa koefficienter a; och b;. Man kan undersoka produkten av dessa potensserier
genom att utfora seriemultiplikationen och sedan gruppera termerna enligt grad-

tal av z:
(ZaizZ) . (Z bizi) = (ao + a1z + ayz® + ) . (bo + b1z 4 by + )
i=0 i=0

= aobo + (loblz + a0b222 + ...

+ arboz 4+ a1b12% + a1by2® + ...
-+ (126022 + a2b1z3 + &2[7224 + ...

= aopby + (agby + a1bo)z + (agby + a1by + a2b0)2’2

+ (aobg + albz + a2b1 + a3b0)23 + ...

= Z(aobi + Glbi,1 —+ agbi,Q + ...+ aibg)zi

1=0
= Z ( Z akbi_k> Zi.
1=0 k=0

Detta resultat kallas Cauchyprodukten av tva odndliga potensserier.

Lemma 1.8. (Cauchyprodukt) Antag potensserierna’y .o, a;z" och 2 b;iz",
ddr a;, b; € C. For produkten gdller att

i=0 =0

7



dar

i
C;, = E akbi_k.
k=0

Anmirkning 1.9. Cauchyprodukten géller alls inte enbart fér potensserier utan
regeln gar ocksa att tillimpa pa godtyckliga absolutkonvergenta oéndliga serier.
For de absolutkonvergenta serierna » .~ a; och Y >° b; med komplexa termer a;

och b; géller att

(£)(5)-Sge

=0 i=0 k=0

Och till sist ett valkant resultat:

Lemma 1.10. (Cauchy-Schwarz olikhet fér komplexa tal) Lat ag, a4, ..., a,

och by, by, ..., b, vara komplezxa tal. Da gdller att

dir b; dr det kompleza konjugatet till b;. Likhet intrdffar om och endast om

n

Z aib_i

1=0

talfoljderna {a;}_y och {b;}i, dr linjart beroende, dvs. det finns en konstant

A € R sadan att a; = \b; for varjei =0,1,...,n.
Kom ihag att summan av en konvergent geometrisk serie ar

a
1—g¢q

I

SzE:aq'C —a+aq+ag®+ .. =
k=0
forutsatt att konvergensvillkoret |g| < 1 &dr uppfyllt. Den geometriska serien har
forstatermen a och kvoten, dvs. forhallandet mellan tva paféljande termer, q.

Definition 1.11. En funktion séigs vara icke-forsvinnande om den saknar noll-

stéllen i sin definitionsméngd.



1.2 Riemanns avbildningssats

Antag en O6ppen, dkta och enkelt sammanhingande delméngd Q av det kom-
plexa talplanet C. En dkta delmdngd av C &r en méngd som &r icke-tom och
olika hela C. En méingd kallas enkelt sammanhdingande om varje enkel slu-
ten kurva i midngden kan kontinuerligt krympas och deformeras till en punkt i
méngden. Forenklat innebér det att méangden, liksom dess komplement, ar sam-
manhdngande och saknar "hal”. Antag vidare att méngden €2 har komplicerad
geometrisk struktur. Hur bra skulle det inte vara om man da kunde overfora ett
komplext problem géllande analytiska funktioner fran €2 till en méngd med mer
anvindbara egenskaper sasom enhetscirkelskivan D? Som tur &r finns Riemanns

avbildningssats, som mojliggér denna effektiva losningsmetod.

Sats 1.12. (Riemanns avbildningssats) Antag att Q dr en dppen och enkelt
sammanhingande mdingd sadan att Q C C och Q # 0. Om zy € Q, sa existerar

det en entydig konform avbildning F' : 2 — 1D med egenskaperna

F(z) =0 och  F'(z) > 0.
Bevis. Se [10, s. 224, Theorem 3.1].

Vad &r en konform avbildning?

Definition 1.13. Lat U och V beteckna tva 6ppna delméngder av C. En bi-
jektiv (injektiv och surjektiv) holomorf funktion f : U — V kallas en konform

avbildning.

Istéllet for konform avbildning kan man tala om biholomorf avbildning, ef-
tersom den inversa funktionen f~!' : V — U visar sig ocksa vara en holomorf
funktion. Inversen &ar alltsa ocksa alltid en konform avbildning. Enhetscirkel-
skivan D &r en Oppen, dkta och enkelt sammanhéngande delmangd av C, och
uppfyller ddrmed ocksa antagandena i Riemanns avbildningssats. Den konforma
avbildningen dr vinkel- och orienteringsbevarande. Ett exempel pa en konform

avbildning dr Mobiustransformationen.
Definition 1.14. En Mébiustransformation ér en avbildning av formen

az+b
w:T(z):cz—i-d’

dér a, b, c och d ar komplexa konstanter sadana att ad — be # 0.

9



Sats 1.15. Mobiustransformationen avbildar cirklar och rdta linjer © z-planet pa

cirklar och rdita linjer i w-planet.
BEvIs. Se [6, s. 56, Sats 4.3].

For att fortydliga satsens innebord behover en cirkel inte nédvéndigtvis avbildas
pa en cirkel eller ett halvplan pa ett halvplan.

Riemanns avbildningssats behandlar endast 6ppna méngder och stéller inga
som helst krav pa randen av ). Satsen gar att utvidga till att gilla dven randen,
men det kraver en viss regelbundenhet av 9€). Méngden, eller omradet, €2 bor
vara begrinsad. Foljande kéinda sats av Carathéodory tillater att man avbildar
randen pa randen, vilket kommer att behovas i beviset av den isoperimetriska

olikheten.

Sats 1.16. (Carathéodory) Antag att Q0 dr ett enkelt sammanhingande om-
rade 1 C som begrinsas av en enkel sluten kurva OS). Da kan wvarje konform
avbildning F : D — Q kontinuerligt utvidgas till F : D — Q, som dr en bijektiv
avbildning. Enhetscirkelskivans rand avbildas pa omradets rand; F' : 0D — 0f).

BEvIs. Se [5 s. 44].

Ett Jordanomrade ar ett omrade som begrinsas av en Jordankurva, som
ar en enkel sluten kurva. Det innebédr en kontinuerlig plan kurva som saknar
andpunkter och som inte skér sig sjilv. I foregaende sats ar €2 ett Jordanomrade
och 02 motsvarande Jordankurva. Begreppet rektifierbar betyder utratbar och
innebér att kurvan #r av #indlig lingd. Hardyrummet H'(D) i féljande lemma

definieras senare.

Lemma 1.17. Lat F : D — Q wvara en konform avbildning, ddar Q dar ett Jor-

danomrade. Da dr Jordankurvan O rektifierbar om och endast om F' € H' (D).

BEvis. Se [5 s. 44, Theorem 3.12].

10



1.3 Lebesguerum

Foljande funktionsrum kan man inte undga fran att stéta pa i samband med
funktionalanalys. Det &r de sa kallade Lebesguerummen bestaende av funktioner

som &ar p-integrerbara.

Definition 1.18. Rummet LP(X, p) = LP(X) eller kort LP, 1 < p < oo, bestar

av alla komplexvirda méatbara funktioner pa X med mattet p sadana att

/X @) dulx) < oo.

For f € LP(X) definieras funktionens LP-norm av

il = ( i du(-%’))l/p-

Hur definieras LP-rum for gransfallet p = oo? Lat f vara en méatbar funktion
pa X. Man séiger att f € L>®°(X) om det existerar ett icke-negativt tal M,
0 < M < oo, sadant att |f(z)] < M for ndstan varje x € X. Denna méngd
av funktioner kallas wvisentligt begrinsade. For f € L*(X) ges L>-normen av

funktionen f av talet
| fllzee :=inf{M >0 :|f(x)] < M for néstan varje v € X}.

Sats 1.19. (Hélders olikhet) Antag att 1 < p < oo och 1 < g < oo dr sadana

att
1

1
LR
p g
Om f € LP(X) och g € LY(X), sa gdller att fg € L'(X) och

gl < [ flleellgllze- (1.3)
Bevis. Se [12] s. 3, Theorem 1.1].

Holders olikhet skriven pa integralform blir
1/p 1/q
[rws@lan) < ([ 1r@ra) ([ laolraw) .

11



Lagg marke till att man i satsen anvénder overenskommelsen é = 0, vilket in-
nebér att p = 1 svarar mot ¢ = oo och vice versa. Satsen star for ett grundlaggande
resultat for LP-rum och &r egentligen en generalisering av Cauchy-Schwarz olik-

het.

Lemma 1.20. (Fatou) Antag att {f,}5°, dr en foljd av mdtbara funktioner och
att f, >0 for varjen € Z,. Om

for ndstan alla x, sa gdller att

Bevis. Se [I11 s. 61, Lemma 1.7].

12



Kapitel 2
Hardyrum och Bergmanrum

Hardyrum é&r uppkallade efter Godfrey Harold Hardy (1877-1947) som var en
brittisk matematiker och kénd for sina betydelsefulla arbeten inom talteori och
matematisk analys. G. H. Hardy, som han officiellt kallades, gjorde manga ganger
nara samarbete med sin landskollega John Edensor Littlewood (1885-1977) och
tillsammans studerade de bl.a. primtal och Fourierserier. Det var den polske /ame-
rikanske matematikern Stefan Bergman (1895-1977) som lade grunden for det
funktionsrum som senare kom att heta Bergmanrum. Bergmans arbete var friamst
inom komplex analys och han studerade Bergmanrum huvudsakligen for fallet

p = 2 och pa mer allménna omraden &n enhetscirkelskivan. [2] 4]

2.1 Hardy- och Bergmanrum med egenskaper

I detta avsnitt definieras Hardyrum och Bergmanrum. Dessutom presenteras
grundlaggande teori i anknytning till dem som behovs ldngre fram i avhandlingen.

Innehallet i avsnittet baseras pa [4], [I3] och [15].

Definition 2.1. Hardyrum betecknas H?(D) eller kort H? och &r for 0 < p < oo
ett vektorrum som bestar av alla analytiska funktioner f pa enhetscirkelskivan

D sadana att

1 2w ) 1/p
Il i= s 5 [ IreP 8] < o
0<r<1 ™ Jo

Man kan ocksa sédga att for 0 < p < oo dr Hardyrummet méngden av alla

analytiska funktioner pa D vars ovandefinierade HP-norm &r dndlig, dvs.

13



HP(D) = {f € Hol(D) : || f|[%» = sup [i/o i ‘f(rew)‘pdﬁ

0<r<1 2m

<o},

Antag att f &dr en analytisk funktion pa D och lat beteckna

s f) o= (5 [ ey o) !

dir 0 < p < 0o och 0 <r < 1. Man kan visa (se [5 s. 9, Theorem 1.5]) att dessa

sa kallade integralmedelvirden &r icke-avtagande funktioner med avseende pa r,

dvs. M, (r1, f) < My,(ra, f) da 1 < ry. Foljaktligen for f € HP galler da att
I£las = sup My(r, )= Tim My(r, ).

0<r< r—1-

For p = oo fas vektorrummet H*°(D) =: H*> som bestar av alla begriansade
analytiska funktioner pa D. For f € H* definieras normen som

£l = sup [ £()] = lim Mo £),

|z]<1

dér motsvarande integralmedelvarde da 0 < r < 1 ges av

Mol f) = max [7(re”)].

En holomorf funktion f(z) definierad pa den 6ppna enhetscirkelskivan D be-
ter sig i allménhet ganska oberékneligt i ndrheten av randen 0D. Frigyes Riesz
(1880-1956) har bevisat ett anmérkningsvért resultat inom komplex analys som
pavisar att det dock rédcker att anta att f € HP, 0 < p < oo, for att funk-
tionen f niistan dverallt kommer att konvergera mot randfunktionen f*(e%) pa
enhetscirkeln 0.

Sats 2.2. Lat f € HP(D), dir 0 < p < oo. Da existerar det dndliga radiella

gransvirdet

(€)== lim f(re")

r—1-

ndstan overallt for e € OD. HP-normen kan dven uttryckas i termer av det

radiella grinsvdrdet:

14



21
11 = tim |5 [ e at

r—1- | 27

1 27 ' 0 p
“on ), Jim fre®)|" do
1 o */ 10\ |P
:g [ (e )} do

for varje f € HP(D).
BEevis. Se [8 s. 24, Theorem 1.22].

Man kan ocksa visa for varje f € H? att den utvidgade funktionen f* € LP(0D),
1 < p < oo, som ér Lebesguerummet pa dD med mattet %. Ofta betecknas i
litteraturen f* = f.

Lat dA beteckna Lebesgueareamattet pa enhetscirkelskivan ID. I poléra koor-
dinater ges areamattet av dA(z) = rdrdf, dar r € [0, 1[ och € [0, 27]. Variabeln
z = re? anger ett godtyckligt komplext tal i polir form. Faktorn % framfor ytin-

tegralen i kommande definition normaliserar areamattet pa ID sa att arean av

1 1 27
AD) = —/ / rdrdf = 1.
™ Jo Jo

Definition 2.3. Bergmanrum betecknas AP(D) eller kort AP och dr for 0 < p <

enhetscirkelskivan blir 1:

oo ett vektorrum som bestar av alla analytiska funktioner f pa D vars AP-norm

HNM:<%AU@VMVOW

ar andlig.

Igen kan man vilja att istéllet uttrycka detta som
1
@) = { e Hol®): 111 =+ [ 1P aac) < oo}
D

for 0 < p < oco. Normaliseringen med faktorn %, som man har valt for enkelhetens
skull, bidrar ju ocksa till att den konstanta funktionen f = 1 har normen ett,
dvs. ||1]|ar = 1.

15



Lagg mirke till att &ven normen av f € AP kan uttryckas med hjilp av
integralmedelvérdet M,(r, f):

( froraas)”

(%/ /%\f (re’ |prdrd6) ’
( ( | re' \”d@)dr)l/p
_ (2 /0 M2 (r, f) r) "

Anméirkning 2.4. Bade Hardy- och Bergmanrum &r forsedda med en dkta norm

/1140 =

da 1 < p < oo, medan for 0 < p < 1 4r normen inte dkta utan ar en seminorm.
En dkta norm &r oftast att foredra och mer av intresse, och déarfor ligger fokus i

avhandlingen for det mesta pa det forstnamnda intervallet.

Hur forhaller sig Hardyrum och Bergmanrum till varandra? Och vad kan
man sdga om storleken pa funktionsrummen for olika varden pa p? Foljande
anméarkning och diarpa kommande pastaenden med bevis ger svar och belédgg for

fragorna.

Anmairkning 2.5. Utgaende fran definitionerna for Hardyrum (Definition [2.1))
och Bergmanrum (Definition kan man visa att for 0 < p < g < oo géller att
HY C HP och A9 C AP. Den tidigare inklusionen kan dessutom utvidgas till att
H> C HP? for varje p. Vidare giller for 0 < p < oo att HP C AP. I sjédlva verket
finns det ett &nnu starkare samband mellan rummen, men detta 6verraskande
resultat redogérs for i ett senare skede av avhandlingen. Annu kan papekas att
dessa inklusioner utgor dkta delméangder ifall p-intervallet ar strikt. Till exempel

om p < q, sa géller att H? C HP och AY C AP.

Pastaende. Om 1 < p < g < oo, sa giller for f € H? att ||f|lge < ||f]l g9
Speciellt giller da att H? C HP.

BEvis. Fixera r € [0, 1] och beteckna f,.(e?) = f(re?), samt antag att f € HY.
Notera forst och framst att alla funktioner f € H? och alla funktioner f € H? &r

16



kontinuerliga pa D, ty funktionerna &r analytiska pa ID. Speciellt dr funktionen
f, kontinuerlig pa den kompakta, dvs. slutna och begriansade, mangden rD for
varje 0 < r < 1, och ddrmed antar den ett storsta virde i méngden.

Forst ska Holders olikhet (Sats pa integralform tillimpas pa funktionen
fr-Lat 1 < p < ¢ < co. For att undvika sammanblandning av liknande variabler
inférs nya beteckningar i Sats a = p och b := q. Satt a = % > 1 och
sambandet L + ¢ =1 ger att b= % = alp_ P4 L. p # ¢ Med hjilp

a—1 — q/p—1 " pla—p)
av Holders olikhet for integraler (1.4]) fas da att

1 27 o 1p 1 27 »
o | el an = 5 [ ey alay
1 27 ) / ﬁ 1 27 q 1/H
() i )
T Jo 2m J,
1 2w oL p/q 1 2
= (57 ) lwertan) (o [~ )

1 (27 . r/q
= (%/0 |fr(ew)‘ d@) :

Foljaktligen géller for varje r € [0, 1] att

1 27 o 1/p 1 27 v 1a 1/q
(g/o | £+ ()] d9) < (g/o | fr(e”)] d9) :

som enligt Definition precis motsvarar ||f.|r» < ||fr]lze. Detta resultat

stdmmer naturligtvis ocksa for p = ¢. Nu foljer for 1 < p < ¢ < oo att

[fllze = sup [[frllr < sup [|follLe = [[f ]z
0<r<1 0<r<1

Alltsa géller olikheten || f|lgr < ||f||ne for varje f € HY. Detta medfor sedan
inklusionen H? C HP, eftersom om f tillhor H? sa tillhor f dven HP:

antag f € H? beL2T AM eRy: ||fllge <M < o0

= | fllae < M < o0

PLET p e pr,

17



Pastaende. Om 1 < p < ¢ < oo, sa giller for f € A7 att [|f|lar < [|f]| aa-
Speciellt giller da att A9 C AP.

BEvis. Lat 1 < p < ¢ < oo och antag att f € A9 Pa samma sétt och med

samma exponenter som i férra beviset kan man anvénda Holders olikhet pa
integralform, dvs. Sats och formel (1.4]), och fa att

= [1seraae) = 1 [1r6) - 1laae) . N
< (7 [y )/(%/D 1)
(s [t aae)” (2 faa) ©

1ty 1, =1
1 p/q

= (= 2)9dA(z
(2 [1reraac)

(3 [irorann) s (3 fureranca) "

Enligt definitionen av Bergmanrum (Definition 2.3)) &r detta samma som || f[|.4» <

varfor

|| f |l 4a, som ocksa géller fér p = ¢. I likhet med foregaende bevis foljer hirav att
A1 C AP,
U

Pastaende. Om 0 < p < oo, sa giller for f € H? att || f||lar < || f]lz». Speciellt
galler da att HP C AP,

Bevis. Tag f € HP. Emedan da

[fla» = sup My(r, f) < oo,

o<r<1

ar det klart att

My(r, ) < |[fllae < o0
for varje r € 10, 1[. Detta i sin tur implicerar
rMp(r, ) < rllfll5

18



och vidare

1 1
2/0 rMP(r, f)dr < 2/0 || fI%» dr,

vilket kan skrivas som

1
M%Sﬂm%lrm

eller

11 < N f 1

Alltsa giller for f € HP, 0 < p < oo, att || fllar < ||f]|mr och ddrav foljer pa
samma sitt som tidigare att H? C AP.
O

Foljande tva satser anger en grundlidggande egenskap hos Hardyrum respek-

tive Bergmanrum for specialfallet p = 2.

Sats 2.6. Antag att f € H*(D) och lat

flz) = Z 2"

n=0

vara funktionens Taylorutveckling pa D. Da gdller att

[e.e]

1l = laal®.

n=0

BEvis. Lat f(z) =Y 2, a,z" och sétt

dédr N € N. I enlighet med det som tidigare har konstaterats om potensseriers

konvergens giller for 0 < r < 1 att fy(z) — f(z), da N — oo, likformigt pa
0

kompakta delméingder av D. For ett godtyckligt komplext tal z = re? ar
N
fN(rew) _ ZanrneinG
n=0

och notera dr att a,, € C, 7™ € R och ¢ € C. Genom att tillimpa riikneregler

for komplexa tal och egenskaper hos dndliga summor fas att
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2 0 2d0 B 1 2 0 = de
’fN(re )| %/0 fn(re”) fa(re?)

1 2 N N
=5 ( Z anr”ei"(’) (Z amrmei"w) do
0

1

27 Jo

n=0 m=0
() (2
= — anr’et™ e "™ | do
2 0 n=0 m=0
N N 1 o .
= Z Z I e e n=m? qp. (2.6)
n=0 m=0 27T 0

Integralen i uttrycket visar sig utgora en ortonormalitetsrelation:

om m = n, sa giller att

27 2
1 ei(n—m)@ do = i 1 .
2m Jo 2m

2 Jo
och om m # n, sa giller att

27
i ei(nfm)e do = 1 i nfm)9:|

_—.[e'(

27 J, 2n(n —m)i
IRt SR St B

C2r(n—m)i  2n(n—m)i

0 21(n —m)i

Déarmed forsvinner varje term i summan i uttryck (2.6) for vilka m # n och kvar
blir

1 2 N N
Py ‘fN(Tew)’Q df = Zana_nrnrn = Z |a,|?r*"
T Jo n=0 n=0

som giller for varje r € ]0,1[. Pa grund av den likformiga konvergensen hos

funktionen fy foljer att

1 2w

i 1 ;
|f(re)|* do = %/0 lim | fa(re)[" b
— ] i 27r‘f ( i9)|2d6
_Nl—I>noo 2T 0 NATE
N
- 1\}1—r>noo [Z_; |an|27’2n]
_ Z |6Ln|27’2n.
n=0

20
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Slutligen tillampas definitionen av Hardyrum (Definition for fallet p = 2.
Enligt definitionen &r integralen som alstrar normen uppat begriansad och som
redan tidigare papekats okar den med r, vilket innebér att integralens minsta
ovre begrénsning (supremum) fas genom att ta grénsvérdet och lata r ga mot 1
fran viinster. Saledes giller for f € H?*(D) att

2 L[ i0\ |2
111 = s | [ e o]

0<r<1

. 1 27 v 12
i [& [ v

= lim [Z|an|2r2"]
n=0

r—1-
o)
=2_lanl?
n=0

eftersom r*® — 1 da r — 1~ for varje n € N. Med detta #r satsens formel

bevisad.
O

Sats 2.7. Antag att f € A*(D) och ldt
f(z)= Z anz"
n=0
vara funktionens Taylorutveckling pa D. Da gdller att

I3 = 30 Lol
— n+1

BEVIS. Denna formel for f € A?(D) bevisas pa liknande sétt som formeln i
foregaende sats. Lat igen f(2) = 3.°° an2™ och fy(2) = SN a,2", dir 2 = re®
och N € N. Antag att 0 < p < 1. Da giller att fy(z) konvergerar likformigt mot
f(2), d& N — oo, pa den kompakta mingden D := D(0,p) = {z € C : |z| < p}.

I likhet med ovan foljer av rakneregler for komplexa tal samt ortonormali-
tetsrelationen (uttrycket reduceras sa att kvar blir igen endast termer for vilka

m =mn) att
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%/D|fN(z)|2dA(Z) = %/OP ; 7TfN(?”e ) fn(rei®) rdrdd

1 P 2 N
== / / anrnema Zamrme"me rdrdf
™

m=0
27
—9 - n+m+1 _/ z(n—m)@de d
ng% mz T / e .
N P
:22’%'2'/ r2 L dr
n=0 0
i ) p2n+2 P
e [
—~ 2n+2],
N
=3l e
n:0n+1

Den likformiga konvergensen hos funktionen fy pa D medfér dd N — oo att

)2 |a,|” 2(n+1)
|f )| dA(2) g
n—l—l

och genom att lata p — 1~ erhalls

2 |an|2
/lf )" dAz) Zn—i—l

Sétt p = 2 i definitionen av Bergmanrum (Definition och den erhallna lik-

heten kan uttryckas som

172 =3 Lol
— n-+1

som ar den eftersokta identiteten.
O

Tack vare formlerna i foregaende satser dr det ocksa mojligt att studera funk-
tioner i H*(D) och A%(D) enbart utifran deras potensseriekoefficienter. Teorin
kring Hardy- och Bergmanrum &r mer komplicerad for p # 2, bl.a. eftersom det

1 detta fall inte finns motsvarande formler.
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2.2 Blaschkeprodukt

Blaschkeprodukten upptriader inom komplex analys och &r en begrinsad ana-
lytisk funktion pa enhetscirkelskivan som &r konstruerad utifran en &ndlig eller
oandlig foljd av nollstéllen. Denna funktion med manga vardefulla egenskaper ar
relaterad till Hardyrum men kan dessvérre inte anvindas pa motsvarande sétt

for Bergmanrum. Avsnittet baseras pa kéllorna [3], [4], [5] och [13].

Lemma 2.8. Lat z, € C, dirn=1,...,N. Da gdller att

N
[0+ -1 <H +lzal) -

for varje N € Z, .

BEvis. Hjélpsatsen bevisas med induktion. Notera forst att

k+1 k
[Ja+2)—1=T]0+2)(0 + 241) — 1
n=1 n=1
k k
= H(1 + 2n) + 2kt H(l +2n) = 1 = Zip1 + 2o
n=1 n=1

= <H(1+Z”) — 1) +Zk+1<H(1+Zn) — 1) + Zk41

k
= (1+2k+1)(H(1+Zn) —1) + Zkt1 (2.11])

n=1
for k € Z., . Det ar uppenbart att olikheten géller for enklast mojliga fall N = 1.
Antag att pastaendet géller for N = k. Med hjélp av uttryck (2.11)), den vilkanda

triangelolikheten samt induktionsantagandet bevisas att pastaendet dven géller

for nasta fall N = k + 1:

ﬁ(1+zn)—1 = (1+zk+1)<H(1+zn)—1) + Zig1

+ |2k

Hl—l—zn—l

k
1+|Z]€+1| (H ].+|Zn| —].) +|Z]€+1|

n=1

<1+ 24
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k+1

=[]+ 2] - 1.

Med andra ord géller olikheten fér varje N € Z, .
OJ

Sats 2.9. Lat {f,};>; C Hol(D) och antag att > .~ |1 — fu(2)| konvergerar
likformigt pa kompakta mdngder i D. Da gdller att

f(z) =] falz) = Jim []fu(2)

konvergerar likformigt pa kompakta mdangder i D. Vidare dr nollstillena till f

lika med unionen av nollstdllena till alla f,, berdknade med multiplicitet.

BEvis. Lat K vara en godtycklig kompakt delméngd av . Man kan anta att
K ={ze€C:|z| <r},dar 0 <r < 1. Notera att med triangelolikheten fas att

z| =1+ (@z-1)|<1+4+|z—-1=1+|1—z

for varje x, varfor oberoende av N géller att

[1H@] =111RE<TIa+ 1 - fE)D)

N

< J[ M@ = eZami=se(o)
n=1

<(C <o

for z € K. I uppskattningen har man ocksa anvant att 1 + x < e* for varje x
samt antagandet att Y>> |1 — f,(z)| konvergerar likformigt pa K. Lat N >
M. Lemma (fu(z) = 1+ 2z, dvs. sétt 2z, = f,(z) — 1) och den nyssgjorda

uppskattningen medfor att

an(z>_an(Z> = an(z) H fn(z)_l
n=1 n=1 n=1 n=M+1

§O< 11 (1+|fn(2)—1!)—1>

n=M+1
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=c< I1 (1+\1—fn(2)|)—1>

n=M+1

< C( Nt 1=fa ()] _ 1>’

som konvergerar mot 0 likformigt pa K, da N > M — oo. Alltsa konvergerar
produktfunktionen f(z) = [[ 2, fn(2) likformigt pa K.
Vidare till det andra pastaendet. Satsens antagande implicerar att pa kom-

pakta méangder i D &r

o0

> -l < g

n=M+1

om M ar tillrdckligt stort, vilket betyder att for varje z € D finns det en omgiv-
ning av z dar hogst ett andligt antal av funktionerna f,, har nollstéllen. Det &r
klart att

Med resultaten ovan samt att ZTJLMH 11— fu2)] < D01l = ful2)] for
N > M erhalls att

N

H fn(z) -1

n=M+1

eXnonri =Gl _ 1 < o3 —1 <1,

dvs. produkten [J_,, 41 fn(2) (eller de enskilda funktionerna f, for n = M +
1,...,N) kan inte ha nollstéillen i ndrheten av z. Lat N — oo och produkten

I1,= 111 fn(2) saknar nollstéllen néra z.

O
Definition 2.10. En oéndlig Blaschkeprodukt ar en funktion av formen

H |2n| 2n —
Zn 1 — ZnZ

n=1

dér z, € C och 0 < |z,| < 1 for varje n € Z.

I definitionen kan talen z, betraktas som en oéndlig foljd {z,}nez, pa D\
{0}. En Blaschkeprodukt bestar av Blaschkefaktorer. For z, € D definieras en

Blaschkefaktor som funktionen
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[#n] 20— 2
bn(2) = Zn 1 —7Z,2

z om z, = 0.

om z, # 0,

I foljande sats betecknar B den ovandefinierade Blaschkeprodukten och B*

den motsvarande utvidgade funktionen.

Sats 2.11. Lat {z,}nez, € D\ {0} vara en foljd sadan att >"7 (1 —|z,|) < cc.
Da gdller att B € H*® och |B(z)| < 1 for alla z € D, dvs. ||Bl|g~ < 1. Vidare

giller att |B*(e)| = 1 ndstan éverallt, varfor || B||g~ = 1.

BEvis. Antag att z, € D och z, # 0, dvs. 0 < |z,| < 1, for varje n € Z,. Med

hjalp av komplexa ridkneregler och triangelolikheten fas att

el 2 —2 2n(1 —Znz) — |zn| (20 — 2)

1

Zn 1 —Zn2 2n(1 — Zp2)

Zn — 20|22 = |2n|20 + |20|2

z2n(1 — Zp2)
_ (L= fzn]) +znlz(1 — \Zn\)'

z2n(1 — Zp2)
_ |G Jz]2) (1 - |zn|)‘
z2n(1 —Z52)

_ ’zn + \zn\zHl — \an
20|11 — Zn2|
([2nl + [2all2) (A = |za])
20|11 — Zn2]
(1+ |2 = [24])
1 — |Z||2]
(1+[2)(A = |zal)
- 1 —|2]

147
< 1— |z,
< - fel)

for |z] <r < 1. Satsens antagande ger att

o0

|2n| 20 — 2
E 1—f, :_—g 1—
n:1| f(Z)| Zn 1 —Z,2

n=1

o0

1+7r
< 1_TZ(1—|ZH|)<OO

n=1

som dérmed konvergerar likformigt pa kompakta méngder i D (och {f,}nez, C
Hol(ID)), varpa Sats [2.9| ger att Blaschkeprodukten
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o

B |2n| 2n — 2
B(z) = H 2 1 —7Zo2
n=1 " n

konvergerar likformigt pa kompakta méngder i D. Saledes géller att B € Hol(DD)
(se [3 s. 151, Theorem 2.1]). Emedan varje faktor i Blaschkeprodukten B har
absolutbelopp mindre &n 1 pa D, sa foljer att |B(z)| < 1 for alla z € D. Speciellt
fas att B € H*, sa Blaschkeproduktens radiella grinsviirden B*(e) existerar
niistan dverallt i 9D och |B*(e)] < 1 for niistan alla 6 € [0, 27].

Lat By beteckna produktfunktionen bestaende av de N forsta faktorerna i
Blaschkeprodukten, dvs.

il |2n| 20 — 2
BNZ :H_nn_
(2) nzlznl—znz

Funktionen By #r kontinuerlig pa D och |By(e)| = 1 for alla 6 € [0, 27|, ty den
andliga Blaschkeprodukten #r definierad pa enhetscirkelskivans rand 0D. Aven
den odndliga produktfunktionen B/By utgér en Blaschkeprodukt och B/By €
H®>. Eftersom B/By &r analytisk pa |z| < r, sa foljer enligt Cauchys me-
delvirdessats (se [0, s. 102, Sats 7.6]) att

2m 0 2w B 0
B() | _ L/ B(re”) degi/ [Bre)|
Bn(0) 21 J, Bn(re?) 21 Jo  |Bn(re®)]
som géller for varje r € |0, 1[, varfor det radiella gransvirdet ger att

<o [

Bn(0)| © r=1- |27 | By (re?)|

1 27 ’B*(QZGH

= — T db
27/0 | By ()|

_i QW‘B*( z@)‘de

27 Jo ‘

2m

< L do
2m J,

=1

Lat N — oo sa att |By(0)| — |B(0)|, vilket ger att likhet maste gélla ovan och

1 o * (10
o |, |B* ()| df = 1.
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Foljaktligen &ir |B*(e?)| = 1 for niistan alla 6 € [0, 2.
U

Sats 2.12. (G. Szegd) Lat f € HP, dirp > 1, och f # 0. Da har funktionen
[ ett numrerbart antal nollstillen som ges av foljden {2, }nez, och som uppfyller
Blaschkevillkoret

o)

Z(l —|zn|) < 0.

n=1

Bevis. Se [5 s. 18, Theorem 2.3].

Nu finns det tillrdckligt med bakgrundsfakta for att framlégga en eftertrak-
tad och nodvéandig faktoriseringssats. Det &r den redan ndmnde F. Riesz som
har tagit fram ett klassiskt resultat dér funktioner tillhorande Hardyrum kan
delas upp i tva faktorer, varav den ena &r en Blaschkeprodukt bestaende av al-
la ifragavarande funktionens nollstéllen. Den andra faktorn &r en funktion som
ddrmed saknar nollstéllen och som &ven visar sig ha andra nyttiga egenskaper.
Tack vare denna sats kan manga problem i H?(D)-rum forenklas och 6verforas
till det mer fordelaktiga rummet H?*(D). Satsen kommer att tillimpas i beviset
av den isoperimetriska olikheten. Vid tidpunkten for T. Carlemans ursprungli-
ga bevis var F. Riesz sats endast kédnd for &ndliga Blaschkeprodukter, vilket ar

orsaken till hans 6verflodiga antagande om en slét kurva.

Sats 2.13. (F. Riesz) Lat f € HP, 1 < p < 0o, vara sadan att f Z 0 och lat
B wvara Blaschkeprodukten svarande mot nollstillena {zy, }nez, till funktionen f.
Da gdller att f(z) = B(z)g(z), dir g € HP ar en icke-forsvinnande funktion pa
D med egenskapen ||g|lge = || f] me-

BEvis. Man kan anta att funktionen f har odndligt manga nollstéllen, eftersom
i annat fall 4r satsen och beviset ointressant. Lat

g(z) = g(zz)) och gn(2) = szv(z)’

dér By ér Blaschkeprodukten svarande mot de N forsta nollstéllena till f. Det
ar klart att [g(z)| > [f(z)| for alla z € D, ty |B(z)] < 1 for alla z € D, vilket ger
att [|gllze = ([ f]|ee-

28



A andra sidan, eftersom |By(e?)| = 1 for alla 6 € [0, 27| sa giller for fixerat
N € Z4 och € > 0 att
|BN(ei9)‘ >1—¢€

da |z| ar tillrdckligt ndra 1. Foljaktligen géller for r € ]0, 1] att

f(re?)
By (ret?)

p

1 2 o 1p 1 2
— P ge = — d9
o J, ‘QN(TG )‘ o /0

1 2m . o 1p
<o [ a=arlrten)as

1 27 ] »
<= [o [l )
= (L= | fIl5»-

Lat € — 0 och kvar blir
1 2

5 | o (eI do < ISl

som géller for varje r € |0,1] och alla N € Z,. Emedan gy(z) — ¢g(2), da
N — oo, likformigt pa kompakta delméngder av D och |[gn(2)| < |gn41(2)] for
alla N € Zy och varje z € D, ger den monotona konvergenssatsen (se [9, s. 21,

Lebesgue’s Monotone Convergence Theorem 1.26]) att

1 2 )
b= NP ao
lolle = 5= [ latre)
1 2m

_ - : 0\ |P
“g ) ot

: L[ 0\ |P
:]\;gnoo [%/0 lgn (re’)| d@]
< 1AWz

for varje r € ]0,1[, varfor ||g|lge < ||f||m». Detta i kombination med den redan
erhallna olikheten ||g||g» > || f||z» ger att ||gllge = ||f||a» och satsen &r bevisad.
U
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Kapitel 3
Den isoperimetriska olikheten

I detta kapitel behandlas den isoperimetriska olikheten, vars bevis grundar sig
pa ett resultat av G. H. Hardy och J. E. Littlewood. Inledningsvis bevisas denna
sats genom ett standard bevisforingssatt for Hardyrum déar man foérst bevisar
specialfallet p = 2 med vars hjédlp man sedan kan bevisa det allmédnna fallet.

Innehallet i kapitlet baseras pa Dragan Vukotiés [13] artikel.

Sats 3.1. (Hardy-Littlewoods sats) Fior 0 < p < oo gdller att varje funk-
tion f som tillhor HP(D) tillhér dven A*P(D), dvs. HP C A%, samt satisfierar

olikheten || f|laze < || fllmge. Likheten gdller om och endast om f kan skrivas i

= ()

formen

dir |A\| <1 och ¢ € C.

BEvis. Till en bérjan betraktas fallet p = 2. Lat f € H?> C A? enligt Anmiirkning
Olikheten som da ska bevisas ar || f|| 4+ < ||f]|z2. Med hjilp av definitionen
av Bergmanrum (Definition samt rdkneregel for komplexvirda funktioner

kan uttrycket || f||%. omskrivas till || f?||%s:

I = 5 [ @I aAG) = = [ 1PEF dAe) = 121

Eftersom funktioner tillhérande funktionsrummet A2 éir komplexvirda analytiska
funktioner pa den 6ppna origocentrerade enhetscirkelskivan D, har f (och f?)
en potensserieutveckling kring origo enligt Sats och Anmérkning [1.7 Med

andra ord kan funktionen for varje z € D uttryckas som f(z) = > a,2", dar
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a, € C. Dérefter kan Cauchyprodukten (Lemmal[l.8) av tva oéndliga potensserier

tillampas och da fas att

11l = 1£21% = ILf - £

()5

n=0 k=0

2

AZ

A2

Sats 2.7 . ger att A%-normen i kvadrat kan omskrivas i enlighet med ||Y "2 ;2" ||

=37 L“jrl Genom att jamfora det senaste uttrycket med vansterledet i formeln
ses att den inre summan ZZ:O aia,_r motsvarar koefficienten a;. Dérav foljer av

formeln likheten

n=0 k=0

2 2

n

E QpQp—f

k=0

=1
:nz%n—i—l

A2

Till f6ljande kan faktorn <5 flyttas in i absolutbeloppet och summan, varefter

Cauchy-Schwarz olikhet for komplexa tal (Lemma_ gar att tillimpa pa varje

term i den oéndliga summan. Notera dar att ﬁ € R, sa i lemmat &r b; = b;

enligt komplex rakneregel. Alltsa fas att

2 2
oo 1 n
%n kz:%akan_k — ;akan . m

L

2 n
3 loona) |75y kzl)

- 1
Z\akan—kf n+1~(1+1+...+1)>

k=0 n + 1 st.

n ) 1
> fotncel ) 0+ 1>)
Z [

k=0

Mg uMg

IN

(Z\akan J (Z

k=0

3
Il
o

K

i
o

W

3
I
o

[M]8

i
o

Mg

i
o
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Det aterstar att gora det omvénda till proceduren ovan. Cauchyprodukten av

tva absolutkonvergenta odndliga serier (Anmérkning tillsammans med Sats

[2.6] ger att
S3 " JaePlanaf? - (zw) (zw)
0 n=0

n=0 k=
= 117 - 1 F 1l
= || fllz=-
Sammantaget dr det klart att || f]|%4s < || f||32, varav foljer den eftersokta olik-

heten ||f||las < || f]|z2 som géller for varje f € H?. Pa samma sitt som tidigare
medfor detta i sin tur att H? C A*. Med andra ord giller inklusionen H? C A%
for fallet p = 2.

Nér géller likheten ||f||4: = || fl|52, dvs. [[f]las = || fllg=? I utrdkningarna
ovan gjordes uppskattningen

=1
;n—i-l

n

o0

2

< E |akan—k|”,
n=0

k=0

" 2
E ApQp—f
k=0

eller ndrmare bestdmt en kedja av olikheter av formen

(Z}akan | > ( 2) (3.4)

for varje n € N, vars likhet nu bor kontrolleras. Den forstndmnda olikheten kan

1
n+1

fortydligas med parenteser till

o0 1 n
; (n—i— 1 kzzoak&nk

och da ar det latt att inse att vénster och hoger led i olikheten &r lika med

2 oo n
) S Z <Z |akank|2> )
n=0 k=0

varandra om de odndliga summornas motsvarande termer &r lika med varandra.

Likhet géller trivialt for termerna svarande mot n = 0 och n = 1:

0 2 0
Z Apdo—k| = |a0a0|2 = Z |aka0—k|2,
k=0 k=0
1| < o 1
5 ; QpQ1—k = 5 \aoal + a1a0\2 = 5 \2a0a1|2 =2 |CL06L1‘2
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1
= lagas |* + arao” = |agar_x|*.
k=0

For 6vriga n kan konstateras att enligt Cauchy-Schwarz olikhet for komplexa tal
(Lemma [1.10)) géller likhet i (3.4) om och endast om aga,_ och ﬁ ar linjart
beroende for £k =0,1,...,n, dvs. da

Cy
n—+1

QpQp—f — s (36)
dédr C,, &r en konstant som beror av n. Eftersom detta samband ska gélla for

varje k = 0,1, ...,n, sa fas foljande kedja av likheter

Cn
vn+1

for alla n. Betrakta vidare ekvation (3.6). Om k = 0 och n = 2m, sa foljer

att agag, = \/(;27%, liksom & = m och n = 2m ger att a,,a,, = \/gfn% Dessa

(3.7)

aglyp = A1Qp—1 = ... =

i kombination ger sambandet agas,, = a2, for m € N. Om da ag = 0, sa &r
ocksa a,, = E./apaz, = 0 for varje m = 1,2,.... Det i sin tur medfér att
f(z) = > qapz™ = 0 for varje z € D, dvs. f = 0, som &r ett ointressant
fall och darfor kan antas i foljande steg att ag # 0. Lat beteckna A = o Fran
likhetskedjan foljer att

ay
ap = —0p_1 = Aan—l
ap
for varje n = 1,2, .... Genom iteration erhalls

Ap = /\an—l
ap—1 = )\a(n—l)—l = Aap—2

ap—2 = )\Cln,3

a9 = )\CLl
a; = /\(lo
som sammanslaget blir a, = Aap_1 = Nap_2 = XNa,_3 = ... = X" la; = Nay,

varfor a, = A'ag for n € N. Slutligen kan konstateras att den ifragavarande

funktionen svarande mot specialfallet p = 2 antar formen
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(3.9)

da

Taylorutveckling ger

f(z)= Zan Zao (A2)" 1_ )\z

n=0

Den sista likheten i berdkningen ovan foljer av att det ar fraga om en geometrisk
serie (med forstatermen ag och kvoten Az) som konvergerar om |Az| = |A||z] < 1.
For varje z € D giller att |z| < 1 enligt Definition , varfor konvergensvillkoret
for den geometriska serien kan forenklas till |A| < 1. Likheten || f]jas = || f] a2
implicerar alltsa funktionsuttrycket , vilket stdmmer Gverens med satsens
pastaende for p = 2.

Den omvéinda implikationen fér p = 2 bor &nnu bevisas. Antag att

C

f(Z)Zm,

dar konstanterna ¢ och A dr komplexa samt |A\| < 1. Funktionsuttrycket motsva-
rar summan av en konvergent, ty |Az| < |[A| < 11 enlighet med ovan, geometrisk

serie (med forstatermen ¢ och kvoten Az), sa uttrycket kan vidare omskrivas till

= i c(Az
n=0

for z € D. Med hjélp av Cauchyprodukten (Lemma och i likhet med tidigare
berdkningar kan ett uttryck for funktionen f? bildas:

o (S (£)
i ( eAfe™™ ’f)

n=0

£erg)-

n=0

:ZCQTL+1 YA

n=0

8

8

Genom att pa funktionerna ovan tillimpa tidigare resultat, formlerna i Sats

och Sats komplexa rékneregler (notera att |A\"| = |A|" for n € N) samt
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summan av en konvergent geometrisk serie erhalls

171 = (1£1)° (Zrch) (Zrcﬁw%) - (%) ew

da || < 1, och
9 |2(n + 1)A"]? le|*(n + 1)2| AP
17114 = 12113 = Z— Z o
= |c|4Z(n + AP B12)
n=0

Allmént géller till foljd av derivering att

% (Z (xQ)nH) =2z Z(n +1)2?

n=0

och a andra sidan ger igen summan av en konvergent geometrisk serie att
2

Z n+1 21'2 ) (ZL‘Q)n _ - f -

n=0 n=0

da |z| < 1, varfor

d x? ~ 2z(1—a?) —a*(—22) 2
Y dw(l—ﬁ)‘ (=) (=)

Sétt @ = |A| och for |A] < 1 och A # 0 géller da att

o

S+ DAPT =

(1—A2)*

Med hjilp av detta kan sambandet mellan uttrycken (3.11) och (| - visas,

néamligen

= 1 2\
44: 4 1 2”: 4—: = 42.
e = 30+ DA = el o = (25 = Wt

Foljaktligen erhalls den eftersokta likheten || f||a+ = ||f||zz. Om A = 0, sa fas
den konstanta funktionen f(z) = ¢, ¢ € C, for vilken likheten || f||as = || f] a2

galler trivialt. Déarmed &r satsens pastaende om likhet for fallet p = 2 avklarat.
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Nu finns verktygen for att bevisa pastaendet || f||az < || f|lz» for godtyck-

ligt p. Lat f € HP, 0 < p < oo, och antag till en borjan att funktionen &r
icke-forsvinnande pa D, dvs. f(z) # 0 for varje z € D. Da kan man betrak-
ta en entydig analytisk gren (huvudgrenen) av funktionen f 5. Definitionen av
Hardyrum (Definition ger normsambandet

1 e ' 1/2
1115 = )" = (s | [ Lreeypas) )

<r<1

1 27 ) 1/2
= sup {%/ |f(7"e“9)’2p/2 d@}
0

0<r<1

1 27 N ) 9 1/2
= sup [—/ |f§(7"e’9)’ d@}
o<r<1 | 27 0

D
= 1721 2

och dérav vet man ockséa att f2 € H?. Pa motsvarande sitt visas for Bergmanrum
(Definition [2.3) att

2 2p/4 1/4
FIEG = 1% = (1£1%5,)

1 1/4
- (2 [uerraae)
™ Jp
1 1/4
- (2 [z aa)
™ Jp
1 1/4
- (2 [t aac)
™ Jp
=175 us-
Tidigare i beviset konstaterades att || f|| 4+ < ||f|| g2 for varje f € H?, varfor
1A = 175 s < 175 = 111055 (3.15)

Saledes géller olikheten || f||42» < ||f||» for alla funktioner f € H? som saknar
nollstéllen. Tidigare i beviset konstaterades ocksa att likheten ||f||as = ||f|| 2
géller om och endast om f(z) = =5, dér ¢ € C. Hérur foljer att likhet intréffar

i (3:15) da f2(2) = 5, vilket i sin tur medfor att || f||az» = | f||z» om och

endast om
c 2/p

Notera att detta &dr en funktion som saknar nollstéllen, férutsatt att ¢ # 0.
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Slutligen, lat igen f € HP, 0 < p < oo, men antag nu att funktionen har
nollstéllen pa D, dvs. f(z) = 0 atminstone i en punkt z € D). Antag ocksa att
f # 0. Enligt F. Riesz sats (Sats kan funktionen da faktoriseras i formen
f(2) = B(z)g(z), ddr B ar Blaschkeprodukten som har samma nollstdllen som
funktionen f och g € H? &r en funktion som saknar nollstillen pa D, dvs. g(z) # 0
for varje z € . Vidare giller enligt samma sats att || f||z» = ||g||z». Med stod
av Sats vet man att Blaschkeprodukten har egenskapen |B(z)| < 1 for varje
z € D och att B € H*. Fran definitionen av Bergmanrum (Definition foljer
att

1Bollaer = (%/DB(Z)Q(Z)P” dA(z)>1/2p
- <l /D (1B(2)lg(=)])* dA(z))1/2p

™

< (2 [ aae)

= [lgllaz-

Foljaktligen fas att

[ fllaze _ [[Bgllaze _ |lgllaze
[z Mgl = Mgl

<1, (3.17)

dér den senare olikheten foljer utifran det som konstaterades pa foregaende si-
da: for varje funktion g € HP som saknar nollstiillen giller att ||g||42» < ||g||me-
Ekvation ger att |[fllaze < ||f||u» for alla funktioner f € HP som har
nollstéllen. Det &r strikt olikhet pa grund av att det pa féregaende sida konsta-
terades att likhet giller om och endast om funktionen saknar nollstéllen (och
antar den givna formen) och dérfor kan inte likhet gélla i detta fall. Hirmed star
det klart att for 0 < p < oo giller olikheten || f|| 42 < ||f||g» f6r varje funktion
f € HP. Detta implicerar satsens forsta pastaende; HP C A% for godtyckligt p,
och satsen ar bevisad.

O

Da Hardy-Littlewoods sats ar fullindad kan man &ntligen formulera och ele-

gant bevisa den isoperimetriska olikheten.
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Sats 3.2. (Den isoperimetriska olikheten) Antag att 2 dr ett Jordanomrade
med arean A(2) som begrinsas av en rektifierbar kurva 0Q vars lingd dr L(0S).

Da gdller att
L(09)?

<
A(Q)_ A

ddr likhet intrdffar om och endast om Q) dr en cirkelskiva.

BEvIis. Antag att {2 dr en 6ppen, dkta och enkelt sammanhéingande delméngd
av det komplexa talplanet C. Till foljd av Riemanns avbildningssats (Sats
existerar det da en konform avbildning f=! =: F : D — Q. Eftersom  é&r
ett Jordanomrade som begrinsas av Jordankurvan 0f) kan avbildningen enligt
Carathéodory (Sats kontinuerligt utvidgas till att gélla dven randen; F' :
0D — 0N). Da géller att

L(09Q)) = L(F(0D))
— L(F({z €C: || = 1})
= Tlg{l_ L(F({z € C: |z| =r1})). (3-18)

Ett uttryck for lingden av cirkelavbildningen fas genom att sitta u = F(re®)

och sedan derivera med avseende pa 0:

du d

= @(F(rew)) = F'(re) -re ..

Dirmed dr du = F'(re®)rie?®df och eftersom baglingden av en reguljir kurva I’

ges av [, |dul, sa foljer att
2m ) )
LF{zeC: |2 = })) = / |/ (re®)ric?do)|
0

21
:/ |F'(re“9)|]r| |4 |eza||d6\
0 NN~

=1 =1

2m
= r/ |[F'(re”)| db.
0

Saledes kan langden av randen av €, ekvation (3.18]), enligt Lemma uttryckas

som

27
L(69) = lim r / |F'(re')| b
0

r—1-
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1 2m )
=27 lim l—/ |F'(re”))| d@]
21 Jo

r—1- s

= 27 sup [i /O K }F’(rew)}de}

O<r<1 | 2T

=27 HFIHHI

Till foljande berdknas arean av omradet 2. Hir utnyttjas att arean av en
konform avbildning F av en (mitbar) delmingd X ges av [ [, [F'(z)[*dzdy.
Man far att

A(Q2) = A(F(D))
1 2m ) 9
— / / ‘F'(re’e)‘ rdrdf
0o Jo
1
o [IPFAR)
T Jp
= || F'|[%.

Hardy-Littlewoods sats (Sats ger att for p = 1 och f = F”’ géller olikheten
|F'||laz < ||F'||g for varje funktion FV € H'(D). Eftersom 09 #r en rektifier-
bar kurva, enligt satsens antagande, sa foljer av Lemma [1.17]| att den konforma
avbildningen F uppfyller egenskapen F’ € H'. Genom att da utga ifran det fak-

tum att [|[F’||a2 < ||F'||g och dérpa tillimpa langd- och arearesultaten erhalls

foljande olikheter som sinsemellan ar ekvivalenta:
[ [z < 1 E" |20
1|5 < 1170

AQ) _ L(O9)?

T = A4r2
2
AQ) < L(09) ‘
4

Den isoperimetriska olikheten &dr med detta bevisad men det kvarstar att un-
dersoka dess likhet. Igen med stod av Hardy-Littlewoods sats (applicera p = 1
och f = F’i Sats kan man konstatera att likhet i ovanstaende ekvivalenser

intriaffar om och endast om funktionen F' antar formen
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Fo- (5)

dar ¢, C' och A\ ar komplexa konstanter. Genom att integrera F’ far man

C az+b

ddr man kan anta att A # 0 darfor att fallet A = 0 &r uppenbart. Vida-
re &r K, a och b komplexa konstanter och den erhallna funktionen &r ratio-
nell med linjara funktioner i téljaren och ndmnaren. Med andra ord &r F' en
Mébiustransformation (se Definition forutsatt att A # 0 och C' # 0. Funk-
tionen [’ avbildar da en cirkelskiva pa en cirkelskiva eller pa ett halvplan en-
ligt Sats [[.15], men eftersom halvplanets randkurva inte dr dndlig och eftersom
F(D) = Q sa maste méngden (2 vara en cirkelskiva.

O
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Kapitel 4

Ekvivalenta olikheter i
Hardyrum och viktade

Bergmanrum

Med stod av Kehe Zhus [14] artikel behandlas i detta kapitel tre klassiska olikhe-
ter som visar sig vara ekvivalenta i Hardyrum och Bergmanrum. Bergmanrum-
met (Definition som definierades i borjan av avhandlingen &r egentligen ett

specialfall och gar att utvidgas och skrivas i en mer allmén form som foljer hér.

Definition 4.1. Lat 0 < p < o0 och —1 < a < oo. Ett wviktat Bergmanrum,
som betecknas AP (D) eller kort A2, bestar av alla analytiska funktioner f pa D

sadana att
1 1/17
1l = (— / |f(2)|”dAa(Z)) < o0,
T Jp
dar

dA.(2) = (a+1)(1 — [2*)" dA().

Mirk att Definition [2.3]svarar mot det oviktade fallet a = 0. Eftersom |z| = r
da z = re?, ges det viktade areamattet pa enhetscirkelskivan I i polira koordi-
nater av dA,(z) = (o + 1) (1 — r?)“rdrdo.

4.1 Fran Hardyrum till Bergmanrum

I detta avsnitt presenteras de tre klassiska olikheterna for Hardyrum. Dértill

visas att var och en av dem kan genom integration i radiell riktning 6versattas
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till att gélla dven for viktade Bergmanrum.

4.1.1 Fejér-Riesz olikhet

Till forst en olikhet framtagen av Lipot Fejér (1880-1959) och den redan bekanta

matematikern Frigyes Riesz.

Sats 4.2. (Fejér-Riesz olikhet) Antag att 0 < p < oo. For varje funktion
f € HP gidller att

1 p 1 o *( 10\ |P
@ <5 [ lrEnp .

BEvis. Se [0, s. 46, Theorem 3.13].

I foljande sats ér Fejér-Riesz olikhet formulerad for viktade Bergmanrum.

Sats 4.3. Antag att 0 < p < 00 och —1 < o < o0. For varje funktion f € AP
gdller att

/_ (1= 1) @) de < /le(z)|pdAa(z).

1

BEvIiS. Antag att 0 < p < 0o och —1 < o < oo, samt antag att f € AP.
Fixera r € |0, 1] och beteckna f,.(z) = f(rz) for godtyckligt z € D. Notera att
for 0 < r < 1&r fr(e?) = f.(e?), da f € Hol(D). Det ér klart att funktionen
fr € HP for varje r och dédrav géller enligt Fejér-Riesz olikhet (Sats att

/ £ |pd:c<—/ :(e)[7 db,
' L[ NE
/1|f(rx)|7’dx < 5/0 | f(re®)[" de.

Genom att multiplicera bada leden i olikheten med (o + 1)(1 — T’Q)QTCZT och

dvs.

samtidigt integrera 6ver r € |0, 1] erhalls

|f(rz)[P(a+1) (1=r?) *rdrde < = P (+1) (1=r%)“rdrdo,
[/ erosmocervases [ [ et

vilket kan skrivas som

(a+1)/0 r(1—r?) (/ |fm|pdx>dr< /|f WPdAL(x).  (4.1)
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Till foljande kan det vinstra ledet i olikheten omskrivas med hjilp av varia-

belsubstitution. Sitt u = rz. Da dr x = %, som man kan derivera med avseende

de d (fu) ldu 1

du  du\r) rdu 7’
dvs. du = 1 du. Integrationsintervallet = € [—1, 1] motsvarar nu u € [—r,r]. Det
vénstra ledet i olikhet (4.1)) kan ddrmed omskrivas till

(o + 1)/017«(1 —r2)a( _:|f(u)|p%du>dr

pa u och fa

och da r forkortas bort erhalls

(a+ 1)/01 (1 —TQ)Q(/_: |f(u)|pdu)dr.

Enligt Fubinis sats (se t.ex. [ s. 164, Theorem 8.8 (a)]) far man utan problem
kasta om integrationsordningen i uttrycket ovan (ty funktionerna &r kontinuer-
liga, métbara och icke-negativa) men da bor man samtidigt byta integrations-
grianser; emedan —r < wu <roch0<r<1lfasatt —1 <u <1och |[u] <r <1.

Det forra uttrycket ér saledes ekvivalent med

@) [ !f(u)!p( /|| (1- rz)”‘dr) du.

Genom att tillbakasétta variabeln x := u far olikhet (4.1)) utseendet

@+ [ 1 / -y < g [lrerane. 02

x|

Vidare &r det klart att (1 —r%)" < (1 —r2)" for varje r € ]0,1[ och dérmed

/llr(l—TQ)adrg/l(l—r2)adr

z| ||

aven att

(ty funktionerna dr alltid positiva), samt notera att

/llr(l—r2)ad7“:—%/|1(—2r)(1—r2)adr

x| z|

(1 . 7"2)a+1
a+1

1
1

2

||
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1 2\ a+1
= ez (001D
_ (1 . |.1"2)a+1

20+1) 7

varfor .

(1- \x!Q)aH < (a+ 1)/ (1—r*)"dr.

||

DN | —

Sammantaget ger detta tillsammans med olikhet (4.2)) att

%/Uﬂmwu—mW“““S<a+”z“@W</

z|

1

(1—r*)° dr) dx
g%évwvwaa

dvs.

/ 1= 2P @) de < /le(z)|”dAa(z)

1

och beviset ar klart.

4.1.2 Hardys olikhet

Nésta klassiska resultat inom Hardyrumteori &r en olikhet av sjédlvaste G. H.
Hardy.

Sats 4.4. (Hardys olikhet) Antag att f € H* och ldt

flz) = Z anz"
n=0

vara funktionens Taylorutveckling pa D. Da gdller att

S |an|
< .
>t < sl

BEevis. Se [5 s. 48, Corollary].

Motsvarigheten till Hardys olikhet fér viktade Bergmanrum presenteras av

foljande sats.
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Sats 4.5. Antag att —1 < o < oo och att f € AL. Lat
z) = Z a,z"
n=0

vara funktionens Taylorutveckling pa D. Da gdller att

b Fa—|—2
3 LG )< /|f )] dAa(z
n+1 —l— —|-2

n=0

BEVIS. Antag att —1 < aw < oo och att f € AL. Lat fixerar € ]0, 1] och beteckna
fr(2) = f(rz) for godtyckligt z € D. Funktionen f,. har da Taylorutvecklingen

= Z anr" 2",
n=0
Emedan f, € H' for varje r (p = 1) ger Hardys olikhet (Sats att

a 7"
Z' L T

n+1

vilket kan skrivas som

> |, |r" 1 [% ;
St 5 [ lseen]as (45

eftersom

27
il = sup [i / ‘fr(sei9)|d9]

1 [ .
et [ [ bt

2T
= %slir{l— {/0 |f(rsei0)‘ d@}

1 s
:—/ lim ‘frse |d0
0

2 s—1—

1 [ :
= 5/0 |f(rew)‘ do.

Utifran olikhet (4.5)), dar summans alla termer ar positiva, vet man att foljande

< 1/% |f(rei9)‘d9
i 2 0 .

45

fs konv. likf. pa rD

géller for varje N € N:

al |a|r
Zn+1

n=0
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Liksom i foregaende bevis multipliceras till foljande bada leden i olikheten med

méttet (o + 1)(1 —r?)“rdr samt integreras 6ver intervallet ]0, 1[. D4 erhalls

/(Z\an\ ”)( +1)(1-r?)rdr < // N(a+1)(1—r?) rdrdd,

dvs.

/ (Z [anlr™” ) (a+1)(1—r)"dr < %/D\f(Z)\dAa(Z)- (4.7)

Pa grund av den dndliga summan &r det fritt fram att integrera termvis och

dédrmed kan det véanstra ledet i olikheten omskrivas enligt

/0 (;‘ag‘inl )( +1)(1-r?)" dr—Z(%/{) (1—T2)ar”+1dr>,

n=0

varefter man later N — oo. Det aterstar att skriva uttrycket med hjilp av

gammafunktionen I', som for x > 0 definieras som
[(x) = / t" et dt.
0

Man kan visa (se [10} s. 160, Proposition 1.1]) att gammafunktionen som sadan
kan utvidgas till en analytisk funktion pa halvplanet Re(xz) > 0. Det &r en unik

funktion med manga intressanta och vélkdnda egenskaper, daribland

/0 (1— )" w1 gt = —?ii)?yy)) (4.8)

dér x > 0 och y > 0, samt

(x+ 1Dl (z+1)=T(z+2). (4.9)

Betrakta integralen

1
/ (1 — TQ)QT"H dr,
0

dir —1 < @ < oo och n € N. Fore formel (4.8) gar att tillimpa pa integralen,
behover man gora variabelsubstitution. Sitt ¢ = 72. D& &r 7 = v/t (den negativa

l6sningen slopas ty r > 0), dar ¢ > 0. Vidare fas att
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dr d 1

dvs. dr = ﬁ dt. Integrationsintervallet forblir det samma. Integralen kan ddarmed

uttryckas som

QA%l—ﬂﬁﬂ“dwzlul—w%vﬂwﬂxfﬁ

1

1
::_l/ (1—)* 2tz gy
2 0

1 [t .
_ -/ (1= 1) 43 dt,
2 )y

varefter formel (4.8)) gar att applicera. Identifiera o = x —1 och § =y — 1, vilket
ger att z = a + 1 > 0 respektive y = 5 + 1 > 0. Foljaktligen fas att

Z <|an7|1((—);-11- 1) /0 (1- T2)04Tn+1 dr)

n=0

1
o n+1 2 0

an|(0+ Dl (a+ )02 +1
_er D(a+ DT (3 +1)

(n+ 10 (% +a+2)

E:|an|ra+2( “4+1)

(n+ 1)l (3+a+2)’

dér den sista likheten foljer av gammafunktionens egenskap (4.9). Med utgangspunkt
i olikhet (4.7)) erhalls da N — oo att

> Fa—|—2
n+1 —i— +2

n:0

vilket skulle bevisas.

4.1.3 Hardy-Littlewoods olikhet

Den tredje och sista olikheten &ar ytterligare ett resultat till f6ljd av samarbetet
mellan G. H. Hardy och J. E. Littlewood. Namnvért dr att Hardys olikhet (Sats
ar egentligen ett specialfall av denna sats.
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Sats 4.6. (Hardy-Littlewoods olikhet) For varje p € ]0,2| ezisterar det en
konstant C, > 0 sadan att

oo

2
S+ 17 el < 6, [ e

n=0

for varje funktion f € H? med Taylorutvecklingen f(z) = " a,z" pa D.
Bevis. Se [5 s. 95, Theorem 6.2].

Ocksa av Hardy-Littlewoods olikhet finns det en analogi for viktade Berg-

manruin.

Sats 4.7. Antag att 0 < p < 2 och —1 < a < 00. Om C,, dr samma konstant
som i Sats[4.0, sa gdiller att

> D+ 2)T (%2 +1
3 (F+1)

—2
e AR UL oY WVCTRINE

n=0

for varje funktion f € AP med Taylorutvecklingen f(z) =" a,z" pd D.

BEevis. Tag ett p € ]0,2] samt antag att —1 < o < oo och att f € AP. Lat igen
fr(z) = f(rz) for r € ]0,1[ och z € D. Funktionen f, har da Taylorutvecklingen

fr(z) = i anr"2".
n=0

Ater géller for 0 < r < 1 att ¥ = f.. Eftersom f, € HP for varje r sa foljer av
Hardy-Littlewoods olikhet (Sats att det existerar en konstant C), > 0 sadan
att

00 2w
D (4 1P PP < cp/ | £r(e™)[" df
n=0 0
eller . )
> (41" ag e < Cp/ | f(re’®)|” do.
n=0 0
Summan i olikheten har endast positiva termer, varfor det &r klart att
N 2
>+ 1) Pay [P < Cp/ £ (re®)[? b
n=0 0
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for varje N € N. Efter multiplikation av bada leden med (o 4 1)(1 — r?)“rdr

samt integration 6ver ]0, 1] erhalls
1/ N
/ (Z(n 1720l ) (a+ (- "dr < G, / £ dAa(2).
LA ’ (4.12)
Till foljande vill man omskriva det vanstra ledet i olikheten med hjilp av gamma-

funktionen I'. Notera forst att i likhet med tidigare kan man omskriva uttrycket

enligt

/0 (Z(n +1)P7%a,[? r”pH) (o + 1)(1 — 7’2)a dr

n=0
N 1
= <<n+ 1P ~2la,[P(a + 1) / (1 —r2) et dr)’
n=0 0

och sedan lata N — oo. Integralen i uttrycket paminner om motsvarande integral
i foregaende bevis, endast en exponent som avviker, och déarfor utfors harnést av

samma syfte den samma variabelsubstitutionen. Integralen far darmed utseendet

1 1
1
1 _ T,Q Olrnp-‘rl dr — / (1 _ t)a \/_Z_ anrl_dt
|- Ca—oe vyt
1! np
= —/ (1—)*¢7 dt,

2 Jo

diar t € ]0,1] och n € N. Det dr nu mojligt att tillimpa gammafunktionens

egenskap . pa integralen. Identifiera igen o =  — 1 och % = y — 1, vilket
ger att x = a + 1 > 0 respektive y = ¥ + 1 > 0. Foljaktligen fas att

((n + 1P a,[P(a+ 1) /o (1 —r?)"prett dr)

1 1 np
0

S

1 & (a+DI(a+1I(2 +1)
Z p 2 P
22”* N TCETs)
1 _ la+2)T (2 +1)

_ p—2 P 2
2;("+1) an M(%+a+2)
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dédr den sista likheten foljer av egenskap (4.9)). Olikhet (4.12)) implicerar att

“Tla+2)0(%+1)
(%2 +a+2)

(n-%lV‘ﬂadpf£2C&ngﬂ?MpdAa@J

n=0

och med detta ar satsen bevisad.

4.2 Fran Bergmanrum till Hardyrum

I detta avslutande avsnitt visas hur man utgaende fran Fejér-Riesz olikhet, Har-
dys olikhet samt Hardy-Littlewoods olikhet formulerade for viktade Bergmanrum
kan aterfa de ursprungliga motsvarigheterna for Hardyrum. De tre foéreliggande
olikheterna svarar mot analoga tillbakaoversattningar, som alla grundar sig pa

foljande vilkdnda sats.

Sats 4.8. Antag att 0 < p < oo och att f € HP. Da gdller att funktionen f € AP

for varje a € | — 1, 00[ samt att

g, = [ f1law

i
Jim 1f

BEvis. Antag att 0 < p < oo och att f € HP. Genom att tillaimpa definitionen
av viktat Bergmanrum (Definition samt byta till poldra koordinater och
darefter tillimpa definitionen av Hardyrum (Definition fas att

11 =+ [ 17GIP daus)
= [ (= 1) dAG)

1 27
_ jr_ 1 / / f(reie)’p(l — T2)a7"drd9

:2(a+1) r(1— ) (2i % (re \pde)
32(oz+1) r(1-1%) (Og}gl [— I(Tei")!pde})dr
= @+ DIl [ 20 ar

— (et Dl Q§§¥i:
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= —(a+ D) fIf% - (_ L)

a+1
= [| £l

Alltsa géller for f € HP att || fllaz < || f|lue, vilket ger att H? C AP for varje

a € ] — 1, 00[. Detta medfor i sin tur att f € AP for varje a € | — 1, 00 samt att
limsup || fllaz < [1f ]|z (4.17)
a——11

A andra sidan, emedan

b — su i " ret pd@]
T sp[ /OIf( )

0<r<1 | 2T

ger definitionen av supremum att for varje € > 0 existerar det ett o € |0,1]
sadant att
1 27

[f(re™)["do > [ £1IE —

27 Jo

for varje r € ]o, 1. Av beridkningarna ovan samt denna uppskattning foljer att
1 o 1 2w ]

HprAp =2(a+ 1)/ r(l — 7’2) (—/ ’f(rew)‘pde) dr

“ 0 21 Jo

>2(a+1) /1 r(1- rQ)C“(% /0% |f(rei9)\pd9> dr

g

> (o + D)(If 1L —e)/ (—2r)(1 — )" dr

(1 . 7/12)&—{-1 1

a—+1

= —(a+ 1) (IfI —€) -

(a4 ) — ( - %)
= (I — ) (1 = 0?)™*".

Genom att i bada leden lata o« — —17 erhalls

timinf |11 = 171 — e

a+1

ty (1—0?) — 1 for varje o € |0,1] da « — —17. Eftersom € > 0 far véljas

godtyckligt (e &r nu oberoende av ), kan man lata € — 0 och det medfor att

lminf (| sz = [If]lze- (4.19)
a——11
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Olikheterna (4.22)) och (4.19)) i kombination blir

limsup |l < Il < liminf /] (4.20)

a——1%1 @

vilket ger att likhet maste gélla och darmed fas att

QEI,III+‘|fHAg = Hf”HP

Pastaende. Fejér-Riesz olikhet (Sats foljer av Sats och Sats .

BEVIS. Antagandet i Sats(Fejér—Riesz olikhet) ér att f € HP, ddr 0 < p < oc.
Sats [4.8) ger da att f € AP for varje o € | — 1, 00], varfor

1
| =P iera < [ irerde)
-1 D
enligt Sats [£.3] Detta kan uttryckas som

! a+1
[ =) ir@r < wlsy,

1

da man skriver det hogra ledet som en norm i det viktade Bergmanrummet enligt
Definition Vidare ger Sats (se uttryck (4.20)) i slutet av beviset) att

tim inf || flLap = [/l
a——11
Av detta, tillsammans med Fatous lemma (Lemma [1.20)), foljer att

[ = [ tm (=) @ ds

_1a——17

1
< liminf/ (1= )™ |f (2)P da
—1

a——11
. . p
< mliminf || ][},
= 7| f[[7o-

Slutligen av det faktum att varje funktion f € H? kan utvidgas till att géilla dven

pa randen av enhetscirkelskivan, kan HP-normen enligt Sats uttryckas som

1 2w
P
e = 57 |
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Alltsa fas att

i0)’p d@,

[ e <t M

som &r den eftersokta Fejér-Riesz olikheten.

Pastaende. Hardys olikhet (Sats foljer av Sats och Sats [4.§

BEVIs. Antag att f € H' (p = 1) och lat f(z) = > 2, a,2" vara funktionens
Taylorutveckling pa D. Enligt Sats giller da att f € Al for varje a € ] —1, 00|

samt att

Jgim [l =

Vidare ger Sats [£.5] och Definition [4.1] att

= T(a+2)0(2+1)
“(n+ 10 (5 +a+2)

|ﬂ<g/v ) dA(z) = 7 f]Las.

n—

vilket implicerar att

ﬁjra+zrg 1)

a, < 7w
DT La gyl S Tl

n:O

for varje N € N, eftersom ['(z) > 0 for varje x > 0. Av detta fas foljande

ckvivalenser:

Y Ta+2)r(2+1
[23(< T(E+1)

ap|| < lim =« 1
— n+1)r(g+a+2)| l] i il N

N +
r 2)I (5 +1
Z( |an] - lim (a+2) (2 )> <7 lim [|f][a
a——17F “

n+1 as-1v T(2+a+2)

Z( |an| F(l)r(%+1)> < 7T||f||H1

Y Jan)
ST <l f

Ovan har anvénts att I'(x) = (x—1)! forz € Z;, dvs. I'(1) = 0! = 1. Lat N — o0
och resultatet blir Hardys olikhet.
O
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Pastaende. Hardy-Littlewoods olikhet (Sats foljer av Sats och Sats .

BEvis. Tag ett p € ]0,2]. Antag att C), r en positiv konstant som beror av p
och att f € H?. Lat f(z) = >~ ,a,z" vara funktionens Taylorutveckling pa D.
Sats ger att f € AP for varje o € | — 1, 00|, varfor

ZT(a+2)I (2 +1)
(2 +a+2)

(n+ 1) 2la, ] < 20, / F()P dAa(2)

n=0

enligt Sats [£.7 Detta medfér pa samma sétt som tidigare att

N
[(a+2) F( +1) L »
> R g D el < 2nG

n=0

for varje N € N. Till foljande vill man igen utnyttja grénsvérdet

Jim (1 flL = 1o

fran Sats 4.8 Genom att da lata o — —1% i senaste olikhet erhalls foljande

ekvivalenser:

N
Mla+2)I(2+1)
§ : p=2(, |P. T 2 i p
<(n+1) ol 2 (T rat2) )= 2n Gy Jim 171

n=0

N
T (% +1)
1 p—2 np 2 < 2 C pp
)3 <<n+ Pl ey ) < Gl
N
S (1P anl? < 2w Cyllf [ (4.22)
n=0

Som bekant fran Sats kan HP-normen uttryckas med hjilp av det radiella

1 2m
P
e = 57 |

for varje f € HP. Applicera detta i uttryck (4.22)) och lat samtidigt N — oo och
kvar blir

gransvardet, dvs.

f*<€i9) |P A6

o0

S+ 172, < G, / e

n=0

i@) ‘p d97

som ér precis Hardy-Littlewoods olikhet.
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