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Integratione Fluxionum
Formae: Csin z) CcosZ J dZ.

In Actis Reg. Acad. scient. Holm. pro A. 1758.
p. 194 seqq. exhibuit Cei. Dn. MALLET qua-
tuor formuias pro integrandis fluxionibus formae:
sin Z. m Cos Z. n dZ vel s m xw dZ . denotante s

sinum aeque a Cosinum anguli seu arcus Circularis,
cujus radius ~i, Poslea generali atque unica A-
nalysi Dn, PRAEsEs tum eadem Theoremata tum
bina alia elicuit, quae quidem in casibus quibusdam
non contemnendum calculi compendium praestant.
Haec cum mihi benigne communicaret, operae pre-
tium duxi, aliquantulum hac in re desudare, bre-
•vissimamque ejus expositlonem, speciminis Acade-
mici loco, publicae committere luci.

§. i. Nihil dissicultatis habet integratio hujus*
rrodi formarurn disserentiaiium, quoties fuerit m vel
ti

—

-+■ ij est enim, (neglectis ubique conslantibus),

ssx’*ilZ. ~

—

*
& Js m xclZ—~—Ouinimon x w-i- i

cum sit gencratim s mx n dZ~~xn
. \ —

tdx—s m.i—ss(n- J) :2 ds: sequitur, quoties m (vel
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est numerus positivus impar, posse, resolvendo
j~~vx 1) : 2 (vel r—7!T( ;; —0:2) ;n seriem per theo-
rema binomiale Ne wtonianum, s m x 11 ctZ exhiberi
linito terminorum numero zim-hi: 2 (vel 7; + 112 ) »

quorum singuli, utpote formae y e dy, faciiiime in-
tegrantur.

§. 2, Ut autem aliis etiam casibus conveni-
entes investigentur integrandi formulae, (nisi forte
■omnibus ia universum aeque sufficiens aliqua dari
pellit), si in primis inquiratur, annon integrak quas*
rendum membratim seu per parces ita reperiri queat,
ut quae, inuento forte integrali aliquo partiali, dein
adhuc integranda supersit fluxio, cum propolita e-
iusdem generis seu formae ac proinde pariter reso
labilis, simplicior tamen, sit; atque sic, uniformi
tenore seu conslante quadam lege opus urgendo,
tandem deueniatur ad integrandam fluxionem m
suo genere (implicissimam: ponatur partiale illud in-
tegraht esTe algebralcum formae as xh sumendo
itaque «) ipsius fluxionem &0) substituendo
in ea 1—0 pro xx , vel y) i~xx pro ss, obtinetur
dQs k x0- 00 s/Z. sk~' x l-\k - (,1)

r/Z.G x l~ i
- F5T s h * 1 xl ~ 0= (*.) dZ*

Qk+l.s* 1 x^ 1
— Is* —I x^~ statuantur jam

successive in valore «, kZl i~m t l~ 1 zzir, in (3,
A'_Z.i —W; /—1 =«j in y, £— l—izz/j: turn
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Integrando & reducendo prodibunt formula seu
Theoremata sex sequentia:

A) si mX”dZ ——

r
—- n~dii5sn -** n** dZ.

r s m~* IX W ~ T n~\ r
£() s$ m X » dz~ ■ —ss dz.

s?l —h I ?// —s- 1

J777 — r #7—i
B). ** *VZ ~-— - ss m 2xn JZ»J J m-+n m-+n

sW-+1X n*I 7/7+77+2 / „ ,

55) /5™ x n dz —

— <- ss m *~x » */z.J -+ I 777 —h I

Iv;/—i 77 — I
C) ss m x n dZ~ *■ - (s mx n — 2 dz.m -+• n nt -+ n' ‘ ■
_

, j*® + r 777+77 + 2/- ,

Z=z-~ — - ss**.X*+ajz.J n -t- r i

Harum formularum, quas sic quidem praebuit
allata Analysis generalis, posteriores quatuor sunt i-
psa illa Theoremata D;ni MALLET, quorum ab
initio memini.

§. 3* Potest quaelibet harum formularum con-
verti in seriem; cujus autem singuii termini com-
modissime invenientur, & praeterea, quibus casibus
apta sit vel minus, optime judicari poterit, exhibi-
to prius termino seriei generali. Et quidem atten-
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sa formulae inspectio facile dabit terminum genera-
lem summatorinm (h, e. signo integrationis / asse-
ctum), qui, ad ductum ipstus formulae resoivatur
in bina sua membra, algebraicum aeque summato-
rium. Haec junctim sumta demum exponent sor-
mam seriei generalem. Hoc, inquam, modo obti-
netur terminus seriei generalis '

*

Algebraicus, ordine sammatorius.

ex m—* i. m_ 3.... m~* sn~~> 2r—< i
;;_t-i.?/_t-3.... w.+2r_+i

■+■ Q *xn^r^2d\
51) -s- T

‘ 1 *
— cr ~+ r . /* "+ 2r-t- T st

7'''’H 27 ’-* 1

«?_,.!. m _7i ••••«»-+ 2r_,. I

_QE^FZT/5*-ar-+V- 2r~ 2<
i. m_< 5 .... /»— 2r-" 1 X77-*- 1

Jb J ••• — ■— =r~ V sT~~ ==r“ =====

m -*.n.

—4- Qw/_, 2^".—i i.ffrn’~' 2?’~ 1 2^;; d^.
cv> n s8_»-Zg.CT-..»-4.4-

# /»-<■2r-+ 1 a; 77 -H
> ,,,

"+ ~

m Z^\. OT-+-3 m^.zr^.1
-+ Q m^?i^.2r^<2.j'sm

-h7r^-'2Xn d%.
C ) »•• —*-

pt-+n.vi-±.n—< 2... 2r

■H- Q. xn~ 2d%.
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gs. xn ~+
*r

~i ' 1
v ) •••

u 1 *

n 1 . n 3 11 ir 1.

& substituendo pro r successive 1, 2, 3,...p, &c.
prodit terminus seriei Algebraicus 2: dus, 3;ius,
4:rus, ... 10.mus &c. nec non residuus summato-
rius, quem ingrediens coefficientem notat ter-
mini illius Algebraici, ubique tamen positive ac-
cipiendum.

5.4* Quamvis generales sine istae formulae ($.2.)
eatenus, ut recte se habeant, sive positivi sive ne*

gativi suerint numeri m , 7/, sive alter positivus, al-
ter negativas: non tamen existimandum, singulas
lingulis casibus aeque convenire nedum sufficere.

C' X7" Qs 7

sic v* g. obtinetur quidem Js4 x 3 dZ ~
—

. 5 3;

per Theor. 21, & = per Theor. C; re-
7 3s

liqua vero Theor m ita, saltera solitarie adhibita, hoc
in casu omnino sunt inepta. Plurimis autem in
casibus, binis (Imul utendum est formulis, ut inte-
grale quaesitum ad formam simplicissimam reduca-
tur, quapropter, praecipue si paucissimis’, quam sie-
ri possit, terminis id praestare velis, delectus Theore-
matum adhibendus erit; quod unico probasTe suffi.
ciat exemplo. Valor fluentis J—~ triplici inpri-
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ipi? ratione obtinetur; scib quia mzz 8 A;/=r — p,
_ .. /iVZ s 9 r 9 • .s 9 ss*

1:0 «■ « prod!t
/" •/ "7ii_./

, adeoque substituto ex Theor. B. pro
I 20 X

/> VZ -

,
* 7

j3 /?Z, ./L— e■ us valore ~

——. — ~-s ob-
xj 7 r 3 A "

sivz
tinetur va Tor ipsius / & quidem p terminis ex*

/V 8 /77 p 7 rpressus. aro Inverse sit per B, '■—~ ——

3. 4.V *1T

Iti & £ 7'
3 .sT® X8 X 9 r X 9 48 X5

-+ 4. J?I */t— 9 unde itidem p terminis
102 x 4 128 x- 128 x

v si8exprimitur totus vaior ipsius Jr—sed 5:0 A uno
negotio & solummodo 5 terminis dat quaesitum in-

tegrale, sidi. 2,4 51.i
a-9 &X® 48 X 5 192 X4 128 X®

— •ii2
'. Postrema igitur methodus hoc in casu

128 x
caeteris merito praeserenda est.

§, Antequam vero regulas istas adseram,
quae in casu quovis speciali de commodissima ho-
rum Theorematum (§. a.) & inde eruendaruni
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serierum (£. adplicatiope observandae sunt, se-
quentes praemittere placebit generales arsimadver-
siones circa indolem harum serieriim:

a). Coefficiens termini cujusvis ingreditur, ceu
factor, terminum proxime sequentem, adeoque se-
cuturos omnes.

0 ) Evanescente igitur termino quodam, abrum-
pitur series, quo ipso dat integrate absolutum seu
Algebraicum.

y.) si non abrumpitur series, sstenda erit,
quando reliquus terminus summarorius factus fuerit
limpjicissimus, qui fieri potest, & anteq am evane-
scat forte factor aliquis denominatoris , adeoque
terminus infinitus incurrat.

inepta autem censenda & omnino non ad-
hibenda c-st series, quoties nec abrumpitur nec ad
fluxionem ducit proposita simpliciorem. Ex his
principiis facile deduci posIunt pro casibus speciali-
bus regulae jam adserendae.

§. 6. Primo igitur i'Ios considerabo casus, in
quibus uterque indicum m , ii est numerus integer.
Quocirca sequentes observencur canones, denotan-
tibus r, <7, k numeros quoscunque integros po*
litivos :
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Cajus Lsi fuerit m (vel ~ 2r-+ r, & si*
mul 1:0 11 (vel m) aut ~iq-+ i , aut —zt 2q: ob-
tinetur fluentis quaesita; valor absolutus per A &

B numero terminorum — » (vel per si &

numero terminorum* = -). 2o si « (ve! m)

—
- 2/? —1 1 ,

& quidem « ) w-+n~ o , reducitur
integrale quaesitum per A (vel si) ad (vel ad

J~ )' /3> si m-+ii±2sc i primo per A (veist) re-

ducendum est integrale ad -+ 11 WZ ( ve j a( j
.T

Jxm-.+n — \JZ j1QC u | ter jus per g (V el q) ad ./^5
(vel y.) si m~+n~ —ik, obtinetur inte-
grale absolutum commodissime quidem per B ( vel
C) atque, si k > 1, etiam per A (vel si); quando
vero fuerit k <(vel < aptius id siet
per s3 & £.

Casas II. si fuerit m (vel n) rr—-2r_r, &simul i;o n (vel m ) zz— 2q.— i: continuata se-
ri6 sb (vel Q£}, donec deveniatur ad /*nd7<

s
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(vel pesiduum hoc integrale ulterius per <s
(vel §8) reducatur ad Per easdem series en*

demque sere methodo, quando fuerit 2:0 ;/ svel ;;;)

~-2<7, integrale quaesitum reducitur ad J~j- (vel

1
* 7

/- ). sed si 3:0 « ( veI »0 — & q uidem *)

m-+nzz%k-*. 1, adhibenda est series (vel A),

donec reslet Jssm -* ndZ (vel Jx”*-* ndZ) quod per

B svel C) tandem reducitur ad id
y (vel i*?). Vel

etiam producatur series 51 (vel A), usque dum su-
persit sx”* -*■”-* l(lz (ye\ Js?n quod deinde

pariter ad G (vel B) adplicandum erit. Prsor me-
thodus eligenda est, quoties r > q, porterior con-
tra. 0) si —zk — I, ; issem valet canon, ac
pro m~+ nzi2k-t- 1, modo adhibeantur TTheor. s5 &. (£

respective pro B & C*

Casus W. Quando est m ( vel n ) —2r & si-
mul 1:0 n (vel m ) z=.2q> reduci potest integrale
quaesitum ad sdZ adhibitis successive seriebus B & C*
si vero 2:0 n (vel m') — -zq y etiam ad jdZ reduci-
tur itctegrale, & quidem «) ope solius seriei A (vel
51), quoties m-+»— o; sed (3) si
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methodo sere eadem utendum est ac pro Casu II,
3. a, 0,

Castis IV. si uterque tam m quam n fuerit nu-
merus negativus par, ad JdZ reducitur integrale per
83 & Q successive.

§. 7. Ad casus autem, in quibus alteruter indi-
cum m & 11 fuerit non integer, generaliter quidem
adpiicari nequeunt allata Theoremata. Aliquan-
do tamen etiam in his casibus adhiberi commo-
de possunt: sic 10 si est m (vel ;/) numerus qua-
liscunque non integer , sed n (vel m ) fuerit =

str-t-J, absolute integrabilis est fluxio sm xndZ per
Theor A & (£, (vel 51 & 85)* 2:0 si neuter i-
psorum m & n fuerit integer, sed tamen ro-+»:-2r,
tum etiam absolute integrari potest sm xndZ per
Theor *83 &(£ Haec vero specialioribus illustrare
exemplis, supervacaneum erit.

§. 8. Per regulas, quas (§. 6.) exhibui, inte-
grale aut absolutum obtinetur, aut reducitur vel
ad sdZrzZ, vel ad simplicissima inregralia logarith-
mica. Horum vero ulterior analysis non est hu-
jus loci. sufficiat igitur solummodo nominasse,
quod sit; 'Jd2 - Log. Tang.i Z, Jd

~
-L> Tang.

(45°-+ hZ)y J~~-Lx = L,sec. U
& — L.Tang Z.soc
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§. p. Quando m & n sunt numeri positlvi inte-
gri, etiam alia ratione, quae ab allatis sex Theo-
rematibus haud pendet, peragi potcst integratio,
salcem si m & lint determinati. Nimirum inde
quod sin A. sin B= i CossA— B) — i Cus( A-+B),
Cos A. Cos B = i Cos (A -+ B) -+■ i Cos (A —B), nec
non sin A. ,Cos B — i sin (A-*- B)-*- i sin{A-—B) :

reperluntur primum s m &x n
pro quolibet deter-

minato m & « {csr, EULER. introd. in AnaU
insaj. Tom. i. § $. 262. 26*♦) & quidem erit
generatim : a: [Cos »Z ;-+■ — Cos

2 n 1

n . n — 1. _

—

v n . 1. » —i. Cn*-+ — -
— Cosa —4 Z -*■ —

v-os
12 I 2 ?

JT-sz*...+ ,*■ »-i._5-2 -L-yk,T,,2Vi e 3 r /

I
&, si fuerit m numerus impar, J*® — ~Zm'

t± sin mZ^y-sin «=iZ 'sin Z

‘

\ l 2 3 r /

_ T nr/i «, riorV s*®——
“

* C —t* COs M Z
—••••]> led, pro w pari, s j w

, w. _

— w. i» —I. • 7 .H-p Cos m —%Z — Cos «a —4 L
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/w—r ,w—r-t-iv — ct’■*(", Y r~)Cosm~ zrZ

— C
in quibus binis posiremis formulis signa superiora
valent pro m formae 4</-+ i & a» sed inseriora
pro m formae 4|q—1 & 4<7. Hinc facile prodeant

dZ & dZ> Porro per easdem allatas sor-
mulas Trigonometricas, pro determinatis saltim m
&v, similiter exprimere licet sm x n sinubus vel
Cosinubus, simpliciter positis nec in se mutuo du-
ctis, multiplorum ipsius Z, quo facto facile reperi-
tur /s™ xndZ- s:c'e; g: sit s*x 3 ~ A (Cos 7Z —

Cos 5Z — 3 Cos 5 Z 3 Cos Z) adaeque p 4 x ' dZ
sin 7Z —7 sin sin 3 Z 105 sin Z).

Ceterum ex indole & circumstantiis cajusque Pro-
bleriistis, quod integratio hujusmodi fluxionum in-

greditur, jud eandum erit, an & quatenus po-
strema bae methodo potius, quam prius

tradita, uti praestet.

(*) Ob n (& m) integrum hae series abrumpuntur sa-
cto terminorum numero = 7/-+1 (vel —m -+ s). Possunt
autem easdem quoque sicti, facto terminorum numero —*

n __ h 1 m
_ Jr \

(vel = —---) pro n (vei m') impari, & = iu~+tit «
* ■“ 1

(vel = 1) pro n ( vel ra) pari , modo pro a» £yel
_) sumatur 1 (vel tespective»


