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Sammanfattning

I avhandlingen presenteras oväntade sätt matematik används på och vilken nyt-
ta vi människor kan ha av den. För att förstå de olika användningsområdena
krävs en del förkunskaper och resultat, vilka redogörs i avhandlingen. I avhand-
lingen behandlas primtalsfaktoriseringen i RSA-kryptering, allelfrekvenser som
kvadreras för att få genotypfrekvenser genom Hardy-Weinbergs lag och spelte-
orins Nashjämvikt som handlar om att spelare inte ska vilja byta strategi för att
gynna sig själv.
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Förord

Det är den första januari, ett nytt år med nya möjligheter och jag skriver på min
avhandling och funderar på hur mitt liv kommer se ut om några månader. Då
är jag äntligen ämneslärare i matematik, vilken resa. Jag skulle inte ha någon
avhandling utan det stöd jag fått av min familj, mina vänner och mina kollegor,
tack vare era peppande ord och handlingar har jag något att presentera. Tack
också till min kunniga och inspirerande handledare, Mikael Lindström för att
du inte gett upp hoppet om mig. Ett sista tack vill jag rikta till den person
som verkligen förstått och varit med varje steg i denna resa. Vi började studera
samtidigt och utan dig skulle det inte blivit till något, så tack till dig Frida!
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Kapitel 1

Inledning

Den här pro gradu avhandlingen lyfter fram tre oväntade resultat som matema-
tik kan ge upphov till, kryptering, genetik och spelteori. Resultaten som berör
den oväntade nyttan av matematik har publicerats utan någon tanke om vidare
tillämpning och sedan visat sig vara mycket viktiga för matematiken vi känner
till idag och specifikt några av de vardagliga problemen vi stöter på i verkliga
världen.

Kapitel 2 behandlar ett resultat från talteorin, nämligen Aritmetikens funda-
mentalsats. Detta resultat uttrycker att heltal större än 1 kan faktoriseras som en
produkt av primtal. Aritmetikens fundamentalsats är en viktig del inom kryp-
tering och bildandet av algoritmer. I vardagligt språk handlar det om hur vi
människor med hjälp av matematik kan skicka och ta emot meddelanden, så att
ingen annan kan läsa det vi skriver om de inte vet hur de ska knäcka koden.

I kapitel 3 presenteras nästa resultat och det är Hardy-Weinbergs lag. Lagen
har vuxit fram inom biologin, och speciellt inom genetiken. Den matematiska
bakgrunden för lagen är mycket enkel, men är en viktig upptäckt inom medicinen
och ärftlighetsteorin alltså genetiken.

Den tredje och sista matematiska teorin som redogörs för i kapitel 4, är Nash-
jämvikten. Denna teori behandlar icke-kooperativ spelteori. Nashjämvikt är ett
strategispel som bygger på att ingen av spelarna har något att vinna på att
byta strategi. Om spelarna byter strategi tillsammans kan de tjäna på det. Detta
gäller även om spelarna känner till de andra spelarnas beslut i förtid.

Avslutningsvis sammanfattas avhandlingen i kapitel 5. Där diskuteras kort-
fattat nyttan med de olika satserna som presenterats i de tidigare kapitlen.
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Kapitel 2

Aritmetikens fundamentalsats

Detta kapitel behandlar delbarhet, primtal, diofantiska ekvationer och kongru-
ensberäkning samt olika egenskaper inom dessa områden. Vidare kommer den
oväntade nyttan av fundamentalsatsen att presenteras, nämligen RSA-algoritmen
som används inom kryptering och bygger på satsen.

2.1 Förkunskaper

För att Aritmetikens fundamentalsats och dess tillämpning inom RSA-kryptering
ska kunna bevisas behövs ytterligare resultat och definitioner, som bygger på
varandra inom olika områden och ger en grundförståelse av talteorin. Följande
resultat, satser och definitioner följer från [6].

Definition 2.1. Då a och b är heltal och det finns ett heltal m sådant att a = mb

sägs det att b delar a och att a är en multipel av b. Detta betecknas, b|a.

Anmärkning 2.2. Observera att om b ̸= 0 så gäller att a = mb är ekvivalent
med m = a

b
.

Sats 2.3. Delbarhet förverkligar följande tre egenskaper

1. ∀a ∈ Z : a | a ∧ a | 0,

2. ∀a, b, c ∈ Z : a | b ∧ b | c ⇒ a | c,

3. ∀a, b, c ∈ Z :
[︁
a | b ∧ a | c ⇔ ∀m,n ∈ Z : a |mb+ nc

]︁
.
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Bevis. Del 1. Ta ett slumpmässigt a ∈ Z. För att bevisa a|a, måste vi först förstå
vad a|a innebär. Enligt definitionen betyder det att det existerar något heltal m
så att a = ma. Det vi ska visa nu är att det existerar ett sådant m, att hitta m

är enkelt; välj m = 1. a|0 visas genom 0 = ma för något m. Här väljer vi därmed
m = 0.

Del 2. Observera att om både a|b och b|c är sant, gäller per definition att
b = ma och c = nb för två heltal m och n. En slutsats är att c = nb = n(ma) =

(nm)a och för att nm är ett heltal gäller att a|c. Detta är korrekt och således är
argumentet giltigt.

Del 3, påstår att a | b ∧ a | c vilket innebär att a|mb+nc för alla heltal m och
n, samt omvänt. Om a |mb+nc för alla m och n, gäller a | 1b+0c och a | 0b+1c,
alltså a|b och a|c. Ifall a|b och a|c medför detta att b = m′a och c = n′a för de
två hela talen m′ och n′. Om m och n är två godtyckligt valda hela tal gäller
mb+ nc = mm′a+ nn′a = (mm′ + nn′)a följaktligen a|mb+ nc.

Sats 2.4. Divisionsalgoritmen. Det existerar två unika hela tal q och r för
varje par av positiva hela tal a och b, som ger sambandet

a = qb+ r

och

0 ≤ r ≤ b− 1

Här kallas q för kvoten och r för resten. Divisionsalgoritmen är heltalsdivision,
eftersom resultatet av divisionen anges med kvot och rest.

Exempel 2.5. Då a = 42 och b = 9 erhålls kvoten q = 4 och resten r = 6, detta
för att 42 = 4 · 9 + 6 och 0 ≤ 6 ≤ 9− 1.

Definition 2.6. Största gemensamma delaren. För två hela tal a och b kallas
heltalet d för en gemensam delare om d|a och d|b. Den största gemensamma
delaren till talen a och b, betecknas som sgd(a,b) och är det största talet av de
till a och b gemensamma delarna.

Sats 2.7. Den största gemensamma delaren har följande egenskaper

(a) ∀a ∈ Z+ : sgd(a,0) = a
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(b) ∀a,b,n ∈ Z : sgd(a+ nb,b) = sgd(a,b).

Sats 2.8. Euklides algoritm. Låt a och b vara positiva hela tal så att a ≥ b.
Genom upprepad användning av divisionsalgoritmen fås:

a = q1b+ r1, 0 ≤ r1 ≤ b− 1

b = q2r1 + r2, 0 ≤ r2 ≤ r1 − 1

r1 = q3r2 + r3, 0 ≤ r3 ≤ r2 − 1

...

rn−2 = qnrn−1 + rn, 0 ≤ rn ≤ rn−1 − 1

rn−1 = qn+1rn

Då gäller att sgd(a,b) = rn.

Det finns en orsak till att Euklides algoritm ska utföras till slut, eftersom då kan
algoritmen byggas ut för att ge ut en annan värdefull information. För att få
informationen ska proceduren utföras baklänges. Proceduren kallas för Bezouts
identitet.

Sats 2.9. Bezouts identitet. För positiva hela tal a och b, existerar hela tal
u och v, som nödvändigtvis inte båda är positiva, men som uppfyller au+ bv =

sgd(a,b).

Då Euklides algoritm utförs tillsammans med Bezouts identitet för att få fram
heltalen u och v, kallas hela processen för Euklides utökade algoritm.

En tillämpning av heltalsaritmetik är lösning av diofantiska ekvationer. I sådana
ekvationer eftersöks heltalslösningar. Den mest berömda diofantiska ekvationen
är förmodligen Fermats ekvation xn+yn = zn. Linjära diofantiska ekvationer ser
ut som följande:

ax+ by = c

där a, b och c är bekanta heltal och helstalslösningarna (x,y) söks.

Sats 2.10. Diofantiska ekvationen ax + by = c är lösbar om och endast om
sgd(a,b) | c.
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En lösbar diofantisk ekvation löses genom att först anta att sgd(a,b) = 1. Beviset
av att ekvationen är lösbar anger också en lösningsmetod. Euklides utökade algo-
ritm används för att hitta u och v, så att au+bv = 1. Då gäller att acu+bcv = c,
där är (x,y) = (cu,cv) en lösning.

Det existerar flera lösningar, lösningarna existerar som par och ser ut på
följande sätt (cu− bn,cv + an), där n är ett godtyckligt heltal. Detta eftersom

a(cu− bn) + b(cv + an) = acu+ bcv − abn+ abn

= acu+ bcv = c.

Sats 2.11. Diofantiska ekvationen ax + by = c med sgd(a,b) = 1 har allmänna
lösningen

(x,y) = (cu− bn , cv + an), n ∈ Z,

där u och v är hela tal som uppfyller au+ bv = 1.

Sats 2.12. Låt a och b vara heltal sådana att sgd(a,b) = 1 och låt c vara ett
tredje heltal. Om a | bc gäller det att a| c.

Bevis. Eftersom sgd(a,b) = 1 gäller det enligt Sats 2.9 att det existerar heltal u
och v så att au+ bv = 1. Då detta multipliceras med talet c får vi acu+ bcv = c.
Detta påstående är uppenbarligen sant eftersom a | acu och enligt hypotesen
för satsen så gäller a | bc, så att a | bcv. Därav följer att a | acu + bcv, alltså
a | c. Observera att villkoret sgd(a,b) = 1 är nödvändigt. Detta eftersom om vi
exempelvis tar a = b = 2 och c = 1, gäller det att a | bc men a ∤ c.

Definition 2.13. Ett heltal a ≥ 2 är ett primtal om de enda positiva delarna
till a är 1 samt talet självt.

Sats 2.14. Primtalsfaktorisering. Varje positivt heltal, förutom talet 1, kan
skrivas som en produkt av primtal.

Bevis. Vi använder stark matematisk induktion. Talet 2 är ett primtal och där-
med sin egen primtalsfaktorisering. Låt a ≥ 3 och antag att alla heltal n såda-
na att 2 ≤ n ≤ a − 1 har en primtalsfaktorisering. Antingen är a ett primtal
och därmed sin egen primtalsfaktorisering eller så gäller det att a = bc där
2 ≤ b ≤ a/2 < a− 1 och 2 ≤ c ≤ a/2 < a− 1. Enligt induktionsantagandet kan
både b och c skrivas som produkter av primtal. Eftersom a är produkten av b och
c blir även a en produkt av primtal. Därmed följer det av induktionsprincipen
att varje positivt heltal utom 1 kan primtalsfaktoriseras.
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Sats 2.15. Det finns oändligt många primtal.

Bevis. Anta motsatsen att det existerar ett ändligt antal primtal p1, p2, ..., pm.
Då kan vi beteckna talet

N = p1p2...pm + 1.

Talet N har resten 1 då vi dividerar med vilket som helst av primtalen p1,...,pm.
Om N är ett primtal, finns det åtminstone ett till primtal som inte existerar

bland p1,...,pm.
Om N inte är ett primtal, så finns det ett primtal p, som delar talet N > 1.

Då delar p både N och N − 1 alltså N − (N − 1) = 1 delas av p. Men detta är
en motsägelse och därav är N ett primtal.

Detta ger att det finns minst ett till primtal som inte förekommer bland
p1,...,pm. Detta är en motsägelse till antagandet är därmed felaktigt.

Om heltalet a ≥ 2 inte är ett primtal kallas a ett sammansatt tal.

Sats 2.16. Antag att p är ett primtal, a och b är hela tal och att p | ab. Då gäller
följande p | a eller p | b.

Bevis. p | a eller p ∤ a gäller. Första fallet har inget att visa, vi antar därmed
att p ∤ a. Då vill vi visa att p | b. För att p är ett primtal och p ∤ a så gäller att
sgd(p,a) = 1. Detta medför från Sats 2.12 att p | b.

Sats 2.17. Då p är ett primtal och a1, a2,...,an är hela tal så att p | a1a2...an, då
gäller p | ak för minst ett k ∈ {1,2,...,n}.

Bevis. Satsen bevisas med induktion. Utgående från Sats 2.16 vet vi att det
gäller då n = 2. Antag att satsens påstående gäller för n = r. Då återstår det
endast att visa att det är sant för n = r + 1. Om p | (a1a2...an)ar+1 så gäller
det enligt Sats 2.16 att p | a1a2...ar eller p | ar+1. Ifall p | ar+1 är allt som det ska
och annars följer det av induktionsantagandet att p | ak för något k mellan 1 och
r.

Sats 2.18. Antag att p och q1,q2,...,qn är primtal, samt sådana att p | q1q2...qn.
Då fås att p = qk för något k ∈ {1,2,...,n}.

Bevis. Eftersom p|qk för något k gäller enligt Sats 2.17 och 1 samt qk är enda
delarna till qk, då gäller det att p är ett av talen och i och med att p är ett
primtal gäller det att p ≥ 2, alltså p = qk.
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Definition 2.19. Låt n ≥ 2 vara ett heltal och a, samt b vara heltal. Ifall n | a−b

så sägs a och b vara kongruenta modulo n och detta skrivs a ≡ b mod n.

Definition 2.20. Låt n ≥ 2 vara ett helt tal, relationen R definieras på Z
genom att sätta aRb då a ≡ b mod n och låt ekvivalensklasserna upp till n vara
[0], [1],...,[n-1] med avseende på R. Mängden ekvivalensklasser kallas för heltalen
modulo n, detta betecknas Zn.

Sats 2.21. Låt n ≥ 2 vara ett helt tal och a, b, c och d vara heltal där a ≡ b

mod n, samt c ≡ d mod n. Då gäller a+ c ≡ b+ d mod n och ac ≡ bd mod n.

Bevis. Enligt antagandet gäller det att n | a− b och n | c− d. Det som ska visas
är n | (a+c)−(b+d) och n | ac−bd. Från definitionen av delbarhet fås a−b = sn

och c− d = tn för heltalen s och t. Därmed gäller

(a+ c)− (b+ d) = (a− b) + (c− d) = (s+ t)n

alltså

n | (a+ c)− (b+ d).

Vi får också

ac− bd = ac− ad+ ad− bd = a(c− d) + d(a− b) = atn+ dsn = (at+ ds)n

det vill säga
n | ac− bd.

Sats 2.22. Kinesiska restsatsen. Låt m1 och m2 vara två positiva hela tal
sådana att sgd(m1,m2) = 1. Antag att a1 och a2 är heltal, då gäller det att
ekvationssystemet ⎧⎨⎩x ≡ a1 mod m1,

x ≡ a2 mod m2,

har en lösning x = x0. Allmänna lösningen ges då av x = x0 + nm1m2, n ∈ Z.
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Bevis. På grund av att m1 och m2 är relativt prima gäller det att det existerar
heltal u och v så att m1u+m2v = 1. Om vi nu sätter

x0 = a2m1u+ a1m2v.

Då är x0 en lösning till systemet. Först visas att den första ekvationen satisfieras
och för att m1u+m2v = 1 då gäller

m1u = −m2v + 1 ≡ 1 mod m2,

och a2m1u ≡ a2 mod m2. Dock skiljer sig x0 = a2m1u + a1m2v från a2m1u

endast med en faktor av m2 så x0 ≡ a2 mod m2. Den andra ekvationen är
satisfierad för den följer ett likadant argument, bara att m1 och m2 har ombytta
roller. Det är också klart att x0 + nm1m2 är en lösning av den anledningen att
x0 ≡ x0 + nm1m2 mod m1 och modulo m2. Det enda återstående att bevisa är
om x är en annan lösning så måste x ≡ x0 + nm1m2 mod m1 för något n ∈ Z
alltså m1m2 | x−x0. Både x och x0 är lösningar till ekvationssystemet. Då är de
kongruenta modulo m1 och modulo m2. Då m2 | x− x0 gäller att x− x0 = km1

för något helt tal k, så gäller m2 | km1. Eftersom m1 och m2 är relativt prima
gäller enligt Sats 2.12 att m2 | k alltså k = lm2 för något helt tal l. Då gäller
x− x0 = km1 = lm1m2 det vill säga m1m2 | x− x0.

Lägg märke till att beviset skapar en algoritm för att hitta lösningarna:

1. Hitta u och v sådana att m1u+m2v = 1.

2. Sätt x0 = a2m1u+ a1m2v.

3. Lösningarna ges då av x = x0 + nm1m2 där n ∈ Z.

2.2 Entydighet av primtalsfaktorisering och Eu-

lers Φ-funktion

I det följande kapitlet undersöks Aritmetikens fundamentalsats. Satsen bevisas
med stöd av resultaten i det tidigare avsnittet. Beviset baseras på texten i [6].

Sats 2.23. Aritmetikens fundamentalsats. Varje positivt heltal större än 1
kan skrivas som en produkt av primtal. Denna faktorisering är entydig sånär som
på ordningen av faktorerna.
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Bevis. I Sats 2.14 har vi visat att varje positivt heltal utom 1 kan primtals-
faktoriseras. För att visa att lösningen är entydig sånär som på ordningen av
faktorerna måste vi anta att

a = p1p2 · · · pm = q1q2 · · · qn

är två primtalsfaktoriseringar av a. Vi kan helt fritt anta att m ≤ n, eftersom
annars kan vi bara byta p till q i alla beteckningar. Vi vill därmed visa att
p1 = q1, p2 = q2,..., pm = qm samt att m = n. Bevisligen gäller att p1 | q1q2 · · · qn
och enligt 2.18 gäller att p1 = qk för något k eftersom ordningen av faktorerna
kan ignoreras och vi får anta att p1 = q1. Enligt strykningslagen gäller då att
p2p3...pm = q2q3...qn. Genom upprepning av samma argument med p2 som med p1

kan vi observera att p2 = q2 samt att p3p4...pm = q3q4...qn. Förfarandet upprepas
tills argumentet har gjorts i m steg därefter har vi visat att pk = qk för alla
k ∈ {1,...,m} och att 1 = qm+1qm+2...qn. Avslutningsvis kan vi konstatera att
eftersom alla q

′
in är primtal är de alla större än 1, och därför är produkten i

högerledet i den sista ekvationen måste vara tom, det vill säga m = n.

Det sista vi ska undersöka i detta kapitel är Eulers Φ-funktion. Detta är en
funktion från Z+ till sig själv och ges av Φ(n) = |{a ∈ Z : 1 ≤ a ≤ n ,
sgd(a,n) = 1}|. Därav vet vi att Φ(n) är antalet heltal relativt prima med n från
1 till n. Då har vi Φ(1) = 1, Φ(2) = 1, Φ(3) = 2, Φ(4) = 2, Φ(5) = 4, Φ(6) = 2,
Φ(7) = 6 och så vidare.

Om p är ett primtal gäller det att Φ(p) = p−1 och då gäller även för potenser
pk, k ≥ 1 att Φ(pk) = pk−pk−1 = pk−1(p−1). Detta får vi från att de enda heltalen
mellan 1 och pk som inte är relativt prima med p är multiplerna av p . Med hjälp
av följande sats kan vi beräkna Φ(n) av heltalet n med primtalfaktorisering.

Sats 2.24. Om sgd(m,n) = 1 så gäller att Φ(mn) = Φ(m)Φ(n).

Lemma 2.25. Låt n > 1 och sgd(a,n) = 1. Om a1, a2, ···, aΦ(n) är de positiva hela
tal mindre än n och relativt prima till n, så att aa1, aa2, · · ·, aaΦ(n) är kongruenta
modulo n till a1, a2, · · ·, aΦ(n) i någon ordning.

Sats 2.26. Eulers sats. Låt n ≥ 2 vara ett helt tal och a ett heltal sådant att
sgd(a,n) = 1 Då gäller aΦ(n) ≡ 1 mod n.

Bevis. Beviset följer och finns i [2]. Låt a1, a2, · · ·, aΦ(n) vara de positiva hela tal
mindre än n som är relativt prima till n. Eftersom sgd(a,n) = 1, så följer det
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enligt Lemma 2.25 att aa1, aa2, · · ·, aaΦ(n) är kongruenta, inte nödvändigtvis i
den ordning de förekommer, till a1, a2, · · ·aΦ(n). Då gäller

aa1 ≡ a′1(mod n)

aa2 ≡ a′2(mod n)

...

aaΦ(n) ≡ a′Φ(n)(mod n)

var a′1, a′2, · · ·, a′Φ(n) är de hela talen a1, a2, · · ·, aΦ(n) i någon ordning. Efter att vi
tagit produkten av dessa Φ(n) kongruenser, får vi

(aa1)(aa2) · · · (aaΦ(n)) ≡ a′1a
′
2 · · · a′Φ(n)(mod n)

≡ a1a2 · · · aΦ(n)(mod n)

och då
aΦ(n)(a1a2 · · · aΦ(n)) ≡ a1a2 · · · aΦ(n)(mod n).

Eftersom sgd(ai,n) = 1 för varje i så gäller sgd(a1a2 · · ·aΦ(n), n) = 1. Därmed kan
vi divider båda leden med den föregående kongruensen med den gemensamma
faktorn a1a2 · · · aΦ(n), detta lämnar kvar

aΦ(n) ≡ 1(mod n)

En konsekvens av Eulers sats är att för ett primtal p gäller att [a]p = [a] i Z❘

för alla hela tal a och detta följer från Eulers sats vid multiplikation med [a] då
[a] ̸= [0]. Detta är känt som Fermats lilla sats.

2.3 RSA-kryptering

Härnäst förklaras med hjälp av resultaten från de tidigare avsnitten RSA-algoritmen
och dess användning inom kryptering samt sambandet till Aritmetikens funda-
mentalsats och varför det kan tolkas som en oväntad användning av matematik.

Följande information hittas i boken [6] av Johan Jonasson och Stefan Lemu-
rell och kompendiet [11] av Boris Sjöberg, samt kompendiet [4] av Anne-Maria
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Ernvall-Hytönen. Algoritmen RSA är en förkortning av dess skapare Ronald Ri-
vest, Adi Shamir och Leonard Adleman. Algoritmen är ett krypteringssystem,
med hjälp av vilket det går att sända meddelanden på ett säkert sätt, alltså att
meddelandena hålls hemliga. Systemet är svårt att knäcka, även om det byg-
ger på relativt enkel matematik och kräver inte att sändare och mottagare har
tillgång till samma nyckel.

RSA-kryptering bygger på att de som vill sända hemliga meddelanden till
varandra har en öppen nyckel (n,e) där n = pq, var p och q är primtal och
p ̸= q. Den här nyckeln har vem som helst tillgång till, den är alltså tillgänglig
för allmänheten. Kryptering med den öppna nyckeln betyder i princip att det är
möjligt att skicka meddelanden som bara en person kan läsa. Den öppna nyckeln
kan antas vara en matematisk funktion:

f : {meddelanden} −→ {krypterade meddelanden}.

Funktionen ska uppfylla följande villkor:

• Funktionen ska vara inverterbar.

• Inversen måste vara bekant för den som vill avläsa meddelandet.

• För alla andra ska det vara omöjligt att hitta det ursprungliga meddelandet
x givet att det krypterade meddelandet f(x) är svårbestämt.

• För givet x ska f(x) inte ta för lång tid att beräkna och inversen f−1 ska
vara lätt att använda.

Efter detta kan en person, a, föreslå för andra som vill skicka ett meddelande x

till personen a att de då beräknar funktionen f(x), och skickar den tillbaka till
personen a. Eftersom inversen f−1 är bekant kan personen a beräkna att

f−1(f(x)) = x.

Inversen f−1 kallas också för den slutna nyckeln, som kan uttryckas som
(n, e, φ(n), d) då ed ≡ 1( mod φ(n)), talet e ska väljas så att inversen existerar
genom sgd(e, φ(n)) = 1. Talet d går att lösa genom en diofantisk ekvation, då vi
vet talen e och φ(n). För att kunna beräkna φ(n), måste vi veta talen p och q.
Till följande ska vi titta på ett exempel från [6], som är modifierat och förkortat
för att på ett mera konkret sätt förklara vad RSA-kryptering faktist är.
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Exempel 2.27. Emilia vill skicka ett hemligt och säkert meddelande till sin vän
Johannes. Meddelandet betecknas med x och vi antar att det komponeras av ett
heltal. Emilia använder sig av en sluten nyckel som består av primtalen ps och
qs och den öppna nyckeln som består av produkten psqs och ett heltal as, som är
relativt prima med Φ(psqs) = (ps − 1)(qs − 1).

Emilia beräknar inversen till as modulo Φ(psqs) och betecknar inversen med
bs och detta betyder alltså följande

asbs ≡ 1 mod Φ(psqs), med andra ord

asbs = 1 + kΦ(psqs), k ∈ Z.

Endast Emilia känner till de individuella primtalen ps och qs och då är hon
den enda personen som kan beräkna inversen bs. Om någon vill ta reda på ps

och qs måste hen primtalsfaktorisera ett mycket stort tal. Eftersom det inte
existerar någon känd algoritm för att primtalsfaktorisera ett mycket stort tal
inom en rimlig tidsram, är primtalsfaktoriseringen inte möjligt att utföra. Emilia
använder dock den effektiva Euklides utökade algoritmen för att kunna beräkna
inversen bs.

Johannes behöver en egen nyckel och hans nycklar betecknas nu som pm, qmam

och bm. Vi inleder med att visa hur Emilia kan skicka meddelandet x till Johannes
och endast Johannes kan läsa det. Detta för att fokusera på säkerheten i ena delen
av meddelandeprocessen. Emilia tar reda på Johannes öppna nyckel och beräknar
y = xam modulo pmqm och skickar y till honom.

Johannes beräknar ybm modulo pmqm. Eftersom x < pm och x < qm så är
sgd(x, pmqm) = 1. Enligt Eulers sats, gäller att xΦ(pmqm) ≡ 1 mod pmqm och att
bm är inversen till am modulo Φ(pmqm) vi får ambm ≡ 1 mod Φ(pmqm). Det vill
säga ambm = tΦ(pmqm)+1 för något helt tal t. Vid beräkning av Zpmqm gäller då

ybm = (xam)bm = xambm = xtΦ(pmqm)+1 = (xΦ(pmqm))tx = 1tx = x.

Johannes får ut det exakta meddelandet som Emilia har skickat till honom. Ef-
tersom det är endast Johannes som känner till bm kan bara han läsa meddelandet
y som omvandlats med hans öppna nyckel. Genom detta vet vi att säkerhetskra-
ven är uppfyllda och det betyder då att inversen till funktionen f(x) = xam

mod pmqm anges av f−1(x) = xbm mod pmqm. För att Johannes ska kunna vara
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säker på att det är Emilia som sänt meddelandet kan hon sätta med ett extramed-
delande, z, i slutet av det ursprungliga meddelandet x. Detta extrameddelande
kallas för en signatur.

En signatur skapas genom att lägga till en hashfunktion på meddelandet x.
Hashfunktioner uppfyller följande krav:

1. Givet h(x) är det inte möjligt att hitta x

2. Den är kollisionsfri, det är nästintill omöjligt att hitta x och y sådana att
h(x) = h(y)

Hashfunktionen h(x) kan ses som ett unikt avtryck av meddelandet x där h(x)

inte finns i något register som på något sätt kan avslöja x. Om ett meddelande
y hittas så kan det unika avtrycket beräknas som h(y) och då är det möjligt att
jämföra med h(x). Ifall h(x) = h(y) är det mycket sannolikt, att vi kan försäkra
oss om att x = y.

Härnäst beräknar Emilia z = h(x) och tar sin slutna nyckel bs och beräknar
w = zbs mod psqs och skickar w till Johannes. Bara Emilia känner till bs det är
endast Emilia som kan beräkna w. Efter det tar Johannes reda på Emilias öppna
nyckel och beräknar was mod psqs. Johannes får då följande:

was = (zbs)as = zasbs = ztΦ(psqs)+1 = z

Johannes får alltså reda på hashen z av meddelandet x vartefter han dekrypterar
y med sin personliga nyckel precis som tidigare för att få fram meddelandet x.
Sedan beräknar Johannes h(x) och jämför med det z som han fått från signa-
turen. Då dessa två överensstämmer kan Johannes vara helt säker på att det är
Emilia som skickat meddelandet och ingen manipulerat det på vägen.

Ingen annan känner till Emilias slutna nyckel och kan därmed inte beräkna w.
Emilia kan heller inte uppge att hon skickat ett annorlunda meddelande x′ med
h(x) = h(x′). Sammanfattningsvis kan endast Johannes läsa huvudmeddelandet
x och om han kan avläsa signaturen felfritt, då kan han försäkra sig om att
meddelandet är sänt av Emilia.
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Här nedan syns ett förenklat schema över hur kommunikationen med RSA fun-
gerar. Både meddelandet och signaturen går ut från en och samma avsändare för
att sedan skickas tillbaka efter beräkning av mottagaren.

Figur 2.1: Schema över säker kommunikation med RSA-kryptering av meddelan-
de och signatur. Bild inspirerad av exempel i [6].

En förkortad mera formell förklaring av exemplet som redovisades, följer se [15].
Välj två olika mycket stora primtal p, q och beräkna därefter n = pq. Efter detta
beräknas

φ(n) = (p− 1)(q − 1)

och välj e så att
SGD(e, φ(n)) = 1

och beräkna även d med Euklides algoritm så att ed ≡ 1( mod φ(n)). Efter detta
publiceras n, e och förteckning på ord och deras översättningar för meddelanden
till r ∈ Zn. Nu kan meddelandet sändas tillbaka till avsändaren med hjälp av
funktionen E(r) = re. Med största möjliga sannolikhet är avsändaren nu den
enda personen som kan dekryptera med hjälp av funktionen D(r) = rd eftersom
d är hemligt och

(D ◦ E)(r) = D(re) = red = r.

RSA-systemet är en krypteringsfunktion var vi måste känna till en nyckel.
Om inversen D = E−1 ska beräknas måste först d beräknas från ekvationen
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ed = 1 mod φ(n) och om det ska klaras av så måste φ(n) vara bekant. φ(n) kan
beräknas från ekvationen

φ(n) = (p− 1)(q − 1)

och det är inte möjligt utan att veta både p och q, som går att få ur n = pq. Detta
får vi alltså endast reda på genom att faktorisera n och det är en utmanande
process som är mycket svårt men som eventuellt kan förbättras om en bättre
algoritm skapas. Vi kan också använda RSA för äkthetskontroll, det innebär att
vi kan använda en signatur och då kan det kontrolleras genom att beräkna

E ◦D(r) = rde = r.

Nu återstår det att ta reda på hur RSA-kryptering och hur algoritmen hör ihop
med Aritmetikens fundamentalsats. RSA-kryptering är ett intressant exempel på
hur abstrakt matematik hittas i tillämpningar i människans vardag. Eftersom
Aritmetikens fundamentalsats försäkrar oss om att det för varje positivt heltal
kan faktoriseras i primtal på ett entydigt sätt.

Det oväntade med att koppla ihop Aritmetikens fundamentalsats med RSA-
kryptering handlar främst om primtalsfaktoriseringen. Dels för att RSA grundar
sig i utmaningen med att faktorisera mycket stora sammansatta hela tal. Vid
RSA-kryptering skapas två nycklar, en öppen och en sluten. Den öppna nyckeln
innehåller två delar, en produkt av två stora primtal, vilket i största grad hör
ihop med Aritmetikens fundamentalsats.

En annan grundläggande princip inom RSA-kryptering är svårigheten att
faktorisera den ursprungliga nyckelns tal för att få fram primtalen som utgör
nyckeln. Det är känt att varje positivt helt tal har en specifik primtalsfaktorisering
och den person som vill dekryptera ett meddelande måste hitta de två primtal
som använts för nyckeln. För det här existerar ingen enkel metod eftersom talen
är väldigt stora, vilket i sin tur leder till att metoden är mycket säker.

Dekrypteringen av meddelandena kan endast göras då den slutna nyckeln
är känd. Den slutna nyckeln har innehåll om primtalen som används i början
av krypteringen. Aritmetikens fundamentalsats är den del inom RSA-kryptering
som säkerställer att primtalsfaktoriseringen är unik och mycket komplicerad att
utföra. Detta medför skyddat krypterat utbyte av information på grund av svå-
righeten att bryta ner tal till primtalsfaktorer, vilket i grund och botten är det
som RSA-kryptering handlar om.
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Kapitel 3

Hardy-Weinbergs lag

Detta kapitel behandlar Hardy-Weinbergs lag. Det oväntade med lagen är att
matematiken bakom den är till stor hjälp inom biologin och speciellt genetiken.
Lagen beskriver sannolikheten för att beräkna den genetiska variationen av en
population som är i jämvikt. Lagen beskriver även hur vi människor ärver egen-
skaper från en generation till nästa.

3.1 Begrepp

För att förklara den matematiska bakgrunden till lagen, definieras några begrepp
som kommer att användas i kapitlet, se [8].

Anlag = Beskriver vilka egenskaper en människa har beroende på hur hen-
nes DNA är format.

Gen = Synonym till anlag och faktor.

Allel = En variant av en gen som beskriver en unik egenskap hos en män-
niska, till exempel finns det olika alleller för ögonfärgsgenen.

Allelfrekvens = Beskriver hur vanliga alleler, alltså genvarianter, är i en
viss population.

Faktor = Synonym till anlag och gen.

Genotyp = Den genetiska sammansättningen som en människa kan ha,
alltså vilka alleler som existerar i en människa för en viss egenskap.
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Frekvens = Hur ofta något förekommer i en population, det vill säga hur
vanlig en viss typ av allel eller genotypfrekvens kan vara.

Dominant allel = Den allel som tar över och syns hos en människa, ifall
den existerar i människans genotyp.

Recessiv allel = En allel som endast syns hos en människa då två kopior
av allelen finns i människans genotyp.

Homozygot = Då två identiska alleler av genen existerar hos en människa.
Till exempel, om en individ har två kopior av den dominanta allelen BB

eller två kopior av den recessiva allelen bb för en viss egenskap.

Heterozygot = Då två olika alleler av genen existerar hos en människa. Till
exempel, om en individ har en kopia av den dominanta allelen och en kopia
av den recessiva allelen Bb för en viss egenskap.

Population = En grupp individer av samma art som lever på ett specifikt
geografiskt ställe.

3.2 Historia och utformning av lagen

Hardy-Weinbergs lag baseras på Gregor Mendels ärftlighetsteori, som i sin tur
stod i motsats till Darwins teori om att olika anlag skulle dö ut före de gav upphov
till nya, se [5]. Tyvärr blev inte Mendels teori bekräftad under hans livstid.

Gregor Mendel var en österrikisk-tjeckisk munk och forskare, som föddes år
1822 i Böhmen och dog som abbot 1884 i Brünn. Mendel forskade kring ärftlighet
och i [5] lyfts också upp den tidigare uppfattningen om ärftlighet som menade
att arvsanlagen blandades och späddes ut, vilket kunde sluta med att ett anlag
eller en faktor kunde gå förlorad. Mendel höll inte med den tidigare teorin och
undersökte andra möjligheter. Han blev därmed också den första som kunde
bevisa att egenskaper kan nedärvas.

Mendel genomförde försök på ärtplantor, som han korsade med varandra. Han
undersökte olika egenskaper hos ärtorna, till exempel ärtornas färg, skrynklighet
samt plantornas hög- respektive lågvuxenhet. Genom att undersöka en egenskap
åt gången kunde han konstatera att den gamla teorin om ärftlighet inte stämde.
När en högvuxen och en lågvuxen planta korsades skulle resultatet enligt den
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äldre teorin vara att alla plantor i den nya generationer skulle varit medelhöga
plantor, vilket inte var fallet.

Mendel korsade en högvuxen planta med en lågvuxen planta och alla plantor
som växte fram i nästa generationen var högväxta. Därefter korsade Mendel
plantor från den första generationen med varandra och fick en ny generation,
generation två. I generation två fanns det några lågvuxna och några högvuxna
plantor. Förhållandet mellan de lågvuxna och högvuxna plantorna var ett till
tre. I figur 3.1 illustreras det hur plantorna från de olika generationerna korsades
med varandra och bildade de nya generationerna.

Figur 3.1: Mendels ärtplantor

Mendels experiment visade att arvsanlag inte blandas eller späds ut, utan att
de ärvs oförändrade från en generation till en annan. Den tidigare uppfattningen
var alltså felaktig, vilket Mendel bevisat med sina försök. Tyvärr var det först
efter Mendels död som hans upptäckter bekräftades, se [5].

Femtio år efter Mendels upptäckter forskade Godfrey Harold Hardy också i
ärftlighet och det han kom fram till var att Mendels forskning stämde. Hardys
upptäckt och publicering av en lag som baserade sig på Mendels forskning skedde
år 1908. Samtidigt upptäckte också den tyske biologen Wilhelm Weinberg lagen.
Hardy och Weinberg gjorde upptäckten oberoende av varandra, se [1]. Denna lag
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kom att kallas Hardy-Weinbergs lag.
G.H. Hardy var en brittisk matematiker som forskade i talteori och mate-

matisk analys. Hardy föddes i Cranleigh år 1877 och levde i England fram till
sin död år 1947. Hardys bidrag till genetiken var den lag som kom att få hans
namn. Lagen föddes som en del av matematiken på baksidan av ett kuvert efter
en cricketmatch som han spelat tillsammans med sin vän och genetikern Richard
Punnett.

Hardy-Weinbergs lag kan allmänt formuleras genom följande

En dominant faktor tar inte helt över en hel generation och en recessiv
faktor kommer inte att dö ut, se [3].

Figur 3.2: Godfrey Harold Hardy, bild från [14]
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Hardy-Weinbergs lag ger ett jämviktsläge som anger den genetiska variationen
i en population då fem viktiga villkor uppfylls. Villkoren är följande, se [10].

1. Ingen uppkomst av nya mutationer, vilket resulterar i att inga nya alleller
skapas. Några mutationer är fördelaktiga och ger därmed en evolutionär
fördel. De flesta mutationer är neutrala eller skadliga. Detta betyder att
naturligt urval spelar en roll för att motverka effekterna av skadliga muta-
tioner genom att minska deras frekvens.

2. Det förekommer ingen migration, alltså ingen befolkningsrörelse. Förflytt-
ning mellan populationer påverkar genfrekvenserna. När en individ migre-
rar från en population till en annan tar hen med sig sin speciella kombina-
tion av gener, introducerar nya alleler och kan potentiellt förändra genupp-
sättningen. Migration kan leda till genetiskt utbyte, att genfrekvenserna
förändras i ursprungspopulationen och den nya populationen.

3. Populationen är oerhört stor. I större populationer kan det finnas mind-
re grupper baserat på faktorer som etnicitet, var de bor eller det sociala
sammanhanget. De mindre grupperna tenderar att para sig oftare inom sin
egen grupp, vilket kallas inavel. Inavel ökar chansen för att vissa gener är
likadana hos båda föräldrarna och kan minska den genetiska mångfalden
inom hela gruppen.

4. Parning sker slumpmässigt i populationen, vilket i sin tur betyder att in-
divider inte väljer sina partners baserat på genotyp. Detta sätt att para
sig påverkar fördelningen av gener genom att påverka hur vanliga olika
genkombinationer är. När individer väljer liknande partner ökar antalet li-
kadana genkombinationer, medan om de väljer olika partner ökar antalet
olika genkombinationer.

5. Det naturliga urvalet finns inte och därmed har alla i populationen en
lika stor möjlighet att reproducera och föra sina gener vidare till nästa
generation. Naturligt urval är en stark kraft som påverkar vilka gener som är
vanligare. Det favoriserar vissa genvarianter som ger fördelar för överlevnad
och förökning. Individer med dessa fördelaktiga egenskaper har större chans
att överleva och föra sina gener vidare till nästa generation.
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Genetisk variation upprätthålls av mutationer och miljömässiga faktorer. Då
villkoren uppfylls förblir frekvenserna av allelerna desamma, vilket resulterar i att
även genotypfrekvenserna förblir konstanta. Genotypfrekvenserna kan uttryckas
som termer av allelfrekvenser, vilket visas i följande tabell.

Genotyp Genotypfrekvens

AA p2

Aa 2pq

aa q2

Matematiken bakom lagen är mycket enkel och kan uttryckas med följande
ekvation

p2 + 2pq + q2 = 1

där p är frekvensen av A-allelen och q är frekvensen av a-allelen så att

p+ q = 1.

Det här i sin tur betyder att p2 representerar den homozygota genotypen AA,
q2 representerar den homozygota genotypen aa medan 2pq representerar frekven-
sen av de heterozygota genotypen Aa.

Alternativt kan en gen med två alleler i en population ha genotypfrekvenserna
P , Q och R för gentypen AA, Aa och aa. Hardy-Weinberg frekvenserna blir då

P = p2

Q = 2pq

R = q2

med p och q som allelfrekvenserna av A och a. Då är

PR = p2q2 och Q2 = 4p2q2 och QR =
Q2

4
.
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3.3 Ärftlighet genom anlag

Den genetiska faktorn ögonfärg överförs från förälder till barn genom två grund-
faktorer, b och B.

b faktorn att barnet har blå ögon

B faktorn att barnet har bruna ögon

Ögonfärg och andra genetiska anlag är faktorer som företräder i par. Det betyder
att det finns tre möjliga genotyper, eftersom ordningen av anlagen inte har någon
skillnad. Genotyperna är bb, bB och BB. Alla tre genotyper hör ihop med en
ögonfärg och alla människor har en genotyp.

Exempelvis gäller då att den dominanta faktorn B betecknar brun ögonfärg
och den recessiva faktorn b representeras av blå ögonfärg. Genotyper med två
likadana anlag, BB kallas för homozygoter och genotyper med två olika anlag
bB kallas för heterozygoter.

Ett barn kan få följande tre genotyper av sina föräldrar antingen bb, bB eller
BB. Om en hybrid genotyp till exempel bB får ett barn med en annan hybrid, bB
blir barnet något av följande genotyper: bb, bB eller BB. Om en bb-genotyp får
barn med en BB-genotyp kommer deras barn att med största möjliga sannolikhet
bli bB-genotyp.

Ett barn med genotypen BB kommer ha bruna ögon, men även de barn
som föds med genotypen Bb, alltså blandningar, kommer ha bruna ögon. Detta
eftersom B är den dominanta faktorn. Endast barnen med genotypen bb kommer
ha blå ögon. I stora drag betyder det här alltså att i en perfekt värld har 80%
av världens befolkning bruna ögon då endast 20% har blåa ögon.

3.4 Tillämpning och exempel

Härefter redogörs för några exempel där Hardy-Weinbergs lag tillämpas för att
beräkna frekvenser av alleller och genotyper. De tre exemplen hittas också i [10].

3.4.1 MN blodgruppssystemet

Människor med MN-blodgruppen styrs av två alleler M och N. Blodgruppen
beror på ett glykoprotein som befinner sig på ytan av de röda blodkropparna
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och fungerar som en sorts naturlig antigen. Vid observation av en population
som uppfyller villkoren för Hardy-Weinberg jämvikt märks att frekvenserna är
följande: MM = 0,2911, MN = 0,4984 och NN = 0,2121 och det är möjligt att
beräkna genotypfrekvenserna som förväntas, se [10].

Med Hardy-Weinbergs lag och ekvationen (p + q)2 = p2 + 2pq + q2 = 1 kan
vi beräkna de förväntade allelfrekvenserna. Frekvensen av M-allelen är p och
frekvensen av N-allelen är q, frekvenserna fås från följande samband:

Frekvens av gen= frekvensen för homozygoter plus
1

2
frekvensen för heterozygoter

Detta beräknas på följande sätt:

p = MM +
1

2
MN = 0,2911 + (

1

2
· 0,4984) = 0,5403

q = NN +
1

2
MN = 0,2121 + (

1

2
· 0,4984) = 0,4597

Med hjälp av den information vi erhållit från frekvenserna av p och q går det att
beräkna de förväntade genotypfrekvenserna:

MM = p2 = (0,5403)2 ≈ 0,2919

MN = 2pq = 2 · 0,5403 · 0,4597 ≈ 0,4967

NN = q2 = (0,4597)2 ≈ 0,2113

Jämför vi de observerade och förväntade frekvenserna för genotyperna kan vi se
ifall vår population som uppfyllt villkoren är i jämvikt enligt Hardy-Weinbergs
lag eller inte.

3.4.2 Fenylketonuri

Den ärftliga ämnesomsättningssjukdomen inverkar på hur kroppen bryter ner
aminosyran fenylalanin. Sjukdomen härstammar från en genetisk störning som
hittas i en recessiv allel. I en population påverkas 0,04% av fenylketonuri och
med Hardy-Weinbergs lag kan vi uppskatta allelfrekvenserna, se [10].

A(p) a(q)

A(p) AA(p2) Aa(pq)

a(q) Aa(pq) aa(q2)
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Frekvenserna av de tre genotyperna som bildas på grund av villkoren för en
population i Hardy-Weinberg jämvikt. De med allelen A och frekvensen p och
allelen a med frekvensen q.

Nu antar vi att frekvensen för fenylketonuri-alleln är q2 = 0,0004. Ifall vi tar
kvadratroten ur denna frekvens får vi q ≈ 0,02, detta är också frekvensen av
den recessiva allelen. Den dominanta allelfrekvensen är (1 − q) ≈ 0,98. Antalet
heterozygoter, alltså bärare på allelen, i populationen uppskattas med ekvationen
2pq.

2pq = 2 · 0,02 · 0,98 ≈ 0,0392

Detta medför att ungefär 3,92% av befolkningen bär på fenylketonuri-allelen
i detta tillstånd.

3.4.3 Könslänkade gener

När genfrekvenser för könsbundna gener ska beräknas krävs användning av en
anpassad metod. Detta eftersom könskromosomerna är placerade på olika sätt
hos män och kvinnor. Även om könskromosomerna är specifikt ordnade går det
att använda en liknande teknik för att bestämma genfrekvenser för egenskaperna.

För en könsbunden egenskap används den dominanta allelen R och den re-
cessiva allelen r. Vi vet att cirka 8% av männen i den mänskliga populationen
är färgblinda. Färgblindhet är en könsbunden recessiv egenskap. Frekvensen för
denna recessiva gen är då r = 0,08 och frekvensen för den dominanta allelen
R = 0,92. Med detta kan vi beräkna frekvensen för färgblinda kvinnor genom att
kvadrera frekvensen för den recessiva allelen, q2 = 0,0064. Detta värde visar den
förväntade förekomsten av färgblinda kvinnor. Detta värde stämmer inte överens
med det verkliga värdet.

De dominanta egenskaperna kan också analyseras med samma metod. Nor-
malt färgseende är en könsbunden dominant egenskap med frekvensen R = 0,92

och då kan vi beräkna förekomsten av kvinnor med normalt färgseende, den
förväntade frekvensen p2 + 2pq = 0,9936.

Då vi beräknar genfrekvenserna för könsbundna gener kan vi få insikt i fördel-
ningen av egenskaperna och hur vi ärver. Vid tillämpning av dessa beräkningar
kan forskare förstå mer om hur könsrelaterade egenskaper existerar och påverkar
populationer, se [10].
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Kapitel 4

Nashjämvikt

Spelteori är matematiska studier av strategier och beslutsfattning i olika situa-
tioner där personer som kallas för spelare har en intressekonflikt. Inom spelteorin
finns det inget allmänt sätt eller alternativ som alltid ger det bästa resultatet.
Det är också svårt att bestämma hur ett spel ska spelas på bara en genomgång,
det handlar mera om att hitta lösningar som lönar sig för spelare att välja. [9].

År 1926 presenterade John von Neumann en ny gren inom matematiken.
Denna gren kom att kallas för spelteori. Strategiska spel, exempelvis schack,
överensstämmer med det vardagliga livet där det går att ta logiska beslut utgå-
ende från strategiska val. När vi beaktar slumpen i dessa strategiska spel som till
exempel i poker krävs mera komplexa strategier.

John Forbes Nash var en mycket begåvad matematiker som skapat flera olika
egna spel. Han var också elev till von Neumann. Nash löste ett problem som
von Neumann inte själv klarat av, nämligen att skapa en matematisk modell för
andra spel än noll-summespelet. Detta i sin tur betydde att flera personer kunde
vinna eftersom det tillkom nya pengar som kunde kopplas till ett mera vardagligt
problem, se [12]. Nash var också intresserad av olika områden inom matematiken
bland annat spelteori, topologi och algebraisk geometri. Tyvärr insjuknade Nash
i schizofreni i 30-års åldern och försvann från den vetenskapliga scenen.

John Nash disputerade år 1950 med en avhandling om icke-kooperativa spel
där han presenterade lösningen till problemet som von Neumann inte klarat att
lösa. Avhandlingen var endast 27 sidor, men den innehöll både definitionen och
egenskaperna för Nashjämvikt. Avhandlingen kom också att ge Nash, Nobels pris
inom ekonomi år 1994, 44 år efter att avhandlingen publicerats. Nobels priset
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delade han med John Harsanyi och Reinhard Selten, se [12].

Figur 4.1: John Forbes Nash [13]

4.1 Ekonomi

Som tidigare nämndes har Nash erhållit Nobels pris i ekonomi för sin upptäckt
inom spelteorin. Spelteorin utgör idag en metodologisk kärna för väsentliga de-
lar av den moderna nationalekonomin. Ekonomiska analyser kräver att många
mindre aktörer existerar på marknaderna för att aktörerna ska kunna bortse
från andras reaktioner på deras egna val. Denna interaktion baserar sig på Nashs
huvudsats.
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4.2 Definition

För att få en uppfattning om Nashjämvikt och hur det fungerar ska vi undersöka
ett exempel. Efter exemplet ska vi definiera några begrepp och satser som gäller
för Nashjämvikt, se [9].

Exempel 4.1. Det är 20 personer som äter lunch tillsammans i en restaurang
med två olika lunchalternativ. Det första alternativet kostar 10 euro och det
andra alternativet kostar 20 euro. Personerna som äter tillsammans har valt att
dela på räkningen. Antag att varje person, om hen måste betala sin egen lunch,
föredrar det billigare alternativet och att alla personer eftersträvar ett så bra
utfall som möjligt för egen del. Då resonerar varje person på följande sätt: alla
andra kommer att välja lunchalternativet för 10 euro och om jag väljer det andra
alternativet alltså det för 20 euro, kommer jag få det för 10,50 euro. Resten av
de 20 personerna resonerar på exakt samma sätt och därför infaller det troligtvis
att alla väljer det dyrare alternativet fastän ingen egentligen vill det.

För att definiera Nashjämvikt måste vi också veta att i icke-kooperativ spel-
teori väljs handlingsalternativ samtidigt och oberoende av varandra, det vill säga
att spelare inte känner till andra spelares val i förväg.

Definition 4.2. Ett icke-kooperativt spel består av en ändlig mängd S av spelare
och varje spelare S har

a. en mängd AS av strategier och handlingar, samt

b. en reellvärd utbetalningsfunktion uS som är definierad på den kartesiska
produkten A =

∏︁
S∈SAS

Varje element a ∈ A utgör en handlingsvektor (a(S))S∈S där a(S) är strategin
vald av spelare S. Då är uS(a) utbetalningsfunktionen för spelare S för det
speciella spelet a ∈ A. Genom att definiera u = {uS : S ∈ S} kan vi beteckna de
ovan beskrivna spelet med (S, A,u).

Från exempel 4.1 har vi nu följande, vi har spelare S = {S1,S2, . . . , S20} och alla
med handlingsmängd ASj

= {10, 20}, 1 ≤ j ≤ 20. Mängden av dessa handlings-
vektorer A =

∏︁20
j=1ASj

består av mängden 20-tipplar, med koordinaten 10 eller
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20. Från beskrivningen av spelet fås även utbetalningsfunktionen för spelare Sj

för handlingsvektorn a = (a1, a2, . . . , a20) ges av

uSj
(a) = aj −

1

20

20∑︂
n=1

an , j = 1, . . . , 20,

där den första termen på högra sidan är priset på lunchen som spelare Sj valde
samt den andra termen är beloppet Sj betalar, alltså den totala kostnaden för
alla tjugo luncher dividerat med antalet deltagare.

Exempel 4.3. Två personer sitter häktade och misstänkta för ett brott. Perso-
nerna är isolerade från varandra. Det finns tillräckliga bevis för att fälla båda
personerna för ett mindre brott, men inte tillräckligt med bevis för att fälla någon
av personerna för det grova brottet, om inte någon av dem vittnar mot den and-
ra. Om båda väljer att inte prata, kommer båda att dömas till 1 års fängelse för
det mindre brottet. Om en och endast en av de häktade vittnar mot den andra,
kommer hen att användas som vittne och då också frikännas, medan den andra
döms till 5 års fängelse. Om båda vittnar mot varandra kommer båda att dömas
till tre års fängelse. Vi kan modellera situationen som ett icke-kooperativt spel
där spelarna är de två häktade och båda spelarna har samma handlingsmängd,
nämligen {tiga, vittna}. Utbetalningsmatrisen blir då följande:

Vittna Tiga

Vittna (-3,-3) (0,-5)

Tiga (-5,0) (-1,-1)

Detta ger att radspelaren eller spelare 1 har följande utbetalningsfunktioner

u1(v,t) = 0, u1(t,t) = −1, u1(v,v) = −3 och u1(t,v) = −5.

För spelare 2, alltså kolonnspelaren så fås

u2(v,t) = −5, u2(t,t) = −1, u2(v,v) = −3 och u2(t,v) = 0.

I föregående exempel är det bästa alternativet att båda personerna tiger, vilket
ger dem 1 års fängelse vardera. Ifall spelarna inte litar på varandra finns möjlig-
heten att en av dem tiger och den andra vittnar, då hamnar en av dem i fängelse
i fem år.
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Vid närmare observation av utbetalningsmatrisen framgår det till exempel för
radspelaren med strategin vittna att den dominerar den andra strategin, alltså
att tiga. Oberoende av vilken strategi kolonnspelaren väljer så är utbetalnings-
funktionens värde att vittna för radspelaren bättre än att tiga.

Om allt vänds upp och ner, går det att observera från kolonnspelarens per-
spektiv i utbetalningsmatrisen, att strategin för att vittna dominerar över strate-
gin att tiga för kolonnspelaren. Därmed har båda spelarna en dominant strategi
och även om det är bäst för dem båda att tiga kommer det i slutändan att vara
säkrast för båda att vittna.

Det är inte alltid så att en dominant strategi existerar. Exempelvis i spelet
sten - sax - påse saknas en dominant strategi. På grund av detta undersökte Nash
i detalj ett begrepp som är svagare än dominant, som kallas Nashjämvikt. Detta
är ett alternativ där ingen har något att vinna på att ensidigt avvika från den
handling som ingår i jämvikten, även om det kan existera andra möjliga utfall
som skulle gynna alla.

Definition 4.4. Låt (S, A,u) vara ett icke-kooperativt spel. Om S ∈ S och a,b ∈
A är handlingsvektorer som är olika endast i koordinaten S alltså a(T ) = b(T )

för alla T ∈ S\{S} och a(S) ̸= b(S), sägs b vara ett ensidigt byte av strategi för
spelaren S.

Definition 4.5. Låt (S, A,u) vara ett icke-kooperativt spel. Handlingsvektorn
a∗ ∈ A kallas för en Nashjämvikt ifall ingen tjänar på att ensidigt byta ut sin
strategi i a∗ mot någon annan strategi i sin strategimängd. Det gäller att a∗ ∈ A

är ett Nashjämviktsläge om det för S ∈ S och a ∈ A med a(T ) = a∗(T ) för varje
T ∈ S\{S}, gäller att uS(a) ≤ uS(a

∗).

Vid icke-kooperativt tvåpersonersspelens utbetalningsmatriser kan existensen för
Nashjämvikt undersökas. Ifall Nashjämvikt existerar, går den att lokaliseras. Det
existerar en algoritm med vilken det går att bestämma samtliga Nashjämvikter
i ändliga tvåpersonersspel. Detta kan belysas med följande exempel.

Exempel 4.6. Vi har följande uppställning.

k1 k2

r1 (3, 2) (1, 1)

r2 (1, 1) (2, 3)
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Radspelarens bästa möjliga svar ifall kolonnspelaren väljer k1 blir r1. Nu
markeras detta i matrisen som följande:

k1 k2

r1 (3∗, 2) (1, 1)

r2 (1, 1) (2, 3)

Radspelarens bästa möjliga svar ifall kolonnspelaren väljer k2 blir r2. Nu
markeras detta i matrisen på samma sätt som i den tidigare matrisen och sedan
upprepas det för att få två Nashjämvikter (r1, k1) och (r2, k2).

k1 k2

r1 (3∗, 2∗) (1, 1)

r2 (1, 1) (2∗, 3∗)

På detta sätt möjliggörs en kontroll av (vittna, vittna) som då är en Nashjäm-
vikt för personerna i fängelset och att sten - sax - påse spelet saknar en Nashjäm-
vikt. Allmänt behöver inte Nashjämvikt vara entydigt bestämt.

I spelet sten - sax - påse ska spelarna samtidigt visa ett tecken som angetts och
representerar de olika sakerna vi har i spelet alltså sten, sax eller påse. Sten
representeras av en knuten näve, saxen genom att pekfinger och långfinger hålls
fram och påse med öppen hand.

Stenen slår sönder saxen, men omges av påsen. Saxen klipper sönder påsen,
men går sönder då stenen slår i saxen. Påsen omger stenen, men blir sönderklippt
av saxen.

Ifall sten - sax - påse spelet spelas flertalet gånger, måste spelaren varie-
ra alternativ med regelbundna mellanrum så att motspelaren inte kan lära sig
metoden för att vinna. Spelarna måste välja alternativen slumpmässigt.

Vi antar att radspelaren väljer alternativen sten, sax, påse slumpmässigt. Des-
sa alternativ representeras med sannolikheterna x1, x2, x3, vilka är icke-negativa
tal sådana att x1+x2+x3 = 1 och kolonnspelaren väljer bland samma alternativ
slumpmässigt, oberoende av radspelaren med sannolikheterna y1, y2, y3. Därmed
fås ett nytt spel med likadana sannolikhetsfördelningar av de ursprungliga stra-
tegierna, som härmed kallas rena strategier.
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Vi vet att i sten - sax - påse kommer utbetalningsmatrisen för radspelaren
att se ut på följande sätt:

Sten Sax Påse

Sten 0 1 -1

Sax -1 0 1

Påse 1 -1 0

Detta kan återskapas som en matris:

A =

⎡⎢⎢⎣
0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0

⎤⎥⎥⎦

−A är den motsvarande utbetalningsmatrisen för kolonnspelaren.
Nu kan vi beskriva den blandade strategin genom att sten väljs med sanno-

likheten x1, sax med sannolikheten x2 och påse med sannolikheten x3. Då anges
sannolikhetsvektorn som:

x = (x1, x2, x3) = x1(1, 0, 0) + x2(0, 1, 0) + x3(0, 0, 1).

Den rena strategin för att välja sten betecknas st = (1, 0, 0) och har san-
nolikheten 1, för sax finns den rena strategin sa = (0, 1, 0) med sannolikheten
1 och på liknande sätt för påse där p = (0,0,1) med sannolikheten 1. Detta
medför att varenda blandade strategi x är en konvex kombination av de rena
strategierna st, sa och p. Alternativmängden {sten, sax, påse} ger den blandade
strategimängden som kan identifieras från den konvexa, slutna och begränsade
mängden

{(x1, x2, x3) : x1 + x2 + x3 = 1, x1, x2, x3 ≥ 0}

som är en triangel i R3.

Nu kan utbetalningsfunktionerna till ett nytt spel bestämmas och spelets
förväntade utbetalningsfunktioner kan väljas och beräknas som väntat: den för-
väntade utbetalningsfunktionen för radspelaren, som spelar rena strategin sten
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mot kolonnspelarens blandade strategi

y = (y1, y2, y3)

= y1(1, 0, 0) + y2(0, 1, 0) + y3(0, 0, 1)

= y1st+ y2sa+ y3p

som ges av
u1(st,y) = 0 · y1 + (−1) · y2 + 1 · y3 = −y2 + y3.

Analoga påståenden görs för att få

u1(sa,y) = y1 − y3

u1(p,y) = −y1 + y2

Ifall radspelaren istället väljer att spela den blandade strategin

x = x1st+ x2sa+ x3p

mot kolonnspelaren som fortfarande använder y. Då fås den förväntade utbetal-
ningsfunktionen:

u1(x, y) = x1u1(st, y) + x2u1(sa,y) + x3u1(p,y)

= x1(−y2 + y3) + x2(y1 − y3) + x3(−y1 + y2)

= (x2 − x3)y1 + (−x1 + x3)y2 + (x1 − x2)y3

Med matrisen A går det att beräkna på följande sätt:

u1(x,y) = xAyt =
[︂
x1 x2 x3

]︂⎡⎢⎢⎣
−y2 + y3

y1 − y3

−y1 + y2

⎤⎥⎥⎦ .

Om kolonnspelaren bestämmer sig för att välja den likformiga strategin

a∗ =
1

3
st+

1

3
sa+

1

3
p

kommer varje blandad strategi a = x1st+x2sa+x3p som används av radspelaren
att ge u1(a, a

∗) = 0. Från detta kan nu Nashs existenssats bevisas med hjälp av
Brouwers klassiska fixpunktssats.
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Sats 4.7. Luitzen Brouwers fixpunktssats Låt S vara en icke-tom, kompakt
och konvex delmängd av Rn. Då har varje kontinuerlig avbildning F : S → S en
punkt x0 ∈ S sådan att F (x0) = x0, det vill säga x0 är en fixpunkt för F .

Nashs existenssats bevisades elegant av R. Tyrrell Rockafeller år 2011. I beviset
används grundläggande konvex analys och Brouwers fixpunktsats. Beviset skiljer
sig från Nashs ursprungliga bevis genom argument som baserar sig på konvexitet
och optimering. Ett bevis hittas i [9].

Sats 4.8. Nashs existenssats Antag att (X, u1), (Y, u2) är ett tvåpersoners-
spel, där delmängderna X av Rm och Y av Rn är icke-tomma, kompakta och
konvexa. Utbetalningsfunktionerna blir då följande ui : X × Y → R, i = 1,2 ges
av u1(x,y) = xAyt, u2(x,y) = xByt = yBtxt, där A och B är m×n utbetalnings-
matriser för de rena strategierna och Bt betecknar den adjungerade matrisen av
B. Då har detta spel en Nashjämvikt i den ovan definierade betydelsen.

4.3 Vardagliga problem

Vi ska nu titta på några mera vardagligare tillämpningar av Nashjämvikt. Ett
vanligt spel som används mycket i vardagen, som baseras på Nashjämvikt är
sten-sax-påse. Reglerna i spelet presenterades i det tidigare stycket och nu följer
två olika exempel.

Exempel 4.9. Två spelare ska spela sten - sax - påse och i exemplet i [9] bestäms
utbetalningsfunktion som så att personen som vinner får en euro och förloraren
måste därmed betala en euro till vinnaren. Detta görs för att ha någon nytta
med spelet. Värdena i utbetalningsfunktionen blir då antingen 1 eller -1. Om
båda spelarna väljer samma är det oavgjort och varkendera vinner eller förlorar,
vilket representeras av utbetalningsfunktionen 0. Hela det här spelet och dess
utbetalningsfunktion kan beskrivas med en 3× 3-matris, som ser ut på följande
sätt:

Sten Sax Påse

Sten (0,0) (-1,1) (1,-1)

Sax (1,-1) (0,0) (-1,1)

Påse (-1,1) (1,-1) (0,0)



KAPITEL 4. NASHJÄMVIKT 36

Exempel 4.10. Exempel följer från [7]. Två lärare på en ekonomifakultet vill
båda rekrytera en toppstuderande till sin fakultet. Ingendera av lärarna kan sä-
kerställa att den studerande accepterar erbjudandet om de inte ringer ett samtal
och främjar sitt eget program. Detta telefonsamtal kostar och vi kan representera
kostnaderna på följande sätt.

Samtal Ringer inte

Samtal 1− c1, 1− c2 1− c2, 1

Ringer inte 1, 1− c1 0,0

Antag att lärarna väljer sina handlingar samtidigt, utan vetskap om att den
andra har gjort ett val. Fakulteten har konfidentiell information om kostnaden
för att ringa samtalet. Alltså lärare i vet ci och tror att cj är en slumpmässig
dragning från en jämn fördelning på [c,c]. Lärare i antagande om cj är allmän
kunskap. En alternativ formulering av detta problem är att lärare ett berättar
allt så att alla vet kostnaden c1 = 1/2. Däremot, c2 ∈ {c,c} är känd endast
för spelare 2 eller så kan vi anta att spelare ett är en professor som vet från
erfarenhet att c1 = 1/2 och c2 = 2/3. Spelare två är en ny assisterande professor
vars tidigare kunskap är att c1, c2 ∼ ∪[0,2] och är självständig.
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Kapitel 5

Avslutning

Avslutningsvis går det att konstatera att matematik existerar i vår vardag på flera
sätt än vi kan ana. Det handlar om mera än bara siffror och formler. Matematik
uppmanar människan till att lösa problem, att tänka logiskt och att upptäcka
mönster i vardagen som kanske inte direkt kopplas till matematik.

När matematik tillämpas på sätt som visats i denna avhandling så kan vi
lägga märke till den utbredning som den har. Allt från musik till teknik, har
på något sätt en matematisk anknytning och med hjälp av dem kan vi hitta
nya lösningar som underlättar våra liv. Den oväntade nyttan med matematik
inspirerar oss människor att se vardagliga problem ur en ny synvinkel.

RSA-kryptering är en metod där två nycklar: en öppen och en sluten används
för att kunna hålla meddelanden och annan data hemlig. Nycklarna är primtal.
Denna metod är mycket säker eftersom det är svårt att faktorisera primtal som
är stora. Det går att multiplicera primtalen relativt enkelt, men att faktorisera
produkten tillbaka till två primtal är svårt. Den oväntade användningen av mate-
matik i RSA-kryptering är primtalsfaktoriseringen. Eftersom RSA använder två
nycklar blir det nästan omöjligt med dagens resurser och metoder att dekryptera
ett meddelande utan tillgång till den slutna nyckeln. Detta skyddar också data
så att inte obehöriga får åtkomst.

Ifall en ny mera effektiv metod skulle utvecklas som snabbt faktoriserar pro-
dukter av stora tal till primtal, kan säkerheten med RSA äventyras. Primtals-
faktoriseringen är därmed central för att hålla säkerheten för hemliga medde-
landen. Det är alltå matematiken bakom RSA-krypteringen som gör den säker
och skyddar den information vi har. Med primtalfaktorisering och aritmetik, kan
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vi garantera att nyckelparen är mycket säkra. RSA är därmed en pålitlig och
mångsidig metod att säkra dataöverföring för att skydda konfidentiellt material
och hemliga meddelanden.

Den grundläggande principen inom genetiken för populationer kallas för Hardy-
Weinbergs lag. Lagen beskriver genetiska frekvenserna i en population som upp-
fyller fem villkor som håller en population i konstanta förhållanden. Antagandena
som måste uppfyllas för att Hardy-Weinbergs lag ska få tillämpas är följande för-
kortade lista:

1. Stor population.

2. Inga mutationer sker.

3. Ingen migration.

4. Det sker inget naturligt urval.

5. Slumpmässig parning.

Villkoren uppfylls inte alltid i verkliga populationer, men ger den teoretiska
grunden för förståelsen av genetiska frekvenser. Det är allellfrekvenserna i en
population som förklaras med Hardy-Weinbergs lag och hur de hålls konstanta
då villkoren är uppfyllda. Frekvenserna i sin tur kan då förutse olika genotyper.
Denna lag kopplas ihop med matematik genom att genotypfrekvenserna kommer
att kvadreras. Eftersom genotypfrekvenserna kan beräknas från allelfrekvenserna
när de kvadreras och lösa ut algebraiskt från ekvationerna som skapas.

Fördelarna med Hardy Weinbergs lag är att det nu är möjligt att kunna se och
förstå den genetiska variationen i en population och därmed kan vi förutspå till
exempel ärftliga sjukdomars förekomst. Från det här får vi också det fördelaktiga
med lagen att vi kan ge genetisk rådgivning, samt hur populationer kan se ut
över en längre tidsperiod även kallat evolutionär biologi. Hardy-Weinberg är en
viktig lag som ger tydliga ramar för att förstå sig på genetisk variation och
genotypfrekvenser. Den matematiska grunden som lagen står på ger redskap att
beräkna och förutspå genetiska frekvenser.

Nashjämvikt är ett viktigt resultat inom spelteorin, den beskriver ett sam-
manhang då ingen av de spelare som deltar i spelet kan göra sin situation bättre
genom att ändra sin strategi då det är bekant vad de andra spelarna väljer att
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göra. Nashjämvikt definieras genom följande: Då en spelare väljer den bästa möj-
liga strategin av de givna strategierna. Ingen spelare har egentligen någon orsak
att byta strategi eftersom de inte skulle förbättra den egna ställningen. Nashjäm-
vikt fås genom analys av spelteoretiska modeller och genom att lösa modellerna
för att hitta situationer där valen som en spelare gör leder till en stabil punkt
var ingen spelare gynnas av att byta strategi.

Den oväntade nyttan av Nashjämvikt förekommer på flera olika ställen i var-
dagen. Den hittas i sammanhang där reglering och stabilitet är av intresse, till
exempel för att förutse stabilare marknader eller att reglera konkurrensen. Även
när det gäller konfliktlösning eller teknologiska tillämpningar så kan Nashjäm-
vikt utnyttjas, då för att uppnå så goda resultat som möjligt. Nashjämvikt ger
en djupare förståelse för situationer som innehåller interaktioner och kan ge oss
människor redskap för att analysera olika strategier. Den oväntade nyttan med
Nashjämvikt går från möjligheten att skapa stabilitet till att lösa konflikter och
optimera tekniska tillämpningar.

Genom förståelse och tillämpning av metoder som RSA-kryptering och prim-
talsfaktoriseringen bakom den, samt Hardy-Weinbergs lag inom ärftlighetsläran
och Nashjämvikt i spelteori och andra områden, vill människan skapa trygghet,
förutsägbarhet och ha möjligheten att lösa kluriga problem i en värld var mate-
matik är en av våra grundpelare för förståelse, kreatitivitet och innovation.
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