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Sisällys. 

Edellinen Osa. Tasannes-Geometria. 

Ensimmäinen luku. Johdatus. 1—6 ss. 
Geometrillisten suureiden lausuminen luvuissa. — Homogeniset 

yhtälöt. -— Positiviset ja negativiset viivat ja kulmat. — Projektionit. 

Toinen luku. Piste. 6—15 ss. 
Suorakulmaiset ja polaariset koordinaatit. — Pisteen koordinaa- 

tien projektionit. — Koordinaatien muutos. — Kahden pisteen väli- 

matka. — Kolme pistettä samalla suoralla. — Geometrilliset urat. 

Kolmas luku. Suora 15—34 ss. 
Suoran yhtälö. — Yhdensuuntaiset suorat. — Suoran leikkauk- 

set. — Kahden suoran välinen kulma. — Suora, joka kulkee yhden 

tai kahden annetun pisteen kautta. — Perusmuoto suoran yhtälölle. 

— Pisteen ja suoran välimatka. — Lyhennetty merkitsemistapa. 

Neljäs luku. Pyöriö. 35—144 ss. 
Pyöriön yhtälö. — Pyöriön tangentti. — Tangenttijänne. — 

Kordaali. 

Viides luku. Ellipsi. 44—69 ss. 
Elipsin yhtälö. — Hlipsi verrattuna verhoavaan ja sisustavaan 

kuvioon. — Polttopisteet. — Tangentti ja normaali. — Fysillisiä 

ominaisuuksia. —- Probleemoja tangentista. —— Hllipsin pinta-ala. — 

Jänteet ja diametrit. — Ellipsin yhtälö kahdessa liitto-diametrissa. 

Kuudes luku. Hyperbola. 69—90 ss. 
Hyperbolan yhtälö. — Polttopisteet. — Asymptootit. — Tan- 

gentti ja normaali. — Liitto-hyperbolat. — Diametrit. —- Hyperbo- 

lan yhtälö kahdessa liittodiametrissa. — Hyperbolan yhtälö asymptoo- 

teissa. — Tehtäviä. 

Seitsemäs luku. Parabola. 90—100 ss. 
Parabolan yhtälö. — Polttopiste. — Tangentti ja normaali. — 

Diametrit. — Vinokulmaiset koordinaatit. — Sisustavat ja verhoavat 

polygonit. — Parabolan segmentin pinta-ala. — Tehtäviä. 

Kahdeksas luku. Koonilliset leikkaukset. 100—116 ss. 
Tasaleikkaukset koonista. — Ura pisteelle, jonka välimatkat an- 

netusta pisteestä ja annetusta suorasta ovat toisiinsa vakinaisessa suh- 

teessa. — Koonillisen leikkauksen yhtälö. — Kaksiasteisen yhtälön 

geometrillinen merkitys. 

Yhdeksäs luku. Harmoonillisia ominaisuuksia kaksi- 
asteisilla viivoilla. 116—140 ss. 

Harmonilliset pisteet. — Harmonillinen kimppu. — Täydellinen 

nelisivukas. — Harmonilliset polit ja polaarit. — Sisustavat ja ver- 

hoavat nelikulmiot. — Lyhennetty merkitystapa. — Pascal'in kuusi- 
kulmio. — Brianchon'in teoreema.



Kymmenes luku. Muutamia korkeampi-asteisia viivoja 
140—156 ss. 

Kissoïdi. — Konkoidi. — Pascal'in kotelo. — Lemniskata. — 

Sinusoidi. —- Kykloidi. —- Epikykloidi. — Hypokykloidi. — Arki- 

medeen spiraali. — Logaritminen spiraali. 

Jälkimmäinen Osa. Avaruuden Geometria. 

Ensimmäinen luku. Pisteet ja suunnat avaruudessa. 
157—178 ss. 

Projektionit. — Koordinaatit. — Kahden pisteen välimatka. — 

Kolme pistettä yhdellä suoralla. — Radius vektorin projektioni. — 

Kahden suoran välinen kulma. — Suuntakulmat ja -kosinit. — Koor- 

dinaatien muutos. — Eulerin kaavat. — Viivain ja pintain yhtälöt. 

Toinen luku. Taso. 178—-191 ss. 
Tason yhtälö. — Kahden tason välinen kulma. — Tason ja 

koordinaati-akselin leikkaukset. — Taso, joka kulkee kolmen annetun 

pisteen kautta. — Pisteen ja tason välimatka. — Lyhennetty merkit- 

semistapa. —— Tasojen keskinäiset leikkaukset. — Harmonilliset tasot. 

Kolmas luku, Suorat avaruudessa. 191——203 ss. 
Suoran yhtälöt. — Suora, joka kulkee kahden annetun pis- 

teen kautta. — Suoran ja tason leikkauspiste. — Kahden suoran 

leikkauspiste. — $Symmetrillinen muoto suoran yhtälöille. — Kahden 

suoran välinen kulma. — Probleemoja suorasta ja tasosta. 

Neljäs luku. Kaksiasteiset pinnat. — Niiden jako. 
203—219 ss. 

Yleisen kaksiasteisen yhtälön supistaminen. — Keskiölliset pin- 

nat: ellipsoidi, yksivaippainen hyperboloidi, kaksivaippainen hyperbo- 

loïdi, kooni. — Keskiöttömät pinnat: elliptinen paraboloidi, hyperbo- 

linen paraboloidi, parabolinen cylinderi. — Katsahdus. 
Viides luku. Yleinen kaksiasteisten pintain teoria. 

220—230 ss. 
Kaksiasteisen pinnan ja suoran leikkaus. — Keskiö. — Kes- 

kiösäteet. — Diametraalitaso. — Liittolais-diametrit. — Suuntais- 

leikkaukset. 

Kuudes luku. Yleisen teorian jatkoa. 231—243 ss. 
Päädiametraalitaso. — Kuutioyhtälön tutkimus. — Numeroyh- 

tälöjen tutkimus. 

Seitsemäs luku. Yleisen teorian jatkoa. 243251 ss. 
Tangentti. —- Tangenttitaso. — Poli ja polaaritaso. — Vasta- 

vuoroiset polaarit. 

Kahdeksas luku, Yleisen teorian käyttäminen erityi- 
siin kaksiasteisiin pintoihin. 251—278 ss. 

Ellipsoidi. — Kooni. — Hyperboloidit. — Paraboloidit.



Tekijän esipuhe. 

(1864). 

Niin sanottu analytillinen geometria on osa matematiikasta, 

jonka alalle on vaikea tieteelliseltä kannalta määrätä rajoja; sillä 

milt'ei jok'ainoata analysin haaraa käy sovittaminen geometriaan, ja 

näiden sovittamisten täydellinen esittäminen olisi siis lähipitäin koko 

matematiikan esittämistä. 

Tämä oppikirja ei suinkaan pyrji semmoiseen täydellisyyteen, 

jota sitä paitsi on mahdoton saavuttaakin; sen määränä on vain esit- 

tää alemman analysin, algebran, käyttämistä viivain ja pintain tutki- 

misessa. Se jakaantuu kahteen osaan: tasannes-geometria ja avaruu- 

den geometria, joista edellinen käsittelee paraasta päästä koonillisia 

leikkauksia sekä muutamia korkeampi-asteisia viivoja, jälkimmäinen taas 

sisältää opin avaruus-suorista sekä pinnoista, joiden yhtälöt ovat yksi- 

tai kaksi-asteisia.  Metodeista ja teorioista, jotka ovat omituisia un- 

demmassa geometriassa, on tek. katsonut sopivaksi tässä esittää ly- 

hennetyn merkitystavan yhtälöille, joten muutamat tutkimukset käyvät 

paljoa selvemmiksi, sekä tuon monessa katsannossa huvittavan opin 

kaksi-asteisten viivain ja pintain n. s. harmonillisista ominaisuuksista. 

Teos on suunnitettu siten, että yksityisistä, vasta-alkajalle hel- 

pommin —käsitettävistä, teorioista on vähitellen siirrytty yleisiin ja 

ennemmin abstraktisiin. Senpä vuoksi selitetään ensin edellisessä 

osassa ellipsi, hyperbola ja parabola kukin itsekseen, ennenkuin ryhdy- 

tään tutkimaan koonillisia leikkauksia yleensä; samoin on jälkimmäi- 

sessä osassa, ennen kaksi-asteisten pintain teoriaa, tutkittu tähän ryh- 

mään kuuluvat eri muodot.



Täten suunnitettuna ja tarkoittaen helpoitusta tutkimisessa kuin 

myös kaikkien tähän kuuluvain kysymysten ratkaisemisen suhteen 

pelkän algebran avulla, sekoittamatta siihen ollenkaan korkeampaa 

analysiä, eroaa tämä kirja paljonkin Briot'in ja Bouquet'in, Fort'in 

ja Schlömilch'in y. m. teoksista, joita nykyjään yleensä käytetään 

oppikirjoina, vaikka tek. mielellänsä tunnustaa muutamissa kohdin 

käyttäneensä hyödyksi mainittuja kirjoja kuin myös niitä klassillisia 

teoksia, joilla Hesse ja Salmon nykyjään ovat rikastuttaneet mate- 

matillista kirjallisuutta.



Suomentajan alku-sananen. 

Mitä suomalaisten oppisanain tuntemiseen tulee, on suomen- 

taja koettanut noudattaa kahta sääntöä: 1:0) välttää liiallista pu- 

rismia, s. 0. suomentaa ainoastaan tavallisimmat tiedesanat, ja 2:0) 

muukalaisia oppisanoja käytettäessä liittää runkoon suomalainen 

pääte. Siitä syystä ei ole käytetty muukalaisia verbejäkään päätteillä 

-eeraan, vaan on pääte -oin, -oida liitetty runkaan: eliminoin, 

-ida; projicioin, -oida (= eliminer, projicier); samasta syystä on 

kirjoitettu origini eikä origo; termini eikä termi; diametri 

eikä diameteri. Taivutuksen täydellisyyden vuoksi on aina suoma- 

lainen adjektivin pääte liitetty muukalaiseen runkoon; niinpä polaa- 

rinen eikä polaari-, transcendenttinen y. m. 

Muutamia epäjohtoisuuksia on valitettavasti ilmaunut. Niinpä 

on kirjan ensimmäisissä arkeissa viljelty sanaa konjugaatinen, 

vaikka se sittemmin pitkin matkaa ilmautuu suomalaisessa muodossa: 

liittolainen; samoin yhdensivuinen, yhdenkylkinen välistä 

pro tasasivuinen, tasakylkinen. 

Sanat suora ja käyrä ovat mielestäni varsin sievät ja sopivat 

käyttää substantiveina, merkiten siis: suora viiva, käyrä viiva 

(tietysti missä vaan ei erehdystä siten synny); samoinhan muissakin 

kielissä: la droite, die Gerade. 

Kiitollisuudella olen vastaanottava asiantuntevain muistutukset 

Homero fan vastaan, joka, esikoisena uudella uralla, arvattavasti ei 

ole saattanut vielä kaikkia täysikasvuisen tehtäviä täyttää. 

Lopuksi pyydän saada kantaa sulimmat kiitokset herra ylitireh- 

törille, valtioneuvos L. L. Lindelöf'ille joka hyväntahtoisilla neu- 

voillansa suurissa määrin on työtäni helpottanut. 

Helsingissä, Heinäkuussa 1876. 
Suomentaja.
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SUOMALAIS-MUUKALAINEN SANALUETTELO. 

A. 
Aatteinen, ideell, imaginär. 
Abscissa, abskissa. 
Abstraktinen, abstrakt. 

Akseli, axel. 

iso-akseli. (gen. iso-akselin j. n. 
e.) = större axel. 

vähä-akseli, (gen. vähä-akselin 
j. n. e.) = mindre axel. 

Aksentti, accent. 
Analogia, analogi. 

analogillinen, analogisk. 

Analysi, analys. 
analytillinen, analytisk. 

Arvokerta, dignitet. 
Asema, bas. 

Aste, grad. 
yksi-, kaksi-asteinen, af första, 

andra graden. 
Asymptooti, asymptot. 

asymptooti-kooni = a.kon. 

Binomi, binom. 

C. 
Centraali-akseli, central-axel. 

centraali-taso, c.-plan. 

Cosecantti, cosecant. 

Cosini, cosinus. 

Cotangentti, cotangent. 
Cylinderi, cylinder. 

elliptinen cylinderi, elliptisk c. / 
hyperbolinen c., hyperbolisk c. 

  

D. 
Diagonaali, diagonal. 
Diametri, diameter. 

diametraali-taso, diametralplan. 

E. 
Edustaa, representera. 
Eliminoïda, eliminera. 

Ellipsi, ellips. 
ellipsoidi, ellipsoid. 
elliptinen, elliptisk. 

Emä, generatix. 

emäpyöriö, -suora 1. -viiva, -kul- 

ma = generande cirkel, linie, 

vinkel. 

Epikykloidi, epicykloid. 
Eroitus, differens. 

Eräkäs, isolerad punkt. 
Excentrisyys, excentricitet. 

E 
Funktioni, funktion. 

y on wn f. eli y on f. asta 

BY ren f4 afa. 

G. 
Geometria, geometri. 

geometrillinen, geometrisk. 

H. 
Haaruke, branche. 

Harmonia, harmoni. 

harmonillinen, harmonisk. 

harmonikaali, harmonikal.



VIII 

Heiastaa, heiastua, reflcktera, re- [ Kehittää, utveckla. 

flekteras. 

Homogeninen, homogen. 

homogenisuus, homogenitet. 
Hyperbola, hyperbel. 

hyperbolinen, hyperbolisk. 

hyperboloidi, hyperboloid. 
` yksivaippainen h., h. med en 

mantel. 

kaksivaippainen h., h. med två 
mantlar. 

Hypokykloidi, hypocykloid. 
Hypotenusa, hypotenusa. 

Identtinen, identisk. 
identtisyys, identitet. 

Isopyöriö (gen. isopyöriön), stor- 
cirkel. 

iso-akseli, större axel. 

Indiei, index. 

Irrationaalinen, irrationel. 

J. 
Jakaa kahtia, halfvera. 

Johtaa (johdattaa) deducera. 
johtaja, directrix, styrlinie. 

johtaminen (johdatus), deduk- 

tion. 

Juokseva, löpande. 
Juuri, rot. 

juuriluku, -suure, radikal. 

Jänne, korda. 
Jäsen, membrum. 

K. 
Kaari, båge. 

Kaava, formel. 

Kaksoispiste, dubbelpunkt. 
Kallistuminen, lutning. 

kallistuskulma, lutningsvinkel. 
Kantaluku, bas (log.) 

Kardioidi, kardioid. 

Katakaustika, katakaustika. 
Kateeti, katet,   

kehitys-pinta, developpabel yta. 
kehä, periferi. 

Keskisuhdeluku, medelproportional. 
keskivastainen, diametralt mot- 

satt. 

keskiö, medelpunkt. 
keskiöllinen pinta, yta med m. 
keskiötön A (Clatan „> 

Kiero, skef. ; 

Kimppu, knippe. 
Kisseidi, cissoid. 
Koefficientti, koefficient. 
Kohdata, infalla. 

Kohtisuora (subst.), perpendikel. 

kohtisuora (adj.), vinkelrat. 

Kolmio, triangel. 

Konkoidi, konkoid. 

Kooni, kon. 

koonillinen, konisk. 

Koordinaati, koordinat. 

koordinaatisto, koordinat-system. 
Korkosuora, höjäperpendikel. 
Koroittaa, upphöja. 

k. neliöön, u. till gvadrat. 
k. m:teen arvokertaan, u. till 

m:te digniteten. 

Korollaari, korollarium. 

Kotelo, Pascalin, Pascals snäcka. 

Kulma, vinkel. 
suora, terävä, tylsä k., rät, spet- 

sig, trubbig v. 

kulma-koefficientti, vinkel-koeffi- 
cient. 

Kuutio, kub. 
k.-yhtälö, kubisk eqvation. 

Kuvio, figur. 
Kykloidi, cykloid. 

Käyrä, kroklinie. 

L. 

Lauseke, expression. 
lausua jotakin jollakin, 1. lau- 

sua jotakin jossakin, expri- 
mera, uttrycka ngt. genom ngt.



Leikkaus, sektion. 

Lemniskata, lemniskata. 

Liittolainen, konjugerad, konjugat-. 
taso on diametrin liittolainen, 

planet är konjugeradt med 

diametern. 

liitto-diametri, 

ter. 

Linjallinen, lineär. 
linjaperäinen, linierbar. 

Litistynyt, afplattad. 
Liukua, glida. 

Logaritmi, logaritm. 
logaritmika, logaritmika. 

Maksimi, maximum. 

Merkinjatko, teckenföljd. 
„ vaihdos, ombyte. 

Minimi, minimum. 

Monikulmio, mänghörning, polygon. 

Murtopiste, katso rebroussementti- 

piste 

Muutos, transformation. 
Määrittää, definiera. 

määritys, definition. 

Negativinen, negativ. 

Nelikulmio, fyrhörning. 
» Sivukas, ,, siding. 

neliö, gvadrat. 

Normaali, infallslod. 

jä normaali. 

Nurkka, hörn. 

konjugat-diame- 

” 

0. 
Ominainen, absolut. 

Ordinaata, ordinata. 

Origini, origo. 

Ovaali, oval. 

P. 
Pallo, sfer. 

pallokulmio, sferisk triangel. 

Parabola, parabel. 
paraboloidi, paraboloid. 

elliptinen, hyperbolinen p., ellip- 

tisk, hyperbolisk p. 

Parallelipipedi, parallelipiped. 
Parallelogrammi, katso suunnikas. 

Parametri, parameter. 

Perimetri, perimeter. 
Periferia, kehä. 

Perusmuoto, normalform. 

Perä, vertex. 

perättäinen, kontinuerlig. 
Piirtää, katso sisustaa. 

Pinta, yta. 
pinta-ala, area. 

Piste, punkt. 

viiva a kääntyy pisteessä pb, 

linien a vrider sig omkring 

punkten 6. 

Poli, pol. 

polaari, polar. 
polaarinen, polär. 
polaaritaso, polarplan. 

I Polttoväli, focalvidd. 
polttopiste, focus. 

polttosäde, radius vector. 

Positivinen, positiv. 
Probleemi, problem. 

Projektioni, projektion: 
projicioida, projiciera. 

I Puoli-akseli, -diametri (gen. puoli- 
` akselin, puolidiametrin), half- 

axel, -diameter. 

Purkaa (tekijöihin), applösa. 
Pyöriö, cirkel. 

pyöriöleikkaus, cirkelformig sek- 
tion. 

pyérié-piste, cirkelpunkt. 
/ pyörähdys-akseli, -ellipsoidi y. m.. 

rotationsaxel, -ellipsoid m. m. 

Päätaso, p.-diametraalitaso, prin- 
cipalplan, p.-diametralplan. 

  

 



R. 
Radius vektori, radius vektor. 

Rationaalinen, rational. 

Ratkaista (yhtälö), upplösa. 

Rebroussementtipiste,  rebrousse- 

mentspunkt. 

S. 
Sarja, serie, progression. 

Selventää, förenkla. 

Sektori, sektor. 

Sekantti, sekant. 

Segmentti, segment. 

Sferoidi, sferoid. 

Sieventää, hyfsa. 
Siirtää, öfverflytta, -föra. 

Sijoittaa, substituera. 
s. a blä 1. suureella b 

substituera a i st. f. O. 

Sini, sinus. 

sinusoïdi, sinusoid. 

Sisustaa (sovittaa, piirtää), in- 
skrifva. 

sisusta pyöriö kolmiolla, 

skrifva en triangel i cirkeln. 

kolmio sisustaa pyöriötä, trian- 

geln är inskrifven i en cirkel. 

sisustava kuvio, inskrifven figur. 

Sivuta, tangera. 

sivuamispiste, tangeringspunkt. 

Sovittaa, katso sisustaa. 

Spiraali, spiral. 
Subnormaali, subnormal. 
Suhde, förhållande. 

suhdeluku, proportional. 
Suikea (sferoïdi), förlängd (sferoid). 

Suora, rät linie. 

suorakulmainen, rätvinklig. 

suorakulmio, rektangel. 

suorakulmio suorista 1. suorilla 
a ja 6, rektangeln af räta 
linierna a och b. 

Supistaa, teducera. 
supistus, reduktion. 

in- 

  

Supplementti, supplement. 
S.-jänne, s.-korda. 

Suunnikas, parallelogram. 

Suunta, rigtning. 

suuntakosini, -kulma, rignings- 
kosinus, -vinkel. 

Suure, qvantitet, storhet. 

Symmetrillinen, symmetrisk. 

Systeemi, system. 
Säde, radie. 

Särmä, kant. 

T. 
Taittuminen, refraktion. 

taittumis-koefficientti, — refrak- 
tions-, brytningskoefficient. 

Tangentti, tangent. 
tangenttikooni, -jänne, tangent- 

kon, -korda. 

Tasakylkinen, likbent. 
» sivuinen, liksidig. 

taso, plan. 
tasannes, plan-. 

Tekijä, faktor. 

Teoreemi, teorem. 

Termini, term. 
Tetraedri, tetraeder. 

Todellinen, reel. 

toteuttaa, satisfiera. 

Transcendenttinen, transcendent. 

Transversaali, transversal. 

transversaalinen akseli, t.-axel. 
Trapetsi, trapezium. 
Triedrillinen, triedrisk. 

Tulo, produkt. 

U. 
Ura, ort. 

ura pisteelle P, 1. P-pisteen ura, 
orten för punkten P. 

" V. 
Vaihtua, variera. 

vaihtuva, variabel. 
Vaippa, mantel.



Vakinainen, konstant. 
Vastavuoroinen, reciprok. 
Verhota (jkin jlkin), omskrifva. 

verhoava kuvio, omskrifven figur. 
Viiva, linie. 

viivasto, liniekomplex. 
Vinokulmainen, snedvinklig. 
Volymi, volym. 
Vyöttöellipsi, strupellips. 
Väli, katso eroitus. 

Väite, teorem. 

välimatka, afstånd. 

Y: 
Yhden-aikainen, simultan. 
Yhdenmuotoinen, likformig. 
Yhdensuuntainen, parallel. 

  

XI 

a on b:n suuntainen, a on yh- 

densuuntainen &:n kanssa, sa- 

mansuuntainen kuin O, a är 

parallel med 2. 

Yhteellinen, kongruent. 
Yhteismitallinen, kommensurabel. 

yhteismitaton, inkommensurabel. 
Yhtälö, egvation. 

yksi-, kaksi- j. n. e. asteinen 
"yhtälö, egv. af första, andra 
etc. graden. 

tangentin yhtälö, eqv. för tang. 
yhtälö suureissa x, y, 2 = egv. 

i afseende & x, y, 2. 

Ä. 
Äärellinen, ändlig. 
Ääretön, oändlig.



MUUKALAIS-SUOMALAINEN SANALUETTELO. 

A. 

Abskissa, abscissa. 

Absolut, ominainen. 

Abstrakt, abstraktinen. 

Accent, aksentti. 

Afplattad, litistynyt. 
Alstningslinie, katso genererande 

linie. 

Afstånd, välimatka. 

Analogi, analogia. 
analogisk, analogillinen. 

Analys, analysi. 
analytisk, analytillinen. 

Area, pinta-ala. 

Asymptot, asymptooti. 
asymptot-kon, a.-kooni. 

Axel, akseli. 
större axel, iso-akseli (gen. iso- 

akselin j. n. e.). 

mindre axel, vähä-akseli (gen. 
vähä-akselin j. n. e.). 

Bas, asema (kuvion). 
„ kantaluku (log.). 

Binom, binomi. " 

Branche, haaruke. 

Brytning, katso refraktion. 
Brännpunkt, katso focus. 

Båge, kaari. 

C. 
Central-axel, centraali-akseli. 

e.-plan, c.-taso.   

Cirkel, pyöriö. 
cirkelformig sektion, pyöriöleik- 

kaus. 

cirkelpunkt, pyöriöpiste. 
Cissoid, kissoidi. 

Cosecant, cosecantti. 
Cosinus, cosini. 
Cotangent, cotangentti. 

Cykloid, kykloidi. 
Cylinder, cylinderi. 

elliptisk c., elliptinen €. 
hyperbolisk c., hyperbolinen c. 
cylindrisk, cylinderi-. 

D. 
Deducera, johdattaa, johtaa. 

deduktion, johdatus, johtaminen. 

Definiera, määrittää. 
definition, määritys. 

Developpobel yta = kehityspinta. 
Diagonal, diagonaali. 
Diameter, diametri. 

diametralplan, diametraali-taso. 
diametralt motsatt = keskivas- 

tainen. 

Differens, eroitus, väli. 

Dignitet, arvokerta. 

Directrix, johtaja. 
Dubbelpunkt, kaksoispiste. 

E. 

Eliminera, eliminoida. 

Ellips, ellipsi. 

ellipsoid, ellipsoidi.



elliptisk, elliptinen. 
Epicykloid, epikykloidi. 
Eqvation, yhtälö. 

egv. af första, andra ete. gra- 

_ den = yksi-, kaksi- j. n. e. 

asteinen yhtälö; egv. för tang. 

= tangentin yhtälö 1. yhtälö 

tagentille. 

egv. i 
yhtälö suureissa x, y, 2. 

Excentricitet, excentrisyys. 
Expression, lauseke. 

exprimera (uttrycka) ngt ge- 
genom ngt = lausua jotakin 

` jollakin, 1. lausua jotakin jos- 

sakin. 

. F: 

Faktor, tekijä. 
Figur, kurio. L 
Focalvidd, polttoväli. 

focus, polttopiste. 

Formel, kaava. 
Funktion, funktioni. 

y är en f af » = y on ain 
f. eli y on f. x:stä. 

Fyrhörning, nelikulmio. 
„ siding, , sivukas. 

Förenkla, selventää. 

Föreställa, katso representera. 

Förhållande, suhde. 

Förlängd (sferoid), suikea (sferoidi). 

G. 
Generatrix, emä. 

genererande cirkel, linie, vinkel, 
emäpyöriö, -suora 1. viiva, 

-kulma. 

Geometri, geometria. 

geometrisk, geometrillinen. 

Glida, liukua. 

Grad, aste. 

af första, andra ete, 

katso egvation. 

graden, 

afseende å a, y, 2 =] 
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H. 

Half-axel, -diameter, puoli-akseli. 

-diametri (gen. puoli-akselin). 

Halfvera, jakaa kahtia. 
Harmoni, harmonia. 

harmonisk, harmonillinen. 

harmonikal, harmonikaali. 

Homogen, homogeninen. 

homogenitet, homogenisuus. 
Hufvudaxel, -plan, pääakseli, -taso. 

Hyfsa, sieventää. 

Hyperbel, hyperbola. 
hyperbolisk, hyperbolinen. 

hyperboloid, hyperboloidi. 
h. med en mantel, yksivaippai- 

nen h. 
h. med tvä mantlar, kaksivaip- 

painen h. L 

Hypoeykloid, hypokykloidi. 
Hypotenusa, hypotenusa. 

Hänföra, — Esim. krokliniens egva- 

tion hänförd till polära koor- 
dinater, käyrän yhtälö polaari- 
sissa koordinaateissa. 

Härleda, katso dedncera. 

Héjdperpendikel, korkosuora. 
Hörn, nurkka. 

Ideel, aatteinen. 

Identitet, identtisyys. 
identisk, identtinen. 

Imaginär, aatteinen. 
Index, indici. 

Infalla, kohdata. 
infallslod, normaali. 

Inkommensurabel, yhteismitaton. 

Inskrifva, sisustaa, sovittaa, piirtää; 

inskrifva en triangel i cirkeln 
= sovittaa, piirtää kolmio 

pyöriöön ; 

triangeln är inskrifven i en 
cirkel = kolmio on sovitettu



XIV 

pyöriöön, kolmio sisustaa pyö- 

riötä; 

inskrifven figur, sisustava kuvio. 

Insätta, katso substituera. 

Irrationel, irrationaalinen. 

Isolerad punkt, eräkäs. 

K. 
Kant, särmä (= diedrillinen kulma). 

Kardioid, kardioidi. 

Katakaustika, katakaustika. 

Katet, kateeti. 

Knippe kimppu. 
Koefficient, koefficientti. 
Kommensurabel, yhteismitallinen. 

Kon, kooni. 
konisk, koonillinen. 

Kongruent, yhteellinen. 

Konjugat-, konjugerad, liitto-, liit- 

tolainen, (konjugillinen). 

Planet är konjugeradt med dia- 
metern, taso diametrin 

liittolainen. 

Konkoid, konkoidi. 
Konstant, vakinainen. 

Kontinuerlig, perättäinen. 
Koordinat, koordinaati. 

k.-system, koordinaatisto 

systeemi). 

Korda, jänne. 
Kordal, kordaali. 

Korollarium, korollaari. 

Kub, kuutio. 

kubisk eqv., kuutio-yhtälö. 

E 

Lemniskata, lemniskata. 

Likbent, tasakylkinen. 
likformig, yhdenmuotoinen 

liksidig, tasasivuinen. 

Linie, viiva. 

on 

(k. 

rät linie, suora, 1. suora viiva. 

kroklinie, käyrä, 1. käyrä viiva. 
linierbar yta, linjaperainen pinta. 
lineär, linjallinen. 

  

linie-komplex, viivasto. 
Logaritmi, logaritmi. 

logaritmika, logaritmika. 

Lutning, kallistuminen. 
lutningsvinkel, kallistuskulma. 

Löpande, juokseva. 

Mantel, vaippa. 
Maximum, maksimi. 

Medelproportional, keskisuhdeluku. 
Medelpunkt, keskiö. 

Membrum, jäsen. 
venstra, högra m. = vasen, oi- 

kea j. : 

Mininum, minimi. 
Mänghörning, monikulmie. 

Negativ, negativinen. 

Normal, normaali. 

normalform, perusmuoto. 

0. 
Omskrifva, verhota (jkin jlkin). 

omskrifven figur, verhoava kuvio. 

Ordinata, ordinaata. 

Origo, origini. 

Ort, ura. 

0. för punkten P, ura pisteelle 
P, 1. P-pisteen ura. 

Oval, ovaali. 

P. 

Parabel, parabola. 
paraboloid, paraboloidi. 
elliptisk, hyperbolisk p. ellip- 

tinen, hyperbolinen p. 

Parallel, yhdensuuntainen. 
a är parallel med %, a on bn 

suuntainen, 1. «a on yhden- 

suuntainen d:n kanssa, a on 

samansuuntainen kuin 0.



parallelipiped, parallelipipedi. 
parallelogram, suunnikas (pa- 

` rallelogrammi). 

Paramater, parametri. 

Periferi, kehä (periferia). 

Perimeter, perimetri. 
Perpendikel, kohtisuora (subst.). 
Plan, taso. 

plan- = tasannes-. 

Pol, poli. 

polar, polaari. 
polarplan, polaaritaso. 

Polär, polaarinen, polaari. 

Polygon, monikulmio, polygoni. 

Positiv, positivinen. 
Principal plan, päätaso. 

p. diametralplan = päädiàme- 

traalitaso. 

Problem, probleemi. 
Produkt, tulo. 

Progression, sarja, progressioni. 

Projektion, projektioni, 
projiciera, projicioida. 

Proportional, suhdeluku. 

Punkt, piste. 

linien a vrider sig omkring 

punkten 6, viiva a kääntyy 

pisteessä b. 

0. 
Ovadrat, neliö. 

Ovantitet, suure. 

Radie, säde. 

radikal, juuriluku, juurisuure. 

radius vector, radius vektori. 

Rationel, rationaalinen. 

Rebroussementspunkt, 

mentti-, 1. murtopiste. 

Reciprok, vastavuoroinen. 

Reduktion, supistus. 
reducera, supistaa, 

Reel, todellinen, 

rebrousse-   

XV 

Reflektera, -s, heiastaa, heiastua. 
Refraktion, taittuminen. 

is koeffiecent, taittokoefficientti. 
Rektangel, suorakulmio. 

or. af räta linierna a och 6, 
suorakulmio suorista 1. suo- 

rilla a ja b. 

Relation, suhta. 

Representera, edustaa. 

Rigtning, suunta. 

rigtningskosinus, -vinkel, suun- 

ta-kosini, -kulma. 

Rot, juuri. 

Rotations-axel, -ellipsoid etc., pyö- 

rähdys-akseli, ellipsoidi y. m. 

Rätvinklig, suorakulmainen. 

S. 
Satisfiera, toteuttaa. 

Segment. segmentti. 

Sekant, sekantti. 
sektion, leikkaus. 

sektor, sektori. 
Serie, sarja. 

Sfer, pallo. 
sferoid, sferoidi. 

sferisk triangel, pallokolmio. 
Simultan, yhdenaikainen. 
Sinus, sini. 

sinusoid, sinusoidi. 

Skef, kiero. 

Skilnad, katso differens. 

Snedvinklig, vinokulmainen. 

Snäcka, Pascals, = Pascalin kotelo. 

Spetsig, vinkel, terävä kulma. 

Spiral, spiraali. 

Storhet, katso Ovantitet. 

Storcirkel isopyöriö, (gen. isöpyö- 
riön j. n. e). 

Strupellips, vyöttöellipsi. 
Sträle, katso radie. 

Styrlinie, katso directrix. 

Subnormal, subnormaali. 
Substituera, sijoittaa, panna sijaan. 

s. a i stället för 6, sijoittaa



XVI 

a blä 1. suureella %., L 

panna a b:n sijaan. 

Supplement, supplementti. 
s. korda, supplementillinen jänne. / 

Symmetrisk, symmetrillinen. 
System, systeemi. 

T. 
Tangent, tangentti. 

tangera, sivuta. 

tangeringspunkt, sivuamispiste. 

tangentkon, -korda, tangentti- 

kooni, -jänne. 

Teckenföljd, -ombyte, merkinjatko, 
-vaihdos. 

Term, termini. 

Tetraeder, tetraedri. 

Transcendent, transcendenttinen. 

Transformation, muutos. 

Transversal, transversaali. 

t.-axel, transversaalinen akseli. 

Trapezium, trapetsi. 

Triangel, kolmio. 

Triedrisk vinkel, triedrillinen kulma 

Trubbig vinkel, tylsä kulma. 

U. 

Upphöja, koroittaa. 
u. till gvadrat, k. neliöön. 

u. till m:te digniteten, k. m:teen 

arvokertaan. 

Upplösa, ratkaista (yhtälö).   

u. i faktorer, purkaa tekijöihin. 

Upprita en parallelogram på 2 
linier, 2:lle 

suoralle. 

Uttryck, katso expression. 

Utveckla, kehittää. 

piirtää suunnikas 

V. 
Variabel, vaihtuva. 

variera, vaihtua. 

Vertex, perä. 

Vinkel, kulma. 

V. spets, kärki. 

v.-koefficient, k.-koefficientti. 

vinkelrät, kohtisuora. 

a är v. mot b, a on kohtisuora 

1.-ssa b:lle. 

Volym, volymi. 

Y. 

Yta, pinta. 
y. med medelpunkt, keskiölli- 

nen. p. 

y. utan medelpunkt, keskiötön 

P. 

Ä. 

Ändlig, äärellinen. 

Ö. 
Öfverflytta, -föra, siirtää.



 



 



EDELLINEN OSA. 

TASANNES-GEOMETRIA. 
  

  

Ensimmäinen Luku. 

Johdatus. 

1. Algebraa ja ylipäänsä analysiä käytettäessä geome- 
triaan täytyy geometrillisten suureiden (viivain, pintain, kap- 
palten, kulmain) olla lausuttuina luvuilla, ja tämä tapahtuu 

siten, että kukin suure verrataan toiseen, ennakolta määrät- 

tyyn samanlaiseen suureesen ja tutkitaan, kuinka monta ker- 
taa tahi kuinka suureksi osaksi edellinen sisältää jälkimmäi- 
sen. Määrättyä suuretta sanotaan mitaksi tai yksiköksi ja 
kaikki muut samanlaatuiset suureet lausutaan ‘sitten ratio- 
naalisella tai irrationaalisella luvulla, joka ilmoittaa sen ja 
määrätyn yksikön välisen suhteen. 

Pituusmittoina käytetään jotakin tunnettua pituutta, mitä 
hyvänsä, esim. tuumaa, jalkaa, peninkulmaa j. n. e. Mielin 

määrin saattaisi valita mitat myöskin pinnoille ja tiloille; 
mutta selvyyden vuoksi pannaan tässäkin kohden kerran otak- 
suttu pituusmitta perustukseksi ja otetaan pintain mitaksi 
neliö, jossa kukin sivu on pituus-yksikön pituinen, ja tilain 
yksiköksi kuutio, jonka kukin särmä on saman yksikön pi- 
tuinen. Pinta-ala suorakulmiossa, jonka sivut ovat a ja 0, 

lausutaan siis suorastansa tulolla a0, ja volymi suorakulmai- 
sessa parallelipipedissä, jonka särmät ovat a, O, c, tulolla abc. 

Yleensä lausutaan pinta-ala kahden ja volymi kolmen viival- 

lisen (= yksi-asteisen) tekijän tulolla. 
Kulmain mittana käytetään alemmassa geometriassa ta- 

vallisesti suoraa kulmaa tahi sen jyl:nettä osaa, jota sano- 
taan asteeksi. Analytillisessä geometriassa sitä vastoin käy- 

1
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tetään kulman lausekkeena tavallisesti sen kaaren pituutta, 
jonka kysymyksessä oleva kulma rajoittaa, asetettuna 1-sätei- 
sen pyöriön keskiöön, elikkä, toisin sanoen, kaaren ja säteen 

suhdetta. Koska tämä suhde samassa kulmassa aina on yhtä 
iso, olkoon pyöriö kuinka suuri hyvänsä, niin säteen pituus 
onkin mielivallan alainen. Puolen kehän suhdetta säteesen 
lausuu, niinkuin tietty, Ludolfin luku x = 3,14159... Niin 
muodoin merkitsee luku x myöskin 180-asteista kulmaa, ja 
siitä taas seuraa, että yksikkö vastaa kulmaa, jonka asteluku 

on 180: 2, siis = 579 17' 448. Juuri tätä kulmaa, joka ra- 
joittaa säteen pituisen kaaren, käytetään analytillisessä geo- 
metriassa tavallisesti kulmain mittana tahi yksikkönä. 

2. Kun tällä tavoin on sovittu geometrillisten suurei- 
den lausumisesta luvuilla, niin sopii yhtälöillä osoittaa kuvion 

eri osain väliset suhteet. Mutta yhtälö ei saata olla yleisen 
geometrillisen totuuden lausekkeena, jollei se ole itsenäinen 

otaksutun pituusyksikön suhteen; sen täytyy, toisin sanoen, 

olla senlaatuisen, ettei se muutu, jos puheena-olevan yksikön 
sijaan otetaan mikä muu hyvänsä, esim. m kertaa pienempi 

yksikkö. Viivat, jotka ennen olivat merkityt luvuilla a, 0, c, 
merkittiisiin nyt ma, mb, mc, ja yhtälö siis ei saa muuttua, 
jos kaikki sen viivalliset suureet kerrotaan mielivallan alai- 
sella tekijällä m. Yhtälöä, joka täyttää tämän ehdon, sano- 

taan homogeniseksi. 

Algebrallinen yhtälö on homogeninen, kun kaikki sen 
terminit ovat saman-asteisia siinä olevain geometrillisten suu- 
reiden suhteen. Jos a, 0, x, y merkitsevät viivoja, niin on 

esim. yhtälö 
3a4x3 + 5by3 — a? 02 =:0 

homogeninen; sillä jos mainittujen suureiden sijaan pannaan 

ma, mb, mx, my, niin saavat kaikki terminit yhteiseksi tekijäk- 
seen m^, ja kun tämä jakamalla poistetaan, niin yhtälö pysyy- 
kin muuttumatonna. 

Yhtälöllä, joka ei ole homogeninen, on geometrillinen 
merkitys ainoastaan silloin, kun joku määrätty pituus ote- 
taan yksiköksi. Jos esimerkiksi pannaan a = 1, niin muut- 
tuu edellinen yhtälö seuraavaksi
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3%3 + 56y? — b? = 0 
joka ei enää ole homogeninen. Mutta semmoisissa tapauk- 
sissa saadaan se homogeniseksi jälleen, kun kuhunkin ter- 

miniin sijoitetaan sopiva arvokerta otaksuttua pituus-yksikköä. 
Näiden lyhyiden selitysten jälkeen analytillisessä geo- 

metriassa käytettävistä yhtälöistä osoitamme nyt, mitenkä 
analytillisesti merkitään ne vastaiset suunnat, joissa geome- 
trillisia suureita, viivoja tai kulmia, sopii ottaa. 

3. Suoraa viivaa XX" myöten liikkuva piste saattaa 
kulkea joko X X- tahi XX'-suuntaa. Näiden kahden vas- 
taisen suunnan eroittamiseksi käytetään + ja — merk- 
kejä, ja niinpä + a merkitsee sen matkan pituutta, jonka 
piste on kulkenut toisessa yllämainittuja suuntia, esim. X'X, 
ja — a taas yhtä pitkää matkaa päinvastaisessa suunnassa. 

Lyhyyden vuoksi annetaan edelliselle suunnalle nimeksi po- 
sitivinen, jälkimmäiselle negativinen. 

Olkoon piste aluksi O:ssa ja siitä lähtien kulkekoon pe- 

räkkäin matkat OA4 = +a, AB= +090 BC=—.c, CD = 

— d, ..., merkkien osoittaessa eri suuntia, niin eri matkain 
algebrallinen summa asianomaisine merkkeinensä 

atb—e—d... 

lausuu nähtävästi pisteen lopullisen välimatkan O:sta po- 
sitivisella tahi negativisella puolella, aina sen mukaan kuin 
tämä summa on positivinen tai negativinen. 

4. Kahden suoran, XX’, fva 
YY, välisestä kulmasta pu- JY 
huttaessa, saattaa olla epä- TA 
tiedossa, kumpaistako kulmaa . K 

Xi "E x 
tarkoitetaan, terävääkö XOY   

TE DT B 
vai tylsää X'OY. Mutta tämä wz 
kahdapäisyys hälvenee, jos 
määrätään, missä suunnassa MR 
mikin suora on otettava. Suunnat OX ja OY tekevät välil- 
lensä kulman XOY, suunnat OX' ja OY sulkevat kulman 
X'0Y. Saadaksemme kulmainkin suhteen tarkkuutta lauseissa, 
ajattelemme epämääräisen säteen kääntyvän ympärinsä O-pis- 
teessä. Tämä kääntyminen saattaa tapahtua joko oikealta
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vasemmalle (vasten päivää) tahi vasemmalta oikealle (myötä 
päivää); edellisessä tapauksessa sanomme kääntymistä posi- 
tiviseksi, jälkimmäisessä negativiseksi. Eroitteeksi mer- 
kityksessä käytetään jälleen plus ja minus merkkejä, ja 
niinpä esim. + v merkitsee sitä v-kulmaa, jonka liikkuva 
säde on muodostanut positivisen kääntymisen kautta, ja — v 
yhtä suurta, negativisessa kääntymisessä syntynyttä kulmaa. 
Se kulma siis, jonka suunta OY tekee jonkun annetun OX- 
suunnan kanssa, on tesmälleen määrätty, kun tiedetään po- 
sitivisenko vai negativisenko kääntymisen kautta säde on 
siirtynyt asemasta OX asemaan OY. Jos säde asemasta OX 
lähtien on peräkkäin muodostanut eri kulmat + v, — vo’, +0”, 
— 0"... merkkien osoittaessa kääntymisen suuntaa, niin 
algebrallinen summa 

PP Td a ce 

merkitsee sitä kulmaa, jonka säteen lopullinen asema tekee 

OX-suunnan kanssa sen ylä- tai alapuolella, sitä myöten kuin 

tämä summa on positivinen tahi negativinen. 

Muist. > Yhdensuuntaisia viivoja pidetään analytillisessä 
geometriassa sellaisina, jotka yhtyvät toisiinsa äärettömän 
kaukana ja tekevät välillensä kulman = 0. 

5. Projektionit. A-pisteen projektioniksi suoralla XX" 
sanotaan A:sta suoralle XX" vedetyn kohtisuoran päätä 4. 

Suoran 4B projektioni toisella epämääräisellä suoralla 
XX’ on se osa viimeksi mainittua, 4'B', jonka rajoittavat 
edellisen päistä tälle vedetyt kohtisuorat. Tämän projektionin 
pituus saadaan, kun AB:n pituus kerrotaan cosinilla kum- 

paisenkin viivan väliselle kulmalle. Jos nimittäin AM vede- 
tään saman suuntaiseksi kuin XX', niin on nähtävästi 

AB = AM= ABcos BAM, 

ja BAM on yhtä suuri kuin se kulma, jonka AB ja XX’ 
tekevät. 

Mutta usein on tarpeen määrätä ei ainoastaan suoran 

viivan projektionin pituus, vaan sen suuntakin. Päästäksemme 

tässäkin kohden aivan selville, ajatelkaamme jonkun pis-
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teen kulkevan A B-suoraa myöten. Kato 
Aina sen mukaan kuin liikunnon R 

suuntana on AB tahi BA, kul- A vso 

kee pisteen projektioni joko po- á akda: Ola 
sitivisessa suunnassa A'B’ tahi as 

negativisessa.B’ A’. Edellisessä ta- _, 3 

pauksessa sanotaan viivan projek- i sand H =" 
tionia positiviseksi (= + 4'P"), jälkimmäisessä negativiseksi 
(=— AB). AB saa niin muodoin suoralla X'X positivi- 

sen tahi negativisen projektionin sitä myöten kuin se otetaan 
suunnassa AB tahi päinvastaisessa BA. 

Jos nyt pisteistä A ja B vedetään AM ja BN saman 
suuntaisiksi kuin suoran X'X positivinen suunta, niin suunnat 

AB ja X'X tekevät kulman BAM ja suunnat PA ja XX 
kulman ABN. Nämä kulmat ovat toistensa supplementteja 
ja niiden cosinit ovat siis yhtäsuuret, mutta vastaismerkkiset. 
Nyt on AB cos BAM= A B' joka taas on AP:n projek- 
tioni, siis AB cos ABN = — A'B', == BA:n projektioni, jol- 
loin kirjainten eri järjestys (AB tai BA) merkitsee eri suun- 
tia, joissa suora on otettava. Tästä saadaan seuraava väite: 

Suoran projektioni toisella suoralla saadaan 
sekä suuruudelleen että merkilleen, kun edellisen 

pituus kerrotaan cosinilla sille kulmalle, jonka 
sen suunta tekee jälkimmäisen positivisen suunnan 
kanssa. 

6. Jos tutkimme umpinaista polygonia ABOCDA ja ajat- 
telemme pisteen, lähtien A:sta, liikkuvan sen perimetriä myö- 
ten, niin kulkee piste polygonin joka sivun jossakin määrä- 

tyssä suunnassa; niin muodoin saa kukin sivu oman posi- 
tivisen tai negativisen projektioninsa, ja tänä projektionina 
on se positivinen tai negativinen matka, jonka liikkuvan pis- 
teen projektioni tekee. Pisteen tultua takaisin alkupistee- 
sen A, on sen projektioni palannut pisteesen A’, kuljettuaan 
positiviset matkat A'B’, B'C sekä negativiset C'D', D'A, 
ja nämä matkaparit hävittävät toisensa. Siis: 

Jos umpinainen polygoni projicioidaan suoralle, 
niin on summa sivujen projektioneista = nolla.



Jos siis a, b, €, ... merkitsevät polygonin sivuja ja a, 
B, 9, -.. niitä kulmia, joita ne, pisteen liikunnon määrää- 

mässä suunnassa, tekevät positivisen X X-suunnan kanssa 

taikka niiden viivain kanssa, jotka kulmapisteistä A, B, €, 

. vedetään saman suuntaisiksi kuin X'X, niin on 
a cos & + b cos B + eeosy +...= 

Jos taas tutkimme kahta suorain' muodostamaa tietä 

ABC ja ADC, jotka yhdistävät kaksi pistettä A ja C, ja ajat- 
telemme jonkun pisteen kulkevan A:sta C:hen, jompaakum- 
paa tietä, niin huomaamme sen projektionin kumpaisessakin ta- 
pauksessa kulkevan saman 4'C'-matkan. Murtosuorilla ABC 

ja ADC on siis sama projektioni 4'C', kuin sillä suoralla, 
joka välittömästi yhdistää pisteet A ja C. Siitä väite: 

Polygoneilla, joilla on samat pääpisteet, ovat 

summat sivujen projektioneista yhtä suuret. 
Lisäämme tähän kaksi teoreemaa, joiden totuus on sil- 

minnähtävä: 
Yhdensuuntaisten ja yhtäsuurten suorain pro- 

jektionit ovat yhtä suuret sekä saman- tai erinmerk- 
kiset sen mukaan kuin ne otetaan samassa tai vastai- 
sessa suunnassa. 

Suoran projektionit kahdella yhdensuuntaisella 
suoralla ovat yhtäsuuret sekä saman- tai erinmerk- 
kiset sen mukaan kuin jälkimmäiset suorat otetaan 
samassa tai vastaisessa suunnassa. 

Yleensä on suoran projektioni toisella suoralla sitä suu- 
rempi, mitä pienemmän kulman suorat välillensä tekevät. Jos 
tämä kulma on = nolla, siis suorat yhdensuuntaisia, niin on 

projektioni yhtäsuuri kuin projicioitu suorakin; mutta jos suo- 

rat ovat kohtisuoria toisillensa, niin projektioni on = nolla. 

Toinen Luku. 

Piste. 

7. Suoraviivaiset koordinaatit. Jonkun P-pisteen 

asema tasolla määrätään kahden kiinteän suoran elikkä ak-



selin avulla (XX' ja YY'). Näiden leikkauspiste O on ni- 
meltänsä origini (alkupiste). Kumpaisessakin akselissa eroi- 

tetaan kaksi suuntaa, joista toinen Kees 
(OX, OY) pidetään positivisena, toi- 
nen (OX’, OY’) negativisena. 

Pisteestä P vedetään sitten suo- 
rat PM ja PN yhdensuuntaisiksi ak- 
selien kanssa ja määrätään välimat- ” 

kat originista pisteisin M ja N, joissa 

ne kohtaavat akseleja. Siten on P- : 
pisteen asema määrätty. Matkaa OM, otettuna + tale 

merkillä sitä myöten kuin M lankeaa originistä oikealle tai 
vasemmalle, sanotaan P-pisteen abscissaksi ja merkitään 

x; matka ON taas, positivisena tai negativisena sen mukaan 
kuin se lankeaa originin ylä- tai alapuolelle, on P-pisteen 

ordinaata ja merkitään y. Ahbscissaa ja ordinaataa, jotka 
yhdessä määräävät pisteen aseman, sanotaan yhteisellä ni- 

mellä sen suoraviivaisiksi tai suuntaisiksi koordinaa- 
teiksi. XX' on nimeltään abscissa- eli x-akseli, YY' taas 
ordinaata- eli y-akseli, ja molemmat yhteensä koordinaati- 
akselit. 

Nämä akselit tekevät välillensä neljä kulmaa XOY, 

YOX', X'OY', Y'OX, joita sanotaan ensimmäiseksi, toiseksi, 
kolmanneksi ja neljänneksi akselikulmaksi. Pisteellä ensim- 
mäisessä akselikulmassa ovat koordinaatit x ja y kumpikin 
positivisia; toisessa akselikulmassa on x negativinen, 4 posi- 
tivinen; kolmannessa x ja y kumpikin negativisia, neljännessä”. 

  

  

æ positivinen, y negativinen. Koordinaatit z = —2,y = +3 

määräävät niin muodoin pisteen toisessa akselikulmassa; koor- 
dinaatit 2 = + 5, y = — 7 neljännessä j. n. e. Piste, jonka 
koordinaatit ovat % ja y, merkitään lyhyesti (%, y). 

Kukin eri arvopari, mikä annetaan koordinaateille x ja 
y, määrää eri pisteen. Kun % ja y saavat kaikki mahdolliset 
positiviset ja negativiset arvot, eli, toisin sanoen, jos x ja y 
pannaan vaihtelemaan rajoissa — o ja + oo, niin saadaan 
perättäin kaikki pisteet tasolla määrätyiksi. 

Kiinteät akselit XX" ja YY' saattavat tehdä välillensä
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joko suoria tai vinokulmia ja P-pisteen asemaa sopii siis 
määrätä joko suorakulmaisilla tai vinokulmaisilla koor- 
dinaateilla. — Suorakulmaisessa koordinaati-systeemassa eli 
koordinaatistossa abscissa x ja ordinaata y ovat OP-matkan 
projektioneja w- ja y-akselille. Silloin sopii sanoa niinkin, 
että x on pisteen vilimatka y-akselista ja y sen välimatka 
a-akselista, kun vaan kumpikin viilimatka saapi asianomaisen 

merkkinsä, niinkuin edellä on selitetty. 
8. Polaariset koordinaatit. Jonkun P-pisteen (kuva 

3) aseman määräämiseksi käytetään välistä myös sen väli- 
matkaa 7 = OP kiinteästä pisteestä O, jota sanotaan pol'iksi, 
ja kulmaa v = POX, jonka tämä välimatka ja kiinteä akseli 
OX tekevät välillensä. Nämä suureet 7 ja v, joista edelli- 
sen -nimi on radius vector, ovat P-pisteen polaarisia 
koordinaateja. Kukin eri arvopari koordinaateilla määrää 
eri pisteen, ja kaikki pisteet tasolla saadaan, jos v pannaan 

vaihtelemaan 0:sta 360 asteesen ja r nollasta positiviseen 
äärettömään (+ 00). 

+ Pisteen aseman määräämiseksi tasolla tarvitaan yleensä 
kaksi määrikettä, ja nämähän saattaisi valita lukemattoman 
monella eri tavalla, joten saataisiin äärettömän monta koor- 
dinaatistoa.  Yksinkertaisimpia kumminkin ovat jo mainitut 
suoraviivainen ja polaarinen koordinaatisto ja niitä analytilli- 
sessä geometriassa pääasiallisesti, melkeinpä yksistänsä, käy- 

tetäänkin. 
9. Pisteen koordinaatien projektionit. Olkoot 

OX, OY (kuva 3) kaksi suora- tahi vinokulmaista koordi- 
naati-akselia, P olkoon piste, jonka koordinaatit merkitsemme 
x ja y; OL olkoon suora, jonka suunnan määräävät kulmat 
a = LOX, B = LOY, mitkä se tekee koordinaati-akselien po- 
sitivisen suunnan kanssa. P-pisteestä vedämme akselien suun- 
taisia suoria, jotka leikkaavat akseleista osat OM ja ON. 
Määrätkäämme nyt näiden osain projektionit suoralla OL. 

Jos piste P on y akselin oikealla puolella (ensimmäi- 
sessä- tahi neljännessä akselikulmassa), niin on OM = + a, 
kulma MOL = « ja siis OM-matkan projektioni OL:llä = 

% cos a. Jos sitä vastoin P on y-akselin vasemmalla puolella
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(toisessa tahi kolmannessa akselikulmassa), niin on OM = 
— a, kulma MOL = 1809 — « ja siis OM-matkan projek- 
tioni = — x cos (180° — &) = + x cos a.. Kummassakin ta- 
pauksessa siis x cos « lausuu 0M:n projektionin suoralla OZ. 

Mitä suoraan ON tulee, niin on meidän tarkkaaminen 

onko P-piste z-akselin ylä- tai alapuolella. Edellisessä ta- 
pauksessa on ON = + y, kulma NOZ = P ja ON:n projek- 
tioni OL:llä siis = y cos B; jälkimmäisessä tapauksessa on 
ON = — y, kulma NOL = 1809 — f ja ON:n projektioni = 
— g cos (1809 — B) = + y cos fp. Siis on ON:n projektioni 
kummassakin tapauksessa y cos p. 

Koska nyt MP on samansuuntainen ja yhtäsuuri kuin 
ON ja näillä suorilla siis (6 §) on yhtä suuret projektionit, 
niin lausuu summa x cos & + y cos P kaikissa tapauksissa 

.(s. 0. olkoon P-piste missä akselikulmassa tahansa) koordi- 
naati-polygonin OMP projektionin suoralla OL. Tiedämmepä 
toisaalta (6 8), että murtoviivalla OMP on sama projektioni 
kuin suoralla OP; siitä saadaan seuraava tärkeä teoreema: 

Jos originin ja jonkun pisteen (x, y) välimatka 
projicioidaan suoralle, joka koordinaati-akselien 
kanssa tekee kulmat «a, 6, niin on projektioni suuruu- 

delleen sekä merkilleen = x cos « + y cos P. 
OL on tässä kulkenut originin kautta, mutta koska (6 8) 

projektionit yhdensuuntaisille viivoille ovat yhtä suuret, niin 
pitää ylläoleva teoreema paikkansa, olkoon OL-suoran suunta 

mikä hyvänsä. 

10. Koordinaatien muutos. Usein on tarpeellista 
tuntea molemmanpuoliset suhteet saman pisteen koordinaatien 
välillä eri koordinaatistoissa, ja tämä saadaan tietää koordi- 
naatien muutoksella. Tässä on tutkittavina kolme eri tapausta. 

1:0 Originin siirto. — Olkoot x (= 0M), y (= MP) 
koordinaateja pisteelle P suoraviivaisessa koordinaatistossa 
OX, OY. Siirtyköön sitten tämä koordinaatisto itsensä suun- 
väisesti pisteesen O', jonka koordinaatit olkoot a (= OD), b 
(= LO’). Haettakoon nyt P-pisteen koordinaatit 2 (= O'M’), 
y (= M'P) uudessa koordinaatistossa.
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Kun y-akseli on siirtynyt asemastansa 
OY asemaan 0'Y', on P-pisteen abscissa 

T= vähentynyt suureella a; niin muodoin on 

Kuva 4. 

Y Y 

la uusi abscissa a = £ — a. Samoin on x- 
Of FU E .." . " ; 
——————————331c861111811767101867!Icuuttääöczinäöin02; 

" y asemaan O'X’ ordinaata vähennyt suu- 
OSTIT M reella O, ja siis on uusi ordinaata y = y — b. 

Alkuperäisten ja uusien koordinaatien välille saamme siis seu- 
raavat kaavat: 

vin NG go =o Ea 

y =y" “y =y Hor 
ja nämä ovat voimassa, olkoon koordinaateilla mitkä positi- 
viset tahi negativiset arvot tahansa. 

2:0 Akselien suuntain muutos. — Tässä tarkas- 
tamme vaan sitä tapausta, jolloin suora- - 
kulmainen koordinaatisto (OX, O Y) vaih- 

[8 tuu toiseksi, suora- tai vinokulmaiseksi 

N _— koordinaatistoksi (0X', OY”) samalla ori- 

v W X ginillä. P-pisteen koordinaatit (OM, MP) 
Ò 3 Xx edellisessä systeemassa merkitsemme: x, 

y, ja saman pisteen koordinaatit (OM', M'P) uudessa sys- 
teemassa: x, 4. Jälkimmäisen systeeman määräämiseksi tu- 
lee tuntea ne kulmat, jotka uudet akselit OX', 0Y' tekevät 
alkuperäisen abscissa-akselin OX kanssa. Merkitsemme nämä 

kulmat « = XOX', B = XOY’, pitiien suureita a ja P posi- 
tivisina tai negativisina sen mukaan kuin niiden arvellaan syn- 
tyneen OX-akselin positivisen tai negativisen kääntymisen 
kautta (4 §). Ne kulmat taas, jotka uudet akselit tekevät 

OY:n kanssa, ovat « — 909, 6 — 909, kun tässäkin sovimme 

pitämään niitä positivisina tai negativisina O Y-akselin positi- 
visen tai negativisen kääntymisen mukaan. 

Saadaksemme nyt suureet x ja y lausutuiksi suureilla 
x ja y, vertaamme vaan toisiinsa suoran OP ja murtoviivan 
OM'P projektionit akseleilla OX ja OY. OP-suoran projek- 
tionit näillä akseleilla ovat suorastaan x ja y. OM'P:n 
projektioni OX:llä on taas % cos œ + 4 cos B ja OY:llä 
# cos (a — 909) + 4 cos (B — 90%) = x sinay sinp, koska 

Kuva 5. 
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OX tekee kulmat «, B ja OY kulmat « — 90°, B — 90° koor- 

dinaati-akselien OX’, OY' kanssa (9 8). Niinmuodoin tulee 

% = x cosa + y cos p, 

Yy = X sin a + y sin P. 
Eliminoituamme näistä yhtälöistä vuorotellen suureet % ja 4 

saadaan 

x sinp —y cos Pp = X (sin P Cos a — cos P sin a) = & sin(B— e), 
— asina + ycosa =y (sin Pcos a — cos B sina) = y sin (PB—o). 
Mutta B— «a on yhtäsuuri kuin uusien koordinaati-akselien 
välinen kulma X'0Y'; olkoon se nimeltä 0, niin saadaan 

, = wsin B — yeosp — EA Si ha 
sin 0 i 

, — x sina + yy cos & 
y= >. 

Kumpaisenkin koordinaatiston ollessa suorakulmaisena, on 

p = 909 4 0,0=90%; edelliset kaavat muodostuvat silloin 

seuraaviksi: 
x = X cosa— sin o, d = x cos « + y sin o, 
y = X sin «a -+y cosa. y =—axsine+y cosa. 
3:0 Suoraviivaisten koordinaatien vaihdos po- 

laarisiksi ja päinvastoin. — P-pisteen asema (kuva 3) 
määrätään toiselta puolen suuntais-koordinaateilla x = OM, 

y = MP, toiselta puolen polaarisilla koordinaateilla r = OP, 

v= POX. Olkoot koordinaati-akselit aluksi kohtisuoria toi- 
sillensa; silloin saadaan suorakulmaisesta kolmiosta POM 

x = r e080, r= F, 
. Y 

Y= 1 SING, LAN Bi ch 

Saadaksemme vastaavat kaavat suuntais-koordinaateille yleen- 
sä, kun akselikulma 0 = XOY saattaa olla minkä-arvoinen 

- hyvänsä, projicioidaan matka OP ja samoin murtoviiva OMP 
akselille OX; OP-matkan projektioni on r cos v, OMP:n pro- 
jektioni taas (9 §) on % + y cos 6, koska x-akseli tekee OX- 
suoran kanssa kulman 0 ja y-akseli kulman 0. Koska nyt 

nämä projektionit (6 $) ovat yhtä suuret, niin saadaan 

P Cos Vn Y COND.
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Kun taas samat viivat OP ja OMP projicioidaan viivalle, joka 

on kohtisuora x-akselille, ja huomataan, että tämä kohtisuora 

tekee OP:n kanssa kulman 909—v sekä x- ja y-akselien 
kanssa erikseen kulmat 909 ja 909 — 9, niin saadaan toiselta 
puolen 7 cos (907 — v) = x cos 909 + y cos (90° — 6), se on 

r sin v = ysin 0. 

Korotettuamme viimeksi saadut kaavat neliöihin, laskettu- 

amme ne sitten yhteen ja muistettuamme että sin? v + cos? v 
== 1, sin? @ + cos? 6 = 1, saamme 

p] PA OOSt jo mje 
Kun taas samoista kahdesta kaavasta jälkimmäinen jaetaan 

SIN v 
edellisellä ja muistetaan että cos, = tang v, niin tulee   

y sin 0 
a + ycos0 

Polaariset koordinaatit r ja v ovat. siis lausutut vinokulmai- 
silla koordinaateilla x ja y. Päinvastoin saisimme viimeksi 
mainitut lausutuiksi polaarisilla, jos ratkaisisimme samat kaa- 
vat x- ja y-suureiden suhteen. " 

11. Kahden pisteen väli. Äsken saatu kaava r? = 
x? + 2xy cos 0 + y? eli 

r =] 2? + 2my cos 9 + y? 
ilmoittaa välimatkan originista pisteesen P, jonka koordinaa- 
tit @-kulmaisessa koordinaatistossa ovat « ja y. Suorakul- 
maisessa koordinaatistossa on 0 = 90°, cos @ = 0 ja siis 

yo V x? + y2. 

Näiden kaavain johdolla saapi määrä- 
tyksi matkan minkä kahden pisteen (P ja P') 
välillä hyvänsä, kun vaan niiden koordinaatit 
x, y ja av y ovat tunnetut. Otetaan nimit- 

tangu = 

Kuva 6. 

Y 
P 

JEE X täin piste P originiksi uudelle koordinaatis- 
tolle, jossa akselit ovat saman suuntaisia kuin 

lama — edellisessäkin; silloin saadaan koordinaateiksi 
j pisteelle P’ (10 8, 1:0) 4 — x», y —y. P'- 

pisteen ja uuden originin (P) välinen d-matka 0-kulmaisessa 

koordinaatistossa on siis



  

62:1/(55"—-2")2+(2/———.7/)2+2("7;"—"2"-)(3/—.2/)0086; 
ja jos 0 = 909, siis koordinaatit suorakulmaisia, niin muuttuu 

edellinen kaava seuraavaksi: 

JVC 00 
12. Haettakoon koordinaatit pisteelle, joka ja- 

kaa annetun suoran määrätyssä suhteessa. — Olkoot 
P' ja P” kaksi pistettä, joiden koordinaatit 4, y ja 2", y" 
ovat tunnetut, ja P kolmas piste, joka jakaa P'P”-matkan 
niin että 

BR RP man: 
haettakoon P-pisteen koordinaatit x, y. 

Jos mainituista kolmesta pisteestä 
vedetään akselien suuntaisia suoria, niin 

jakauvat akselitkin samassa suhteessa kuin 

suora LI Siis On N” 
MM: MM" = m:n, a Gagne 
De ae eae ae N " 

ILuinSinniinIcyy,STTÄAYT":27—.V", I 
MM” = Xx" — x, ja niin on aina, kun suunta 0 M MM 
PP" tekee terävän kulman z-akselin positivisen suunnan 
kanssa. Jos mainittu kulma olisi tylsä, niin olisi — MM 
=% 4, — MM"=22" — x. Samoin saadaan NN =y—y/, 
NN" = y" — y tahi myés — NN’ = y —y,— NN” = yy, 
aina sitä myöten kuin P'P” tekee terävän tahi tylsän kul- 
man y-akselin kanssa. Kummassakin tapauksessa on siis 

a n 

YTJ J mn 

- Kuva 7. 

  

josta 

(1) x ML" + ne — my + ny 
mtn’ m+n ` 

Jos olisi m =n, s. o. P olisi keskellä viivaa P'P”, niin 
saataisiin 

  K 
josta näkyy, että koordinaatit määrätyn suoran kes- 
kukselle ovat aritmetillisiä keskiarvoja vastaavista 
pääpisteiden koordinaateista.
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Tutkittakoon nyt se tapaus, jossa piste P(x,y) on ul- 
kopuolella pisteitä P” ja P”, suoran P'P” pitennyksellä toi- 
saanne tai toisaanne, mutta semmoisen matkan päässä, että 

PP': PP” = m:n. Kummassakin tapauksessa saamme silloin 
iA rp 

Ol AGEL He OSS OR, 

yy ryiy! ==mn; 
joista i 

” , Ir F 

met 1 my Ny 
(2) La Ki Y 

M = N I N= Kb 

Näiden ja edellisten kaavojen (1) eroitus on vaan se, että suu- 
reiden ja x koefficientit edellisissä ovat yhdenmerkkisiä, 

jälkimmäisissä erinmerkkisiä. 

13. Geometrilliset urat. Pisteen asema saadaan 
määrätyksi, kun tunnetaan sen koordinaatit. Nämä saatta- 

vat olla annettuina suorastaan tahi kahdella yhtälöllä, jotka 
ensin ovat ratkaistavat. Jälkimmäisessä tapauksessa saadaan 
koordinaateille yhtälöjen astelukua myöten yksi tai useampi 
pari arvoja, joten tulee määrätyksi yleensä yksi tai useampi 

piste. " 

Mutta jos pisteen koordinaatit olisivat annetut ainoas- 
taan yhdellä yhtälöllä, niin ei sen asemaa täydellisesti saisi- 

kaan määrätyksi. Silloinhan nimittäin saattaisi mielinmäärin 

antaa arvoja toiselle koordinaatille ja yhtälöstä johdattaa toi- 
sen vastaavat arvot. Semmoinen yhtälö sallii siis äärettömän 
monta ratkaisua, joista kukin, ollessaan vaan todellinen, mää- 
rää tasolla eri pisteen. Jos toinen koordinaati pannaan vaih- 

telemaan perättäisesti elikkä äärettömän pienin välikkein, niin 

ovat toisenkin koordinaatin perättäiset muutteet yleensä ää- 
rettömän pieniä; siten saadut pisteet muodostavat siis koko- 

naisen jakson elikkä viivan. Yksi yhtälö pisteen koordinaa- 
tien välillä merkitsee niin muodoin yleeisä viivaa, ja silloin 
sanotaan tätä viivaa puheena olevan pisteen geometrilli- 
seksi uraksi (tahi vaan uraksi). 

Poikkeustapauksissa saattaa kumminkin sattua, ettei yh- 
tälöllä ole yhtään todellista juurta taikka että sillä on aino- 
astaan rajoitettu luku juuria; edellisessä tapauksessa ei sillä



ole mitään geometrillista merkitystä, jälkimmäisessä se mer- 
kitsee joukkoa yksinäisiä pisteitä. 

Esimerkki. Yhtälöä 
a? + y? a 

ei saa toteutetuksi millään x- ja y-suureiden todellisilla arvoilla, koska 

vasemman jäsenen, ollen kahden neliön summa, tulee aina olla positi- 

visen, jota vastoin oikea jäsen on nepgativinen. Sillä ei siis ole mitään 

geometrillistä merkitystä. Yhtälö 
a? yt = 0 

ei salli muita todellisia arvoja tuntemattomille kuin #—0, y=0: se 

tietää siis pistettä, nimittäin originia. Sitä vastoin yhtälö 

ty? = at, 
kun koordinaatisto on suorakulmainen, toteutuu jokaisen sellaisen pis- 

teen koordinaatien arvolla, jonka välimatka originistä on a; se osoit- 

taa siis a-säteistä pyöriötä originin ympärillä. 

Päin vastoin on kullakin, annetun lain mukaan tehdyllä, 
viivalla yhtälönsä, joka osoittaa koordinaatien keskinäisen suh- 
teen missä viivan pisteessä hyvänsä ja jonka saattaa johdat- 
taa viivan geometrillisestä määrityksestä. Viiva on alge- 
brallinen tahi transcendettinen aina sen mukaan, minkä- 

laatuinen sen yhtälö on suoraviivaisissa koordinaateissa. Alge- 
bralliset viivat taas saattavat olla yksi- kaksi-, kolme- 

tahi useampi-asteisia. 

Viivat, puettuina algebrallisiin yhtälöihin — siinä tutki- 
mus-ala analytilliselle geometrialle in plano. Ja siinä on 
sillä kahta laatua tehtäviä: 1:0 johdattaa viivan yhtälö sen 
geometrillisesta määrityksestä, 2:o tutkia minlaatuinen se viiva 
on, jonka yhtälö on annettu. 

Kolmas Luku. 

Suora. 

14. Ura pisteelle, jonka koordinaatit ovat an- 
netut yksi-asteisessa yhtälössä. — Yksi-asteinen yh- 
tälö kahdella tuntemattomalla x, y on muodoltaan yleensä 

(1) Ax + By + C = 0, 
jossa koefficientit A, B, O saattavat ylipäänsä olla minkä 
arvoisia tahansa. (Huomautettakoon tässä kumminkin kohta,



= Ge = 

etteivät A ja B yht'aikaa saata olla = nolla, sillä silloin täy- 
tyisi myöskin olla C = 0 ja yhtälö siis katoaisi). Ratkais- 
tuna y-suureen suhteen antaa yhtälö (1) 

A C 
Y=- R% PR 

ja jos lyhyyden vuoksi merkitään — 3 =M, — = b, saadaan 

y = mz ++ b. 
Jos C= 0, niin saamme ainoastaan y = mr, ja jos A = 0, 
niin on yhtälön muoto y = b. Jos olisi B= 0, niin ei yh- 
tälöä enää voisikaan ratkaista y-suureen suhteen; mutta siinä 
tapauksessa saa x-suure yhtälöstä (1) määrätyn arvon ja yh- 
tälö ottaa muodon x = a. Otamme erittäin tutkiaksemme geo- 
metrillisen merkityksen näillä neljällä yhtälöllä x = a, y = b, 
y = mx, y = mx + b, jotka ovat erikoistapauksia yleisestä 

yksiasteisesta yhtälöstä. 
Yhtälö x = a meikitsee jokaista pistettä, jonka abscissa 

on a, olkoon sen ordinaata mikä hyvänsä, siis jokaista pis- 
tettä sillä suoralla, joka on y-akselin suuntainen ja leikkaa x- 
akselia a-matkan päässä oikealla tai vasemmalla originistä, sen 
mukaan kuin a on positivinen tai negativinen; x = a on siis sem- 
moisen suoran yhtälö. Sitä vastoin yhtälö y==0 tietää z-akselin 
suuntaista suoraa, joka leikkaa y-akselia b-matkan päässä ori- 
ginistä, toisin sanoen pisteessä, jonka ordinaata on 0. Kun aja 
b katoavat, tulee näistä yhtälöistä x = 0, y = 0, joista edelli- 

nen merkitsee itse y-akselia, jälkimmäinen itse x-akselia. 

Kuva 8. Yhtälö y = me eli i = m 

N merkitsee piste-jaksoa (pisteis- 
töä), jossa eri pisteet M, M, 

/ M", ... ovat niin sijoitetut, että 
kullakin on ordinaatan ja abscis- 

; is + san suhde yhtä suuri, nimittäin 

ne 0 PP m. Jos m on positivinen, niin 

   
ovat a ja y yhdenmerkkisiä ja 

pisteistö kulkee siis joko ensim- 

mäisen akselikulman kautta, jossa 

 



kumpikin koordinaati on positivinen, taikka kolmannen kautta, 
jossa kumpikin on negativinen. Vedetään MP, MP, M" P” 
y-akselin suuntaisiksi ja yhdistetään O kuhunkin pisteistä 
M, M', M"; silloin on 

MP: PO VE Ries POS VE Paaa 
josta seuraa, että kolmiot OMP, OMP OMER o “ovat 
yhdenmukaiset ja eri kolmioiden kulmat O-pisteessä yhtä suu- 
ret. Pisteistö M, M", M’,... muodostaa siis suoran, joka 

kulkee originin kautta. 
Kun m on negativinen, huomataan samalla muotoa, että 

kaikki pisteet, joiden koordinaatit täyttävät ehdon y = mz, 
ovat suoralla, joka kulkee originin kautta toisessa tai nel- 
jännessä akselikulmassa. Yhtälö y = mx merkitsee siis kum- 
massakin tapauksessa originin kautta kulkevaa suoraa. 

Saadaksemme vihdoin selville, mitä yhtälö y = mæ + b, 

merkitsee, verratkaamme sitä yhtälöön y=mzæ. Silloin näemme, . 
että samoja abscissoja vastaavaiset ordinaatat eroavat toisis- 
tansa ainoastaan. vakinaisella suureella 0. Esittääksemme 
siis geometrillisesti yhtälöä y = mx + D, ei tarvitse muuta 
kuin b-suureen merkin mukaan joko lisätä tai vähentää 
kaikki edellisen suoran (y = mx) ordinaatat vakinaisilla suu- 
reilla MN, M'N', M'N”,..., jotka ovat yhtäsuuret kuin 
D:n ominainen arvo. Täten saadut pisteet N, N', N”, 
muodostavat nähtävästi suoran, joka on samansuuntainen 
kuin MM" 

On siis todistettu, että kukin yksi-asteinen yhtälö 
%- ja y-suureiden välillä edustaa suoraa. 

15. Yhtälön hakeminen suoralle. Kun suora on 
y-akselin suuntainen, on sen kaikilla pisteillä sama abscissa 
a; sen yhtälö on siis z = a. Samoin on y = 0 yhtälönä suo- 
rll joka on z-akselin suuntainen. 

Tutkittakoon senjälkeen originin kautta kulkeva suora 
MM" (kuva 8). Kaikilla tämän suoran pisteillä on ordinaa- 
tan ja abscissan suhde yhtä suuri. Jos m merkitsee tätä 
vakinaista suhdetta ja x, y koordinaateja mille pisteelle hy- 

vänsä sanotulla suoralla MM", niin on siis Z= m, eli 

d



Y = mæ. 

Koefficientti m riippuu suoran suunnasta. Suoran ol- 
lessa ensimmäisessä ja kolmannessa akselikulmassa, on m po- 
sitivinen, sillä x ja y ovat silloin yhdenmerkkisiä; mutta kun 
suora kulkee toisessa ja neljännessä akselikulmassa, ovat x 

ja y erinmerkkisiä ja m silloin negativinen. Suoran lange- 
tessa yhteen x-akselin kanssa, on m = 0; sen yhtyessä 4- 
akseliin, on m = œ. Suoralla, joka jakaa XOY kulman kah- 
teen yhtäsuureen osaan on m = 1; mutta jos se jakaa XOY 

kulman kahtia, on m= 1 j. n. e. 
Nyt on vielä haettavana yhtälö suoralle NN”, jolla saat- 

taa olla koordinaatistossa mimmoinen asema hyvänsä. Tämä 
suora leikkaa y-akselia eräässä pisteessä P, jonka ordinaata, 

oli se positivinen tahi negativinen, merkittäköön kirjaimella 

b. Olkoot vielä x, y koordinaateja pisteelle N, joka on otettu 

_ mielinmäärin suoralla NN”. Originin kautta vedetään suora 

MM" samansuuntaiseksi kuin NN” ja N-pisteestä suora 
NP samansuuntaiseksi kuin y-akseli; ordinaata pisteelle 
M, jossa nämä suorat leikkaavat toisensa, on nähtävästi y—0b 
ja sen abscissa z. Mutta MM"'-suoran kaikilla pisteillä on 
ordinaatan ja abscissan suhde sama; nimitetään se m, niin 

saadaan yt m, eli y— Db = ma, josta 

(2) y = m + b. 

Koska x ja y tässä ovat koordinaateja mille pisteelle hyvänsä 
suoralla NN”, niin tämä onkin yhtälö sanotulle suoralle. 
Tästä näemme, että jokaisen suoran saattaa lausua yksi- 
asteisella yhtälöllä z- ja y- suureiden välillä. 

16. Koefficienttien merkitys. — Viimeksi saadussa 
suoran yleisessä yhtälössä y = mx + b on kaksi vakinaista, 
m ja O, jotka riippuvat ainoastaan suoran asemasta ja joitten 
geometrillinen merkitys tunnetaan jo edellisestä; b on nimit- 
täin ordinaata sille pisteelle, jossa suora leikkaa y-akselia, 

m on taas vakinainen suhde (MP: PO) ordinaatan ja abscis- 
san välillä suoralla MM", joka originin kautta vedetään an- 

netun suoran suuntaiseksi.
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Suoran ja z-akselin välinen kulma NAX, luettuna zx- 
akselin positivisesta suunnasta ylöspäin, olkoon nimeltään p 

ja koordinaati-akselien välinen kulma XOY nimeltään 6; 
meillä on siis 

Hör MP BO sin 04B 
< 203004 Nin OBA 

se on: 
St) 

(3) TIO ay 
Tästä näkyy, että vakinainen m riippuu ainoastaan kulmasta 
g, jonka välillensä tekevät suora ja x-akseli. Päinvastoin 

saattaa tämän kulman laskea, kun koefficientti m on tunnettu. 

Edelliselle kaavalle nimittäin saattaa antaa seuraavan muodon 
sin p = m sin (0 — p) = m (sin 0 cos p — cos Osin g) 

eli 
(1 + m cos 0) sin p = m sin 0 cos g; ; 

jaettuamme suureella cos p ja huomattuamme että v; = 

tang p, saamme vw 
m sin 

så DEN 1+ mcos@ 

Koska siis koefficientti m määrää suoran viivan suunnan elikkä 
sen kulman, jonka suora tekee x-akselin kanssa, on se saa- 

nut nimekseen kulmakoefficientti. 
Kun akselikulma 9 on 909, niin muodostuu kaava (3) 

seuraavaksi E 

m:=""? 
cos p 

suorakulmaisessa koordinaatistossa merkitsee siis kulmakoef- 
ficientti m tangenttia suoran ja x-akselin väliselle kul- 
malle. 

17. Yhdensuuntaiset suorat. — Kahdella yhden- 
suuntaisella suoralla on yhtäsuuret kulmakoefficientit; sillä 
ne kun tekevät yhtä suuria p-kulmia x-akselin kanssa, niin 
kumpaisenkin suoran m saapi saman arvon kaavasta (3). 

Päinvastoin ovat kaksi suoraa yhdensuuntaiset, kun niiden 
kulmakoefficientit ovat yhtäsuuret, sillä kaava (4) antaa silloin 

= tango;



= 9 = 

samat arvot kulmalle p. Yhtälöt y=mx + b ja y=m'x2+0 
edustavat kahta yhdensuuntaista. suoraa, jos m = m. 

Tutkiaksemme yleensä yhdensuuntaisuutta kahdella suo- 

ralla, jotka on lausuttu kahdella yksiasteisella yhtälöllä 

Ax + By + 0=0, A'z + B'y + C'=0, 
ei huoli muuta kuin ratkaista kumpikin yhtälö y:n suhteen. 

Silloin saamme x-suureen koefficientiksi toisessa — P toi- 

Pn 

sessa — 77, ja päätämme suorain olevan yhdensuuntaisten, jos 

A 4 
BB 

se on: jos x- ja y-suureiden koefficienteillä on toisiinsa sama 
suhde kummassakin yhtälössä. 

18. Suoran ja koordinaati-akselien yhteiset leik- 
kauspisteet. — Saadaksemme vedetyksi suoran, jonka - 
yhtälö 

Ax + Py + C=0 

on annettu, on yksinkertaisinta hakea ne pisteet M, N, 
joissa suora leikkaa koordinaati-akselit. Koska koordinaatit 
suoran kullekin pisteelle toteuttavat annetun yhtälön, niin on 
asianlaita luonnollisesti sama siinäkin pisteessä M, jossa suora 
leikkaa x-akselin. Mutta tässä pisteessä on y=0; silloin 
on yhtälö muodoltaan 4 + C=0, josta saamme 

BEA 

ja tämä siis on abscissan arvo pisteessä M. Pisteessä N 
taas, jossa suora leikkaa y-akselin, on x = 0; yhtälö muut- 
tuu silloin seuraavaksi: Py + C=0 ja antaa 

pis 109. Y=- 
joka on ordinaatan vastaava arvo. 

Pantakoon nyt lyhyyden vuoksi a= — = ji = 

joista 4 = “Se D= — 3 ja sijoitettakoon nämä arvot A- ja 

B-suureiden sijaan yhtälössä Ax + By + 0=0; siten saa-



= = 

daan — Cb — a C=0, elikkä, jaettuamme C'llä ja siirret- 
a b 

tyämme terminit : 

Cn J 
(5) Th T= J: 

Tässä on uusi yleinen muoto suoran yhtälölle entisten, 
(1) ja (2), lisäksi. Siinä merkitsee « abscissaa pisteelle, jossa 
suora leikkaa x-akselin, 0 taas ordinaataa suoran ja y-akse- 
lin leikkauspisteelle. Toisin sanoen: a ja b ovat suoran leik- 
kaamia osia koordinaati-akseleista, positivisia tai negativisia, 
sitä myöten kuin ne sattuvat olemaan akselien positivisessa 
tai negativisessa suunnassa. Kuva 9. 

Nimittäjät a ja D saattavat olla 
positivisia tai negativisia. Suoralla 
MN on a=+ 0M, b=+ ON; 

suoralla MN on a = — OM, 
h = + ON; suoralla M'N on 
a=— OM’, b= — ON’; suoralla 
MN’ on a==+ OM, b=— ON’. 

Esim. 1. Vedettäköön suora, jonka yhtälö on 

3a — 5y +8 = 0. 

  

Kun y= (0, on z = — = kun æ= 0, tulee y = Haettu suora leik- 

kaa siis: x-akselia "suuruisen matkan päässä vasempaan originista 

ja y-akselia 3 -suuruisen matkan päässä originista ylöspäin. 

Esim. 2. Haettäkoon yhtälö suoralle, joka leikkaa koordinaati- 

akselit niin, että leikkauspisteen välimatka x-akselilla on 5 originista 

oikeaan ja y-akselilla % originista alaspäin. — Haettu yhtälö on z -4 

= 1, eli sievennettynä 

Ta — 5y — 35 =0. 

19. Kahden suoran leikkaupisteet. — Olkoot 

Ax + By + C=0, 
A'x+ By+C=0 

kahden suoran yhtälöitä. Koska leikkauspiste kuuluu kum- 
paankin suoraan, niin täytyy sen koordinaatien toteuttaa kum- 
paisenkin suoran yhtälö. Tätä pistettä määrätäksemme ei



sä DD 

siis huoli muuta kuin hakea ne arvot suureille x ja y, jotka 
yht'aikaa toteuttavat molemmat annetut yhtälöt. Ratkaistu- 
amme ne, saamme seuraavat lausekkeet leikkauspisteen koor- 
dinaateille ; 

eo ee — CA — CA 
iy Bie a anal 

Jos nimittiji AB’ — A'B = 0, niin ovat x ja y äärettömiä, 
ja tämä merkitsee suorain yhtyvän äärettömän kaukana, s. 0. 
olevan yhdensuuntaisia. Ehtona suorain yhdensuuntaisuudelle 

on siis AB’ — A'B = 0 elikkä & =. Samaan päätökseen 

olemme jo tulleet ennenkin, 17 $:ssä. 
20. Kahden suoran välinen kulma. — Annettuina 

on kaksi suoraa, L ja L', joiden yhtälöt suorakulmaisessa 
koordinaatistossa olkoot 

y= mx + b, 
y=m'x + V; 

g ja p' ovat kulmia, joita puhee- 
naolevat suorat tekevät x-akselin 

kanssa. Silloin on 16 8:n mukaan 
m = tang o, m' = tang 9". 

Suorain välinen kulma v on, ku- 

x ten kuvasta näkyy, yhtäsuuri kuin 
9' — 9; siis saadaan”) 

__ tang &' — tang 9 

14 tang o tang p” 

Kuva 10. 

  

tang v= tang (9' — &) 

se on: 

M m (6) tang v Tt 

josta v-kulman arvo saadaan, kun m ja m ovat tunnetut. 

>) Tunnettujen trigonometrillisten kaavain mukaan on nimittäin ` 
, 5in(cp'—cp)5inxp"605in——005cp,8incp 

tan — 9)= , = 5 .,., 
Finwi 603(:p——c;))608y2605q2+5iny28mcp 

Kun osoittaja ja nimittäjä jaetaan suureella cos p cos g", saadaan siitä 

sing’ _ sing 

; cos p Cos tang g’ — tan 
tang (p' — 9) = = . P 89 A 

sin g sing 1 -tang p tang p 

cos p cosy’ 
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Muist. Tämän v-kulman saattaa aina ottaa rajoissa 
— 909 ja + 909 ja sen arvo on oleva positivinen tai nega- 
tivinen sitä myöten kuin tang v on positivinen tahi negativinen. 
Edellisessä tapauksessa arvellaan L-suoran kääntyneen posi- 

tivisesti, jälkimmäisessä negativisesti siinä pisteessä, jossa se 
leikkaa suoraa L' (4 8). 

Jos m = m', niin katoaa kaavassa (6) osoittaja, joten saa- 
daan tang v = 0, josta v = 0; suorat ovat siis silloin yhden- 
suuntaisia. Jos sitä vastoin nimittäjä katoaa, se on jos 

1+ mm = 0 eli m= 2, tulee tangv== œ jav= 90; silloin 

ovat suorat kohtisuoria toisillensa. Osoittaja ja nimittäjä eivät 
voi kadota yht'aikaa, sillä tulo mm on välttämättömästi aina 
positivinen, niin usein kuin m = m. 

Ja päinvastoin: jos suorat ovat yhdensuuntaiset, on 
y= yp ja siis m= m; jos ne ovat kohtisuoria toisillensa, on 
p = 90% + y, tang g = tang (90° + 9) = — cotg 9 = 

1 , 1 " 5 
—+——.,, se on m’ = ——. Siis: 

tang p m 

Kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset, kun niiden 

kulmakoefficientit ovat yhtäsuuret; ne ovat kohti- 
suorat toisillensa, kun toisen kulmakoefficientti 

on yhtäsuuri kuin toisen vastavuoroinen (ylösalasin 
käännetty) arvo vastaisella merkillä. 

Edellinen osa tätä väitettä soveltuu vinokulmaisiinkin 
koordinaateihin, niinkuin 17 § näyttää; jälkimmäinen, kohti- 
suorista viivoista, on sitä vastoin voimassa ainoastaan suo- 

rakulmaisessa koordinaatistossa. 
Esim. Haettakoon kulma, jonka tekevät välillensä 

kaksi suoraa 2e —3y+5—=0 ja 6x+y—4=0. — Muodostettu- 

amme nämä yhtälöt seuraaviksi 
2 5 

y= t y= — ba 4, 

2, . 20. "," 
Söömmöm=3—,m=—6;")05inin!1372=–5– ja v = 65° 46’ 20”. 

21. Yhtälö annetun pisteen kautta kulkevalle 

suoralle. — Annetun pisteen koordinaatit olkoot &, y. 

Suoran yhtälölle saattaa 15 8:n mukaan aina antaa muodon
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y= mx +b. Olkoon nyt tämä yhtälö annetun suoran edus- 
tajana; tehtävänä on siis joko määrätä tai eliminoida tunte- 
mattomat koetfficientit m, b. Kun nyt, ehdotuksen mukaan, 

a, y ovat koordinaateja eräälle saman suoran pisteelle, niin 
täytyy niiden, pantuina x- ja y-suureiden sijaan, toteuttaa 
mainittu yhtälö. Meillä on siis yht'aikaa 

y = mx + b, 
y= ma'+ b, 

joista 

(7) y —y ==m(@— a). 
Siinä yhtälö, joka pitää paikkansa minkä (x, y)-pisteen suh- 
teen hyvänsä haetulla suoralla ja siis yleensä edustaa pis- 
teen (v, 4') kautta kulkevaa suoraa. 

Tässä yhtälössä on vielä kulmakoefficientti aivan epä- 
määräinen, ja sehän olikin jo ennakolta arvattava, sillä yhden 
pisteen kautta saattaa vetää äärettömän monta suoraa, jotka 

z-akselin kanssa tekevät erinsuuria kulmia. 
Mutta tämä epämääräisyys poistuu, jos esim. tehdään 

semmoinen ehto, että suoran tulee olla samansuuntaisen kuin 
annettu suora y=m'x + b' taikka kohtisuoran sille; edelli- 
sessä tapauksessa on nimittäin =", jälkimmäisessä taas, kun 

koordinaatisto on suorakulmainen, m = — a 

22. Yhtälö suoralle, joka kulkee kahden anne- 
tun pisteen kautta. — Olkoot %, y' koordinaateja toi- 
selle sekä z", y" toiselle pisteelle, ja olkoon y = mæ + b 
haetun suoran yhtälö. Tämän yhtälön täytyy olla voimassa, 
jos suureiden x, y sijaan pannaan joko &', y' tahi a”, y". 
Meillä on siis taaskin yht'aikaa 

y = mx + b, 

y' = me' +, 
y" — ma" + b. 

Näistä kolmesta yhtälöstä saadaan tuntemattomat m ja 
b eliminoiduiksi ja jäljelle jääpi yhtälö etsittyjen z, y sekä 
annettujen x', 4', %", y"" välillä. Eliminoidaksemme mainitut 
m ja D, otetaan pois toinen yhtälö ensimmäisestä ja kolmas 
toisesta, joten saadaan



S PB. = 

yy =m(v—2), 
y —y =m (a'— 2" 

Näistä antaa jälkimmäinen 

sarl; ae IT 
ee 

joten edellisestä tulee 

(8) Yo W = a x’); 

ja siinä haetun suoran yhtälö. Tässä on erittäin huomattava 
se arvo, jonka olemme saaneet Ai arg spelet m. 

Esim. Yhtälö suoralle, joka kulkee pisteitten (5 7, 1) ja (2, 5 

kautta, on sievennettynä 
4w + 22y = 19. 

23. Yhtälö suoralle, joka kulkee kahden an- 
netun suoran leikkauspisteen kautta. 

Puheena-olevan yhtälön saisimme 21 §:n mukaan, mää- 

rättyämme ensin 19 $:n jälkeen leikkauspisteen koordinaatit. 
Mutta saa sen välittömästikin seuraavalla tavalla. 

Jos yhtälöt 

Ax + By + C=0, 
Ale + Bly+ O'=0, 

edustavat kahta annettua suoraa Z, ZL’, niin 

(9) Ax + By + 0 +k (A'z + B'y + 0) =0 
on yhtälönä kolmannelle suoralle, joka kulkee kahden ensin- 
mainitun leikkauspisteen kautta. Tämä yhtälö on nimittäin 
yksiasteinen ja edustaa siis suoraa; sen toteuttavat sitä 
paitsi ne x- ja y-suureiden arvot, jotka yht'aikaa tekevät 
Ax + By + C=0 ja A'x + B'4 + C'=0, elikkä koordi- 
naatit annettujen suorain leikkauspisteelle. äi 

Suunnan uudelle suoralle määrää muutoin kulmakoef- 
ficientti k; k-suureen saadessa erillaisia arvoja, saattaa yh- 
tälö (9) perättäin merkitä kaikki suorat, jotka kulkevat suo- 
rain L ja L' leikkauspisteen kautta; sillä jos yhtälö ratkais- 
taan -suureen suhteen, saadaan kulmakoefficientille m lau- 
sekkeeksi 

A+ kA 
B+ EB"



= oe 

joka, kun %-suure määrätään sopivalla tavalla, saattaa saada 
minkä arvon tahansa. 

Esim. 1. Haettu suora kulkekoon originin kaut- 
ta. — Yhtälö (9) toteutuu nyt arvoilla 2= 0,y= 0, jolloin täy- 

tyy olla C+k0'=0 ja siis k = = Sijoitettuamme tämän 

yhtälöön (9), tulee 

(AC — A'O) u + (BC — B'O) y = 0. 

Esim. 2. Haettu suora olkoon z-akselin suun- 

tainen. — Tässä täytyy siis kulmakoefficientin olla = 0, elikkä 

A + kA' = 0, josta k = — 5 Sijoituksen jälkeen saadaan 

yhtälöstä (9) 

(AB' — A'B) y + (AC' — A'O) = 0. 

24. Suoran yhtälö, lausuttu sen kohtisuoralla 
välimatkalla originista sekä kulmilla, jotka tämä 
välimatka tekee koordinaati-akselien kanssa. — Suo- 
ran LL' asema on määrätty, kun tunnetaan sen kohtisuoran 
(p = OP) pituus, joka siihen vedetään originista, sekä kulma 

a = POX, jonka tämä kohtisuora tekee x-akselin kanssa. 
Kulma 6 = POY, jonka välillensä tekevät mainittu kohtisuora 
ja y-akseli, on silloin myöskin tunnettu, kun vaan akselikulma 

0= XOY on annettu; sillä selvästihän on ß == « — 0. Kum- 
paisenkin «- ja B-kulman positivisuus tai negativisuus mää- 
rätään 4 8:n selitysten mukaan. 

Otetaan suoralla LL' mielin- 
määrin joku piste M, jonka koordi- 

£ naatit olkoot %, Y, ja vedetään MN 
saman suuntaiseksi kuin y-akseli. Si- 
ten saadaan murtoviiva ONMP, jonka 
projektioni suoralle OP on juuri itse 

yt X kohtisuora p. Mutta vivan ONM 
17 projektioni on (9 8) x cos « + y cos B 

ja suoran MP projektioni on nolla; siis on p =? cos & + 
y cos B eli 

Kuva 11. 
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(10) 2 COS œ + y cosB— p=0. 

Tämä yhtälö on tästäpuolin oleva perusmuotona suo- 

ran yhtälölle. Se voi edustaa mitä suoraa hyvänsä, jota vas- 

toin yhtälöistä y = mæ + b ja + Y —1 edellistä ei voi käyt- 

tää, kun viiva on y-akselin kt, jälkimmäistä, kun 
suora kulkee originin kautta. 

25. Suureiden p, a, p määrääminen. — Jos suora 
on annettuna minkä muotoisella yhtälöllä hyvänsä 

Ax + By + C=0, 

niin voidaan päinvastoin määrätä sen kohtisuora välimatka 
p originista sekä ne kulmat a, P, jotka tämä välimatka te- 
kee koordinaati-akselien kanssa. Samaa suoraa edustaa ni- 
mittäin myöskin yhtälö 

%.C0s « 1y C08 P — p = 0. 

Mutta nämä yhtälöt eivät saata olla yhtäpitäviä, jollei toisen 
koefficientit A, B, C ole samansuhteisia kuin toisenkin koef- 
ficientit cose, cos B, — p. Täytyy sen vuoksi löytyä sellai- 
sen tekijän R, että edellinen yhtälö sillä kerrottuna saapi 
samat koetfficientit kuin toinenkin. Saatamme sentähden panna 

pepsin 2A, 
(11) je fred 

, — p = 3 

Nyt on vaan tekijä R määrättävänä. 
Tavallisesti käytetään suorakulmaisia koordinaateja, jol- 

loin on B== a — 909, cos B= sin «a sekä 
cos? & + cos? B — cos? «a + sin? a =1. 

Sijoitettuamme tähän suureiden cos & ja cos f edellä olevat 
arvot, saamme R2 (42 + B?) — 1, josta 

a 

VA2 + B Az Be 

Yleensä, jos akselikulma 9 on mimmoinen hyvänsä, on 

«— B = 0, ja silloin saadaan 

(12) R=+
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0032"+60S26–260S"60356089=:Sin26."6) 

KuintÄSSööoIö-jäc:oöööjjojwtusmSUUrSjlls-vBLJSIRB,IIjin 
tulee R? (A? + B2—2 AB cos 0) — sin? 0, josta 

sin 9 

(18) Dic’ ae. B? — 2AB cos 0 
Löydettyämme nyt tällä tavoin sen tekijän, jolla kerrottuna 
yhtälö Ax + By + C=0 saapi perusmuodon, voimme las- 
kea suureet a, B ja p kaavoista (11). Kolmas näistä kaa- 
voista (—p = RC) osoittaa, että RC on negativinen, toisin 
sanoen, että R on otettuna C'n vastaisella merkillä, joten 

kaksinaisuus yhtälöissä (12) ja (13) katoaa. 
26. Pisteen ja suoran välimatka. — Olkoon 

xCOS a+ y cos ßP — p = 0 

perusmuotoinen yhtälö suoralle Z; x', y' koordinaateja anne- 
tulle Q-pisteelle sekä ð pisteen ja suoran haettu välimatka. Ve- 

detään OP ja QN kohtisuoriksi 
Kuva 12. suoralle L sekä QM samansuun- 

taiseksi kuin y-akseli; silloin on 
OPS Pan ON = 06. Jos nyt 
umpinainen polygoni OMONPO 
projicioidaan suoralle OP, niin 
on summa sivujen projektioneista 

x nolla. Murtoviivalle OMQ saa- 
daan projektioniksi joka tapauk- 

sessä x' cos œ + y' cos P; suoran ON projektioni on + 6, jos Q 
on samalla puolen Z-suoraa kuin origini, muussa tapauksessa 

se on — d; NP-suoran projektioni on nolla ja PO-suoran 
projektioni = — p. Näiden kaikkien projektionien summa on 

  

”) Yhtäläisyydestä a — B=9 johdatetaan nimittäin perättäin 

cos & cos P + sin a sin P = cos 4, 

sin? œ sin? P = (cos 0 — cos & cos P)? 

= 608? 0 — 2 cos a cos B cos O + cos? « cos? P. 
Mutta " 

8j112oc31II2B=(1—–60829:)(1;—"0082;;) 

= 1 — C08? œ — c08? P - c08? œ cos? P; 
siis: 

1— cos? a — cos? p = cos? @ — 2 cos a cos f cos o, 
josta 

cos? & + cos? 8 — 2 cos @ cos P Cos 0 = 1 — cos? 6 = gin? 0.
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2'008"+9'6085I6—20:0, 
josta 

(14) + 5 =22' 008 & -H y' cos Pp — p. 
Pisteen ja suoran välimatka saadaan siis, kun vasem- 

massa jäsenessä suoran perusmuotoista yhtälöä x ja y sijoi- 
tetaan annetun pisteen koordinaateilla. Siten saatu lauseke 
on negativinen, jos piste ja origini ovat samalla puolen suo- 
raa, vaan positivinen, jos ne ovat eri puolilla sitä. 

Suure x cos « + y cos B — p lausuu siis, merkkiä vaille, 

välimatkan pisteestä (x, y) siihen suoraan, jonka yhtälö on- 
X COS œ + y Cos B — p = 0. 

27. Jos suoran yhtälö ei ole annettu perusmuotoisena, 
vaan jossakin muussa muodossa, esim. 

Ax + By+ C=0, 

niin tehdään se perusmuotoiseksi, kertomalla eräällä vakinai- 
sella tekijällä R (25 $); silloin on cos « = RA, cos B = RB, 
— p= RC, ja, olkoot x ja y minkä arvoisia tahansa, 

x cos « + ycosB — p=R(Ax + By + 0). 
Pisteen (x', y') ja annetun suoran välimatka on siis kaavan 
(14) mukaan 

(15) +0=R(4x' + By' + 0). 
Merkistä on tässä huomattava samaa kuin yhtälössä (14). 

Suorakulmaisessa koordinaatistossa on R == +. ———— 
... HA 
ja siis V 

(16) = Se By eG. 

L N 
s. 0. haettava välimatka saadaan, kun viivan yhtälön vasen 
jäsen, johon on sijoitettu annetun pisteen koordinaatit, jae- 
taan suureella A? + B?. 

Yhtälö (15) näyttää, että kohtisuorat välimatkat kahdesta 
pisteestä (2,7), (2, y") suoraan Ac + By + 0=0 ovat 
toisiinsa samassa suhteessa kuin trinomit Ax' + By' + O ja 
Az" + By" + O, kuin myös että pisteet ovat samalla tai eri 
puolilla suoraa, sitä myöten kuin näillä lausekkeilla on samat 
tai eri merkit. 

Yleensä: suure 4v+By+0C vaihtuu samassa suh- 
teessa kuin kohtisuora välimatka liikkuvasta pis-
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teestä (x, y) siihen suoraan, jonka yhtälö suora- tai 
vinokulmaisissa koordinaateissa on Ax + By + C =0. 

Esim. Haettakoon välimatka pisteestä (—1, 2) siihen 

suoraan, joka leikkaa suorakulmaisetkoordinaati-akselit 

  

välimatkoissa —3 ja +4 originista. — Suoran yhtälö on siis 

a eli 4x — 3y + 12=0. 

Tassa on 4—4, A — 3 ja 0—12 sekä [25 § (12]] 

f 1" 

A st 
(minus merkkiä käytetään, koska € on positivinen). Pisteen (x, y) ja 

" . .. 4–3 12.,. 
suoran välimatkaa osoittaa siis yleensä lauseke S TEN Sijoitet- 

tuamme tähän «+ =141, y==?, saamme vaaditun välimatkan, joka on 

I Koska tämä arvo on negativinen, ovat annettu piste ja ori- 

gini yhdellä puolen suoraa. 

Esim. 2. Kolmiossa ovat annettuina kaksi sivua a, b 

ja niiden välinen kulma €; haettakoon kolmannelle sivulle 

vedetty korkosuora h. — Otettuamme kaksi annettua sivua koor- 

dinaati-akseleiksi, on kolmannen sivun yhtälö oleva 

= eli bz + ay — ab=0. 

Haettava korkosuora on kohtisuora matka originista tähän kolmanteen 

sivuun eli A — Rab. Ja kun akselikulma on C, saadaan [25 § (13)] 

sin C 

a? 6? — 2 ab cos 
ja siis 

ab sin C 
hsl. == 

V2+0?— 2 ab cos C 
28. Suoran yhtälö polaarisissa koordinaateissa. — 

L-suoran asema, polin O ja akselin OX suhteen, määrä- 
tään sen kohtisuoralla välimatkalla polista, 00 = p, ja kul- 

malla QOX = «, jonka tämä välimatka . 

tekee akselin kanssa. ` Suoralla olevan Kiva 18; 
P-pisteen polaariset koordinaatit ovat £ NP 
y= OP, v= POX. Kun siis kulma 
POQ = v — a, saadaan suorakulmai- 
sesta kolmiosta POQ 

r COS (v— a) = p, g 

joka on suoran haettu yhtälö. A Ny
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29. Lyhennetty merkitsemistapa. — Monet tutki- 
mukset analytillisessä. geometriassa saadaan paljoa helpom- 

miksi käyttämällä yhtälöjä lyhennetyssä, niin sanoaksemme 
symbolisessa muodossa. Semmoinen on esimerkiksi asianlaita, 
kun tutkitaan saman pisteen kautta kulkevia suoria. 

Merkitköön lyhyyden vuoksi L yksiasteista trinomia 
Ax + By + C ja L' toista senlaista trinomia A'x + B'y + €. 

Silloin edustavat yhtälöt 

= 08 =0 

kahta suoraa, jotka nimitämmekin vaan L ja L'. Täten 
on` kirjaimilla L ja L' kaksi merkitystä, mutta erehdystä 
ei kumminkaan voi syntyä, sillä joka tapauksessahan täytyy 
olla selvänä, puhutaanko tosiaankin jostakin suureesta vai 

ainoastaan suoran nimestäkö. Tiedämme (23 8), että 

L+ kL = 

on silloin yhtälönä kolmannelle suoralle, joka kulkee kah- 
den ensinmainitun leikkauspisteen kautta. Mutta tämän saat- 

taa todistaa toisellakin, suoremmalla, tavalla. 

Yhtälö Ax + By + C=.0 saapi perusmuodon, kun se 

kerrotaan eräällä vakinaisella tekijällä R, joka riippuu ainoas- 
taan. koefficienteistä A, B sekä koordinaati-akselien väli- 

sestä kulmasta 0. Suure R (Ax + By + () eli RL semmoi- 
senansa merkitsee silloin (27 &) kohtisuoraa matkaa pisteen 
(x, y) ja suoran L välillä. Samoin lausuu R' (4'x + B'y+ C') 
eli R'L', jossa R' on eräs toinen vakinainen tekijä, pisteen 
(x. y) ja L'-suoran välimatkaa. Yhtälö L +kL' =0, pan- 
tuna muotoon 

OR ee 
EET TED Fy 

osoittaa siis, että välimatkat vaihtuvasta pisteestä (z, y) kum- 
paankin suoraan L ja L' ovat toisiinsa vakinaisessa suhteessa. 
Semmoisen pisteen ura on nähtävästi suora viiva, joka kul- 

kee suorain L ja L' leikkauspisteen kautta. 
30. Asia käy selvemmäksi, jos suorain yhtälöt alusta 

alkain ovat perusmuotoisia. Olkoon x cos « + y cos B — p=0
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)75631167123ijSllS"jää-008"'—!–"7/608x;'—29'::0t0j861168110- 
ralle, ja merkittäköön ne lyhyyden vuoksi 

A0 4 0. 

A ja A' edustavat silloin suorastaan kohtisuoria pisteestä 
(x, y) kumpaankin viivaan, ja yhtälö 

A+kA'=0 

merkitsee uraa kaikille niille pisteille, joiden välimatkoilla 

kumpaankin viivaan on vakinainen suhde =I k, toisin sa- 

noen suoraa, joka on vedetty kummankin viivan leikkaus- 
pisteen kautta. 

Tähän saakka emme ole pitäneet lukua suureiden A ja 
A' merkeistä; mutta mitä niihin tulee, niin muistettakoon 
vaan, että jos x cose+ycosp—p eli A on positivinen, 
ovat piste (x, y) ja origini eri puolilla suoraa A, vaan jos 
ne ovat negativisia, niin lankeavat piste ja origini samalle 
puolelle suoraa. Sama on myöskin A’-suureen laita. Jos 
siis A ja A' ovat. yhdenmerkkisiä, on piste (%, y) samassa 
suorain A ja A' muodostamassa kulmassa kuin originikin 
taikka sen ristikulmassa; mutta jos A ja A’ ovat erinmerk- 
kisiä, on piste (x, y) jommassakummassa toisia kulmia. 

Että piste (x, y) on yhtä kaukana suorista A ja A’, 

lausutaan yhtälöllä 

A—A'=0. 

Tämä siis merkitsee suoraa, joka jakaa kahtia kumpaisenkin 
viivan välisen kulman, nimittäin sen, jossa origini on, ja sen 

ristikulman. Sitä vastoin lausuu 

; At Ale 0. 
että kohtisuorat ovat yhtä suuret, mutta erinmerkkiset; tama 
on siis yhtälö suoralle, joka jakaa kahtia toiset kaksi kul- 

maa samain suorain välillä. Siis: jos 4=0 ja A'=0 ovat 
kahden suoran perusmuotoisia yhtälöitä, niin ovat 
A— 4=0ja 4+4'=0 yhtälöitä toisille kahdelle 
suoralle, jotka jakavat kahtia edellisten väliset 

kulmat.
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31. Kolme suoraa leikkaavat toisensa yhdessä pis- 
teessä;ojos niiden yhtälöt L=0 L =0, L'=0 sallivat 
identtisyyden 

kL+KFL+K'L' =0, 

niin että yhden näistä yhtälöistä saattaa johdattaa toisista kah- 
desta. Tämän identtisyyden tähden nimittäin katoaa L” 
niissä suureiden x ja y arvoissa, jotka yht'aikaa toteuttavat 
yhtälöt L=0 ja L =0; yhtälön L” =0 saa siis toteutetuksi 
koordinaateilla sille pisteelle, jossa suorat £ ja I leikkaavat 
toisensa. 

Siinä siis helppo keino, jolla voi tutkia, leikkaavatko 

eräät suorat toisiansa samassa pisteessä. Asian selvityk- 
seksi otamme moniaita esimerkkejä. 

Esim. 1. Jos 4=0,0=0,c=0 ovat perusmuotoisia 

yhtälöitä kolmion kolmelle sivulle, niin ovat, originin ollessa 

kolmion sisällä, 

a—b=0, b—c=0, c—a=0 

yhtälöitä suorille, jotka jakavat kulmat kahtia. Kun nyt va- 
sempain jäsenten summa näissä yhtälöissä itsestänsä ka- 
toaa, niin on täten todistettu, että suorat, jotka jakavat 
kahtia kolmion kulmat, leikkaavat toisensa yhdessä 
pisteessä. 

Esim. 2. Samassa kolmiossa merkitsevät b+ c= 0, 

c+a=0 suoria, jotka jakavat kahtia kaksi ulkokulmaa, ja 
a—b=0 suoraa, joka jakaa kahtia kolmion kolmannen kul- 
man. Nämäkin suorat leikkaavat toisensa yhdessä pisteessä, 
sillä yhden näistä yhtälöistä saattaa yhteenlaskemalla tai 
vähentämällä johdattaa toisista kahdesta. 

Esim. 3. Kolmion kolme korkoviivaa leikkaavat 
toisensa yhdessä pisteessä. — Jos nimittäin A, B, C 

merkitsevät vastakulmia sivuille a=0, b=0, c=0, niin 

yksi korkoviiva leikkaa esimerkiksi A-kulman kahteen osaan, 
jotka ovat komplementteja kulmille B ja €. Välimatkat 
jostakin pisteestä tällä korkoviivalla sivuihin b ja c ovat 
niin muodoin toisiinsa kuin cos C: cos B ja korkoviivan yh- 

3
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€ 

cos 0 cos B 

beos B—— ecos C= 0. Kolmion kolmella korkoviivalla ovat 

siis seuraavat yhtälöt 

acos A—bcos B=0, 

bcos B—ccosC=0, 

c cos C — a cos A = 0; 

tälö, originin ollessa kolmion sisällä, on » eli 

ja kun näiden yhtälöjen summa on identtisesti nolla, niin 
seuraa siitä, että kolmion kolme korkoviivaa leikkaavat toi- 

sensa yhdessä pisteessä. 
Esim. 4. Kussakin kolmiossa käyvät ne suorat, 

jotka yhdistävät kulmankärjet vastasivujen keskuk- 
sien kanssa, yhden pisteen kautta. — Kohtisuorat 

c-sivun keskuksesta sivuja a ja 0 vastaan ovat toisiinsa niin- 
kuin sin B: sin A. Yhtälö suoralle, joka lähtien kulmasta C 

E i a = ber ONT. F 
jakaa vastasivun kahtia, on siis ithe sed E yhtälöt 

kolmelle jakoviivalle ovat 

asin A -— b sin B = 0, 

b sin B — c sin C = 0, 

csin © -asin A = 0. 

Vasempain jäsenten summa on identtisesti nolla; suorat leik- 

kaavat siis toisensa yhdessä pisteessä.



Neljäs Luku. 

32. Pyöriön yhtälö. — Pyöriön isous ja asema on 
määrätty, kun tunnetaan sen säde 7 ja keskiön koordinaatit 
a = ODN— DC "Olkoot Z, 7 koor- 

  

  

dinateja jollekin P-pisteelle pyöriöllä; y Pe 
silloin on, 11 §:n mukaan, suorakul- ja 18 
maisessa koordinaatistossa välimatka brak ; 

CP =r=V(a2— a)? + (y—b)?2, josta ! hy ! I 

(1) wa)? + (y— DP =", acini 
o D 

joka on pyöriön haettu yhtälö. 
Tässä yhtälössä on kolme vakinaista a, O, 7, joilla eri 

pyöriöissä on eri arvot. Asianmukaisesti määräämällä näitä 
vakinaisia, voipi saada pyöriön täyttämään kolme ehtoa, esim. 

että sen kehä kulkisi kolmen annetun pisteen kautta tahi 
että se sivuaisi kolmea annettua suoraa j. n. e. 

Keskiön ollessa x-akselilla, on sen ordinaata b = 0, jol- 
loin pyöriön yhtälö on 

(2— a)? +432 =". 

Jos sitä paitsi olisi a =r7, niin että kehä kulkisi originin 
kautta, saisimme (2—r)? + y? =? eli selvitettynä 

Y” = AXA — 2; 

siinä siis yhtälö pyöriölle, jonka diametri ja tangentti ovat 
koordinaati-akseleina. 

Kun taas keskiö on y-akselilla, niin on sen abscissa 
a=0, ja pyöriön yhtälö (1) saa seuraavan muodon 

x? + (4 — b)? = 72. 

Kun keskiö ja origini ovat yhdessä, on yht’aikaa a = 0, 
b=0 ja siis 

(2 a+ y2=r", 
joka on yksinkertaisin muoto pyöriön yhtälölle.
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Vinokulmaisessa koordinaatistossa saadaan pyöriölle, jon- 
ka säteenä on 7 ja keskiönä (a, 0), yhtälön (1) sijaan seu- 
raava vähän laveampi: — 

(;6—–")2+(9-b)2+2(2—0)("2/—5)0086:7"2, 

jossa 0 on akselikulma. Kun keskiö ja origini ovat yhdessä, 
saa tämä yhtälö seuraavan muodon: 

2? + y? -F Qay COS O = r. 

Tästä lähin aiomme kumminkin käyttää ainoastaan suora- 
kulmaisia koordinaateja. 

33. Selvitettyämme pyöriön yleisessä yhtälössä (1) neliö- 
terminit, saamme 

x? + y? — Bax — 2by +a? +b? — r? = 0. 

Tässä yhtälössä siis on, paitsi neliösummaa «?-+ y?, ainoas- 
taan yksiasteisia terminejä x:n ja y:n suhteen. Päin vastoin 
taas semmoinen yhtälö, jossa neliöillä x? ja y? on samat 
koefficientit ja tuloa xy ei ole, siis tänmuotoinen yhtälö 

(3) c(a? + y) + da + ey +f =0, 
merkitsee yleensä pyöriötä; sillä jos suureella c jaetaan ja 

.. "" 22 2 .. 
neliöiden täytteeksi lisätään = äs a kumpaankin jäseneen, 

niin saa tämä yhtälö seuraavan muodon 
2 2 2 Ja (vp org Eh 20 A 

ja tämä tulee identtiseksi yhtälön (1).kanssa, jos pannaan 

Td Vh One SEN 
(4) aa i 77 12 

Siitä näkyy, että yhtälö (3) merkitsee pyöriötä, jonka keskiön 

ja säteen määrääjinä ovat suureille a, 0, € äsken annetut arvot. 

34. Edellisessä $:ssä esitetyn teorian sovittamiseksi 
otetaan tähän seuraava probleema: 

Haettakoon ura pisteelle P, jonka välimatkat 

kahdesta kiinteästä pisteestä A ja B ovat toisiinsa 
vakinaisessa suhteessa m:n.



Otetaan piste A originiksi 

ja suora AB x-akseliksi. Silloin = 
ovat liikkuvan P-pisteen koordi- JN 
naatit «= AM, y = MP, ja, an- i 
nettuamme välimatkalle AB mer- — 

  

  
E DA! G B W 

kiksi @, saadaan AP = Vx? + y?, LÅ 

BP = y(«—«a)?+y?. Mutta eh- HO 
dotuksen mukaan on 4P: BP = 

m:n, siis 

VETI m 
Vie Fy n 

eli, hävitettyämme nimittäjät ja korotettuamme neliöön, 

(m? —n?) (2? + y?) — 2m?ax + m?a? = 0. 

Tämä yhtälö on samanmuotoinen kuin (3), jolloin ¢ = m? — n”, 
d=2a, e =0, [= me; se merkitsee siis pyöriötä, jonka 
keskiö (a, 6) ja side ry saadaan [katso (4)] määrätyksi 

kaavoilla 
me mna 

NMBA bk G ERB atn 
Haettu ura on siis pyöriö, jonka keskiö on suoralla AB. 

Keskiö tulee oikealle puolelle pistettä B tahi vasemmalle 

pistettä A sitä myöten kuin m on suurempi tahi pienempi 

kuin », sillä edellisessä tapauksessa on a positivinen ja isompi 
kuin «a, jälkimmäisessä negativinen. Pisteet C ja D, joissa 
pyöriö leikkaa z-akselin, löydetään helposti, sillä niissäkin 
pitää annetun ehdon m:n=CA:CB=DA:DB Olla täy- 
tettynä. i 
Kun m = n, saa edellinen yhtälö muodon 

— 2max + me? = 0 eli x = a 

Toisin sanoen, ura sille pisteelle, joka on yhtä kaukana pis- 
"teistä A ja P, kulkee sitä kohtisuoraa myöten, joka leikkaa 
suoran AP kahtia. " 

35. Pyöriön tangentti. — Tangentin yleinen mää- 

ritys: Tangentti mille käyrälle hyvänsä on se lopullinen asema,



= aa = 

mihin käyrää leikkaava suora (sekantti) viimein asettuu, kun 

leikkauspisteet, siirryttyään yhä lähemmäksi toisiaan, lopulta 

yhtyvät. j 
Leikatkoon esim. suora MN käyrää MN'N kahdessa 

pisteessä M ja N. Jos toinen piste, 

    

Kuva 16. " , . . 
T ir IK M, pidetään paikallansa ja toinen, N, 

NEG = pannaan siirtymään käyrää myöten yhä 
Vd > lähemmäksi pistettä M, niin silloin myös- 
A = kin sekantti MN kääntyy pisteessä M, 
SZ käyden perättäin asemiin MN', MN”, 

ul. j. n. e., ja lähestyy siten erästä lopul- 

lista raja-asemaa MT, johon se asettuu 
samassa kuin piste N yhtyy pisteesen M. Tämä lopullinen 
asema MT on juuri käyrän tangentti; toisin sanoen, se si- 
vuaa käyrää pisteessä M. 

Saadaksemme yhtälöä käyrän tangentille, haetaan siis 
ensin yhtälö semmoiselle suoralle, joka leikkaa käyrää kah- 
dessa pisteessä, ja tutkitaan sitten, mimmoiseksi yhtälö käy, 

kun mainitut pisteet yhtyvät toisiinsa. 
Haettakoon nyt tämän mukaan yhtälö suoralle, joka si- 

vuaa pyöriötä 
a? 4 y2=r? 

jossakin pisteessä (x,y). Panemme jonkun suoran kulke- 
maan sanotun pisteen (z, y) ja jonkun toisen pisteen (x, y) 
kautta pyöriöllä. Yhtälö suoralle, joka kulkee kahden pis- 
teen (%, 4) ja (2%. Y.) kautta, on (22 $) 

fe pce Para H y—y = — elden 

Nyt on vaan tutkiminen, mimmoiseksi tämä yhtälö käy, kun 
pisteet (x, Ø) J4 (2, Y) yhtyväh 8.10. Kun 2 m, Y = yy 

Ensi silmäyksessä näyttää kuin olisi seuraus epämää- 

  
r I 

STA FORIS HY omega) 0 . 
räinen, sillä kulmakoefficientti saa muodon Dj Asian- 

laita on kumminkin ainoastaan ulkonäöltään sellainen; todel- 

lisen arvon löydämme kulmakoefficientille seuraavalla tavalla.



= 9 — 

Koska (4, 4) ja (2, 7") ovat pisteitä itse pyöriöllä, 

niin täytyy olla 
nina 

m Lanz. 

Vähentämällä saamme 

vad yt yo (aa) +45)+ 0 —4 HY +Y)=0, 
josta 

y a oe y" eA x + Xx" 

7 = a a4! y SE yf 

Kun nyt tehdään "=Z, Y" =y, niin tulee oikeasta jäse- 
Qa Cie $: . ;.. 

IISSttin—;—-—,: =y ja se on siis tangentin kulmakoefficientti. 
2y 

Tällä arvolla sijoitetaan lopuksi entinen arvo = — sekan- 
, wr 

YTY 
K 

tin yhtälössä, ja niin saadaan 
, 

t X , 
m (2—2), 

joka on yhtälö pyöriön tangentille pisteessä (2, 7). 
Tälle yhtälölle saattaa antaa sievemmän muodon. Hä- 

vitettyämme nimittäjän ja siirrettyämme terminit, saadaan 
yy — g? + av —x?=0 eli ax + yj =x2+y Mutta 
v?+y?=r?, siis 

(5) xX yy =". 
Siinä yksinkertaisin muoto tangentin yhtälölle. Tässä mer- 
kitsevät x', y koordinaateja sivuamispisteelle ja x, y juok- 
sevia koordinaateja, toisin sanoen koordinaateja mille tan- 
gentin pisteelle tahansa. Mutta huomattakoon tässä, että 
vaikka z, y ja £', y vaihtaisivatkin merkitystänsä, niin tan- 
gentin yhtälö (5) ei kumminkaan sen kautta muutu. 

Yhtälö pyöriön säteelle pisteessä (%, 4), s. o. suoralle, 
joka kulkee pisteiden (0, 0) ja (2', 7) kautta, saa kulmakoefficien- 

r 

tikseen » ja kun tämä on vastaismerkkinen ja vastavuoroinen 

arvo tangentin kulmakoefficientille, niin seuraa (20 8), että 
tangentti ja säde ovat kohtisuorat toisilleen. Tästä tangentin 
tunnetusta ominaisuudesta olisi päinvastoin voinut johdattaa



= M = 

sen yhtälön; mutta parempana olemme pitäneet tässä kohta 

osoittaa esitystavan, joka sopii kaikkiin käyriin. 
36. Tangenttijänne. — Jostakin pisteestä P pyö- 

riön ulkopuolella vedetään kaksi tangenttia PM, PN pyöriölle; 

     

Kuva 17 suoraa JMN, joka yhdistää sivua- 

7 mispisteet, sanotaan P-pisteen tan- 

= P genttijänteeksi. . Haettakoon sen 
yhtälö. 

a 

= x 

Keskiön ollessa originina on 

pyöriön yhtälö v?-+y?=7r? ja tan- 
gentin yhtälö 

Non (5) ad + yy =r". 

W Tämä jälkimmäinen yhtälö pitää siis 
paikkansa, jos 2’, y ovat koordinaateja pisteelle P ja x, y 
koordinaateja jommallekummalle sivuamispisteelle (M tai N). 
Semmoisen yhtälön ura on siis viiva, joka kulkee pisteiden 
M, N kautta, ja se on sitä paitsi suora, sillä yhtälö on yksi- 

asteinen vaihtuvain x:n ja y:n suhteen. Puheena oleva yh- 
tälö merkitsee siis tangenttijännettä pisteelle (4, 4). 

Tässäkin saattavat x, y ja &, / vaihtaa merkityksiänsä; 
yhtälö (5) on sen vuoksi voimassa silloinkin, kun x, y mer- 
kitsevät koordinaateja pisteelle P ja x, 4 koordinaateja jol- 
lekin pisteelle O tangenttijänteellä. 

Ajatellaan nyt, että tangenttijänne kääntyy pisteessä Q. 
Silloin siirtää sijaansa myöskin se piste P, jossa jänteen 
päistä vedetyt tangentit yhtyvät, ja muodostaa erään viivan, 
joka meidän nyt tulee määrätä. Yhtälö (5) on lakkaamatta 
voimassa pisteiden P ja Q suhteen; ja kun nyt x y' ovat 
kiinteitä koordinaateja pisteelle O ja x, y vaihtuvia koor- 
dinaateja liikkuvalle pisteelle P, niin (5) onkin yhtälö mai- 
nitulle P-pisteen muodostamalle viivalle, joka on suora, 

koska sen yhtälö on yksiasteinen. Siis: 
Jos pyöriön jänne kääntyy jossakin pisteessä, 

niin ura jänteen päistä vedettyjen tangenttien 

yhtymäpisteelle on suora. 
Yhtälöllä xx + yy’ =r? on siis erillaiset merkitykset 

om
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sitä myöten mitä pistettä koordinaatit Xx, y' osoittavat pyö- 
riössä æ? +y =r. Jos (a, y) osoittaa pistettä itse pyö- 
riöllä, niin mainittu yhtälö merkitsee tangenttia; jos (2, 4) 

on piste pyöriön ulkopuolella, niin xx +4yy' =r? on yhtälö 
tangenttijänteelle, ja jos (x', 4) on pyöriön sisässä oleva 
piste, niin edustaa sama yhtälö uraa sille pisteelle, jonka 
tangenttijänne kulkee pisteen (x', 4) kautta. 

Pistettä (2, 4) sanotaan yleensä poliksi suoralle 
xx + yy =r ja tätä suoraa taas polaariksi pisteelle 
(x', y') pyöriössä x? + y? = 7°. 

37. Haettakoon sen tangentin pituus, joka 
pisteestä (x, 4) vedetään pyöriölle 

(x — a)? + (y — 0)? — 7? = 0. 

Haettu tangentti ja sivuamispisteesen vedetty säde ovat 

kateeteja suorakulmaisessa kolmiossa, jonka hypotenusana 
on välimatka pisteestä (x', 0") pyöriön keskiöön (a, b). Neliö 

mainitulla välimatkalla (x' — a)? + (y'— 0)? on siis yhtä 

suuri kuin 7? + tangentin neliö, ja siis tangentin neliö yhtä 

suuri kuin 
(2! — a)? + (y'-— b)? —7?. 

"Jos siis (x, y) merkitsee pistettä pyöriön ulkopuolella, 

niin suure (2—0)? + (y—b) —r? on sanotusta pisteestä 

vedetyn tangentin neliö. Jos taas (x, y) kuuluu pisteesen 
pyöriön sisäpuolella, niin sama suure on nähtävästi negati- 
vinen. Kun taas (x, y) merkitsee pistettä itse pyöriöllä, niin 
mainittu suure luonnollisesti on nolla. 

38. Haettakoon ura semmoiselle pisteelle P, 

että siitä kahdelle annetulle pyöriölle vedetyt 
tangentit ovat yhtäsuuret. 

Kuva 18. 
Olkoon A keskiö 5 

ja R säde isommassa A JSN 

pyöriössä sekä B kes- / We 
j i P 

A 3 kiö ja 7 säde pienem- 
mässä. Välimatka AB 
olkoon a. Pitäen pis- \ 
tettä A originina ja wer 

   



Ae 

lukien abscissoja suunnassa AB, saamme pyorididen yhtaloiksi 
xn? + y2— R? = 0, 

(Cea e = 0, 

Edellisen 8:n mukaan osoittavat vasemmat jäsenet näissä 
yhtälöissä niiden tangenttien neliöitä, jotka pisteestä (x, y) 
vedetään sanotuille pyöriöille. Olkoot x, y nyt koordinaateja 
semmoiselle pisteelle P, että siitä vedetyt tangentit ovat yhtä 
suuret. Me saamme siis 2? + 4y?— R? = (x — a) +y?—r?, 
josta, kehitettyämme ja yhdistettyämme, 2ax = R? — r? + a? eli 

(6) p = a 1014 
24 

Siinä yhtälö haetulle uralle. Kosk'ei tässä ole y-suuretta, 
niin osoittaa se x-akselille kohtisuoraa viivaa, jonka väli- 
matka pisteestä A on juuri x:lle viimeksi saatu vakinai- 

nen arvo. 
Sama yhtälö (6) olisi saatu sitenkin, että olisi haettu 

ne pisteet, joissa annetut pyöriöt leikkaavat toisensa. Niissä 
pisteissä nimittäin ovat kumpaisenkin pyöriön yhtälöt yht'aikaa 
voimassa, toisin sanoen x?+y7?2—R=(x—4a)?+42—?7?, 

josta (6) on sievennetty muoto. Pyöriöiden leikatessa toi- 
siansa täytyy siis leikkauspisteiden koordinaatien toteuttaa 
yhtälö (6), joka silloin merkitsee pyöriöiden yhteistä jännettä. 

Frillaisten ominaisuuksiensa mukaan on puheena-oleva 

suora saanut eri nimiä, niinkuin radikaali-akseli, yhtä 
suurten tangenttien linja, kordaali; lyhyyden vuoksi 
käytämme viimeksi mainittua, Plueckerin ehdottamaa nimeä. 

Lähemmin tutkiaksemme, minkä rajain välille kordaali 
taikka sen välimatka % originista lankeaa, huomattakoon 

ensin, että yhtälölle (6) saattaa antaa jonkun seuraavia 

muotoja 

@y .t=hRA   
(ate 9? oa Orn fea tia— toe) 

20 W 2a ; 

2—(a—r) (a+R—r)(R+r—a) 

sua 1 ake BS ned 
Tarkastelkaamme nyt eri tapauksia. 

(Br aN s
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1:0 Jos pyöriöt ovat aivan erillään toisistansa, niinkuin 
edellisessä kuvassa, niin on 4>R+r ja niin muodoin tu- 

lossa (a — R+r)(a—R—r) kumpikin tekijä positivinen, mutta 

tulossa (a+ R—r) (R+r— o) toinen tekijä positivinen, toi- 

nen negativinen. Edellinen tulo on siis positivinen, jälkim- 
mäinen negativinen, ja silloin päätämme yhtälöistä («) ja (P), 

että x on suurempi kuin A, mutta pienempi kuin 4—", s. o. 
että kordaali kulkee pyöriöiden välitse. 

Pyöriöiden sivutessa toisiansa ulkopuolillaan yhtyy kor- 
daali kummankin pyöriön SA sivuamispisteen kautta 
vedettyyn, tangenttiin. 

2:0 Pyöriöiden leikatessa toisiansa on, kuten jo sanot- 
tiin, kordaali sama kuin pyöriöiden yhteinen jänne. 

3:0 Jos pyöriöt ovat sisiitysten, niin on a< R—r, jol- 

loin tulo (4— R+r)(a4—R—r) on positivinen. Yhtälöstä 

(œ) näemme silloin, että x on suurempi kuin R, s. o. että 

kordaali on kumpaisenkin pyöriön ulkopuolella. 
Päinvastoin saattaisi pitää kordaalin ja toisen pyöriön 

tunnettuina ja niiden mukaan määrätä toisen pyöriön aseman 

ja suuruuden. Yhtälössä (6) olisivat silloin R ja æ tunnet- 
tuja, 7 ja a haettavia. Tälle probleemalle voi saada ääret- 
tömän monta ratkaisua; sillä toiselle tuntemattomalle r saat- 

taisi antaa minkä arvon hyvänsä ja sen mukaan määrätä ar- 
von toiselle tuntemattomalle a. Yhtälö (6), ratkaistuna a:n 

suhteen, antaa 
  

a=x+]/x?47? 

Olkoon 7r-säteinen pyöriö R-sä- Kuva 19. 
teisen sisällä; silloin on a pie- 

nempi kuin x ja niin muodoin 
on yllä olevassa yhtälössä käy- 
tettävä — merkkiä. Kun sitten 
r vähitellen saa eri arvoja, niin 
muuttuu myöskin a:n arvo sitä 
suuremmaksi mitä enemmin 7 pie- 

nenee. Jos siis sisäpyöriö lak- 
kaamatta vähenee, isomman pyö- 
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riön ja kordaalin pysyessä muuttumattomina, niin keskiöiden 
välimatka a kasvaa yhä enemmin ja saavuttaa, kun r on ka- 

donnut, raja-arvon a =e—]/a2—1R2. Sisäpyöriö on silloin 
supistunut semmoiseksi rajapisteeksi €, että matka siitä 

mihin pisteesen P hyvänsä kordaalilla on yhtä pitkä kuin 
samasta pisteestä P vedetty tangentti PZ. Tämä rajapiste 
on hyvin tärkeä elliptillisiä funktioneja tutkittaessa. 

Viides Luku. 

Ellipsi. 

39. Ellipsi on ura semmoiselle pisteelle P, jonka 
välimatkat kahteen kiinteään pisteesen F ja F' tekevät va- 
kinaisen summan. Näitä kiinteitä pisteitä sanotaan poltto- 
pisteiksi (foci) ja niitä suoria, jotka jostakin ellipsin pis- 
teestä vedetään polttopisteisin, polttosäteiksi (radii vec- 

tores). 

Tämän määrityksen mukaan saattaa ellipsin piirtää rih- 
man avulla seuraavalla tavalla. Rihma, jonka täytyy olla 
yhtä pitkän kuin polttosäteiden vakinainen summa, kiinni- 

tetään päistänsä polttopisteisin, jonka jälkeen rihma jänni- 
tetään kireelle piirtimen kärjellä. Kun nyt piirrintä tässä 
tilassa kuljetetaan ympäri, niin muodostaa se ellipsin. 

40. Ellipsin yhtälö suorakulmaisissa koor- 
dinaateissa. — Otetaan x-ak- 

Kuva 20. .. ,. . 
seliksi suora FF", joka yhdis- 

S tää polttopisteet, ja originiksi 
Z piste O, joka on niiden puoli- 
v 2 

välissä; polttosäteiden vakinai- 

nen summa olkoon 2a ja polt- 

topisteiden väli 2c, niin että 

OF = OF'=c. Kun nyt P-pis- 
teen koordinaatit ovat x, y, niin 

onz = OM y= MP, FM=c—nx, 

F'M=o0-tmija 

    
B



33:1"(3——55)2+92;??'27-"S+93)2—+."2— 
Ellipsin määritysehdon mukaan on nyt PF+ PF'= 2a, siis 

Very ty L nen 
Siinä haettu yhtälö, lausuttuna suureissa &% ja y.  Sieventii- 
mistä varten siirretään ensimmäinen juurimerkki oikeaan jä- 
seneen ja yhtälön jäsenet korotetaan neliöön; siten saadaan 

(042)? 4 4VDUPY (020) OPLA a PO Lape y?, 
josta, sittenkuin terminit on supistettu ja siirretty sekä ja- 
ettu 4:llä, tulee 

ay (¢ — a)? + y? = a2— cn. 

Nyt korotetaan uudelleen neliöön ja terminit supistetaan, 

joten jää 
(a2 — c?)a? + a2y? =: a? (a? — c?). 

Kolmiossa. PFF’ on PF + PF'> FF’, se ony 24> 2c eli 

a>c; siis on a? —c? positivinen. Sen vuoksi sopii panna 

a? — c? = b?, 

joten edellisestä yhtälöstä tulee 
b2x? + dy? = a202. 

Tässä kun jaetaan sepreella a?D?, niin saadaan viimein 

(1) i mek = 
Siinä ellipsin yhtälö et toe muodossaan. 

Jos olisi a= b, niin tulisi tästä yhtälöstä «? +- y? = a?, 

joka osoittaisi a-säteistä pyöriötä. Pyöriötä sopii siis pitää 
ellipsinä, jonka akselit ovat yhtäsuuret. 

41. Ellipsin muoto. — Ratkaistuna y:n suhteen 
antaa yhtälö (1) 

(2) y= + VR   

Siitä näemme, ett'ei x? saata olla suurempi kuin a? ja ett'ei 

x siis saa olla ulkopuolella rajoja + a ja —a, sillä y olisi 
muutoin aatteinen. Jokaisesta arvosta, minkä x saa näiden 
rajainsa välillä, saa y kaksi todellista, yhtä suurta, mutta
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vastaismerkkistii, arvoa. Kun x=a, on y=0. Kun @ vi- 
hitellen pienenee arvosta a nollaan, kasvaa y nollasta ar- 
voon +290; kun x vieläkin vähenee nollasta arvoon — a, vä- 
henee y vuoroansa arvosta +0 nollaan. Ellipsi on siis um- 

pinainen käyrä, symmetrillinen 2-akselin suhteen, se on: jos 
. ellipsi taivutetaan mainittua akselia myöten, niin sen mo- 
lemmat puoliskot peittävät toisensa. 

Ratkaistuna x:n suhteen antaa yhtälö (1) 

eat 4 PR, 
josta päätetään, ettei y saa olla ulkopuolella rajoja +0 ja 
— b, ja että ellipsi on symmetrillinen myöskin y-akselin suh- 
teen. Ellipsissä on sis neljä yhteellistä osaa AB, BA’, 
ABS BA. 

Samoin nähdään, että, jos x, y ovat koordinaateja jol- 

lekin ellipsin pisteelle P, niin toteuttavat myös arvot — x, —y 
ellipsin yhtälön (1) ja määräävät siten erään toisen pisteen 
P' ellipsin vastaisella kvadrantilla. Koska nyt pisteillä P 
ja P' on yhtäsuuret, vaikka vastaismerkkiset, koordinaatit, 
niin ovat kolmiot POM ja P'OM' yhteellisiä ja siis kulma 
POM kulma POM "sekä PO P05 Pisteillä! 2. Pron 
siis symmetrillinen asema O-pisteen suhteen, toisin sanoen 

ne ovat samalla pisteen O kautta kulkevalla suoralla ja yhtä 
kaukana kummallakin puolen sitä. Täten jakaa piste O kaikki 

sen kautta vedetyt ellipsin jänteet kahtia, ja sen vuoksi sitä 
sanotaan ellipsin keskiöksi. 

Pisteissä A, 4', joissa ellipsi leikkaa z-akselin, on 
x =ta; pisteissä B, B', joissa ellipsi leikkaa y-akselin, 
on yb. Suoraa AA'=2a sanotaan ellipsin iso-ak- 
seliksi ja suoraa BB'=20 sen vähä-akseliksi. El- 
lipsin yhtälössä (1) suureet a ja O osoittavat siis puoli- 

akseleja. 

42. Saadaksemme selvää käsitystä ellipsin muodosta, 

on meidän tutkiminen, mitenkä välimatka keskiöstä vaihtuu 

OP-suunnan mukana (kuva 20). Pannaan OP =o ja kulma
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POX = o; silloin on x = o cos o, 4 = e sin o, ja pantuamme 
nämä arvot ellipsin yhtälöön (1), saamme 

    

  

Teos o28Kin? mt %% ä 
a? a Pa 1, 

josta 
1 o 400S2 07 v Sin... = 00 1 1120 
oi 0? Ps 1102 p? 

ve ( san ) sin? o 
as Nb Oo?) ; 

Koska nyt ;;— , aina on positivinen, niin näemme tästä 
; D 507 ' 

kaavasta, että kasvaa ja siis itse o vähenee samassa kuin o? . 

8in2w1c387313.I(Uniw:0;8339j80j1nt1113n31"701183:54; 

kun & siitä kasvaa, vähenee o, kunnes se, kun &= 900, 

saavuttaa vähimmän arvonsa =b. Kun o-kulman asteluku 

vieläkin lisääntyy 180:een, kasvaa o jälleen arvosta % ar- 

voon a. : 
Kun sin?@ saa yhtäsuuria arvoja, saa myöskin o yhtä- 

suuria arvoja; ne keskiösäteet siis, jotka tekevät yhtäsuuria 

kulmia iso-akselin kanssa, ovat yhtäsuuret. Sellaisia yhtä- 
suuria keskiökulmia on ellipissä neljä eri kappaletta, ja niitä 

siis vastaa neljä yhtäsuurta keskiösädettä, jotka ovat aset- 
tuneet symmetrillisesti akselien suhteen, yksi kuhunkin ak- 

selikulmaan. 

43. Ellipsi verrattuna verhoavaan ja sisus- 
tavaan pyöriöön. — Ellipsille, iso- Kuva 21. 
akseli diametrina, verhotun pyöriön E 
yhtälö on z? +y? = a, josta i 

YA TVn 
Ellipsissä sitä vastoin (2) on   

Y= HVER, 

  
Samaa abscissaa x = OM vastaavat
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siis ellipsissä ordinaata PM = TA ja pyöriössä ordi- 

naata KM = Va? — 22; näiden ordinaatain suhde on siis 
PMs abe 
2 Toisin sanoen: ellipsissä ja verhoavassa 

pyöriössä ovat vastaavaiset ordinaatat toisiinsa 

niinkuin vähä-akseli iso-akseliin. Tämän nojalla 
saatamme määrätä kuinka monta pistettä hyvänsä ellipsillä. 
Piirrettyämme, iso-akseli diametrina, pyöriön. vedämme sii- 
hen ordinaatoja mielin määrin ja leikkaamme joka ordinaa- 
tasta sellaisen osan PM, että sen suhde koko ordinaa- 

taan on la Kukin siten saatu piste P on ellipsillä. 

Jos taas piirretään pyöriö, vähä-akseli diametrina, ja 

verrataan sen yhtälö 42 +y? = 0 ellipsin yhtälöön, niin huo- 
mataan, että ne abscissat NP, NL, jotka ellipsissä 

ja sisustavassa pyöriössä vastaavat samaa ordi- 
nataa ON, ovat toisiinsa niinkuin iso-akseli vä- 

hä-akseliin. Tämänkin nojalla saattaa ellipsin piirustaa 

pisteillä. 

Helpoimmin tapahtuu tämä piirtäminen molempain pyö- 
riöiden avulla tällä lailla. Vedetään joku säde OK mielin 
määrin. Siitä pisteestä L, jossa tämä säde leikkaa sisus- 
tavan pyöriön, vedetään suora LP samansuuntaiseksi kuin 

x-akseli, ja siitä pisteestä K, jossa se leikkaa verhoavan 
pyöriön, suora KM y-akselin suuntaiseksi. Näiden suorain 
LP ja KM leikkauspiste P on ellipsillä, sillä PM:KM 
= LO: aR a, 

Jos pisteestä P vedetään suora PC samansuuntaiseksi 
kuin KO, niin on silminnähtävästi PC = KO =a ja DP= OL 
=b sekä CD=a—b. Tästä johdetaan seuraava teoreema: 

Jospituudeltaanvakinainensuora(CD=a—bD) 
liikkuu siten, että sen päät (€, D) koko ajan ovat 
kahdella toisilleen kohtisuoralla akselilla (44' 
ja BB"), niin joku piste P samalla suoralla muo-
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dostaa ellipsin, jonka puoli-akselit ovat yhtäsuu- 
ret kuin välimatkat pisteestä P vakinaisen suoran 

päihin (RO= 4 PD == 0). 

Tässä oli muodostava piste vakinaisen suoran pitennyk- 
sellä, mutta asianlaita on sama, vaikka se olisi itse suoralla. 

Tehdään nimittäin MD' = MD ja vedetään D'P kunnes se 
kohtaa vähä-akselin pisteessä €; silloin ovat kolmiot PDD' 
jac PCG? yhtakylkisiae jansiis PCC PC KO =o. ED! = 
PD=LO=b ja CD'=a+ bd. Piste P on siis suoralla 
C'D', jonka pituus on vakinainen, ja sitä paitsi välimatkoissa 
a, b sen päistä €, D', jotka ovat ellipsin akseleilla. 

Mainitun teoreeman perusteilla on tehty ellipsograafi 
niminen instrumentti ellipsin piirtämistä varten. Meidän ei 
käy kumminkaan ryhtyminen tarkemmin sitä selittämään. 

44. Ellipsin polttopisteet. — Ellipsin polttopisteet 
ovat iso-akselilla yhtä kaukana (c) keskiöstä. Tämän vä- 
limatkan ja ellipsin puoli-akselien välillä on (40 $) suhde 
O? 07 es bes el i 

=a OR, 

josta saattaa laskea yhden näitä suureita, kun toiset kaksi 
tunnetaan. 

Vähä-akselin päistä vedetyt polttosäteet BF, BF" (kuv. 
20) ovat nähtävästi yhtäsuuret; niiden summa on ellipsin 
määrityksen mukaan %a ja siis kumpikin itsekseen yhtä suuri 
kuin a. Kun siis akselit ovat annetut, niin löydetään poltto- 
pisteet siten, että piirretään pyöriö, käyttäen keskiönä vähä- 
akselin päätä ja säteenä iso-akselin puoliskoa; ne pisteet, 
joissa tämä pyöriö leikkaa iso-akselia, ovat polttopisteitä. 

Ellipsin excentrisyys on polttopisteiden välimatka, 
lausuttu iso-akselissa yksikkönä, toisin sanoen mainitun 
välimatkan ja iso-akselin suhde. Jos excentrisyys merkitään 
e:llä, niin on siis: 

josta 

E ="herja Ya" ae),



se on 

bi sam Ber eli ojia 

Täten määritettynä on exentrisyys abstraktinen luku, 
yksikköä pienempi, sillä e <a. 

Otamme nyt lausuaksemme jonkun P-pisteen polttosä- 
teet (k. 20) abseissassa.. Merkittäköön ne x ja 7", nimittäin 
Te gt eee ra Nyt OM 

1? = (ea)? fy r= (ot a) +, 
joista 

r'? — y2 — (r' + 7) (r — r) = Acen. 

Mutta ellipsin määrityksen mukaan on 

(3) r -+ r=2a; 

kun edellinen yhtälö jaetaan tällä, saadaan 

SAIA 4 '—r= = (4) a N aia Ve 

Ja kun nyt yhtälöistä (3) ja (4) edellinen ensin vähennetään 
ja sitten lisätään jälkimmäisellä, saadaan polttosäteiden hae- 
tut lausekkeet 

(a a — ex, 

(5) : 
hyvaa av = atez. 

Kerrottuamme nämä yhtälöt keskenään ja huomattuamme, että 

  

2 2 

= me = 1 ja c? = a? — b?, saamme 

(2 42 2 HES ABR ay? Da? 
rr hea e= ja) on “pats OE ja n 

eli 
; - x? ‘4 2 

(6) rr. = ab? (a + s 

Vast'edes tulemme tarvitsemaan näitä kaavoja. 
Polttopiste F erottaa iso-akselista kaksi erinsuurta 

osaa, joista pienempi AF on yhtäsuuri kuin a — c= a(1+e) 

ja isompi 4'F yhtäsuuri kuin «a + c=a(1 + e). Nämä osat



ovat myös F-pisteestä lähteväin polttosäteiden vähin ja isoin 
arvo. Niiden keskiarvo on a. 

Parametriksi sanotaan jännettä, joka jommastakum- 
masta polttopisteestä on vedetty kohtisuoraksi iso-akselille. 
Jos yhtälöön 7= a— ex pannaan x= c= ae, niin saadaan 
parametrin puoliskolle p arvoksi a(1— €), joka verrattuna 
yhtälöön a? (1 — e?) = b? antaa ap =b" eli a:b=b:p. Pa- 
rametri -on siis kolmas suhdeluku iso-akselille ja 

vähä-akselille. 

Esim. 1. Maan meridiaani on ellipsi, jossa iso-akselin puolikas 

(ekvatorin säde) on a= 859,44 ja vähä-akselin puolikas (polaarisäde) 

on 6 = 856,57 geografillista peninkulmaa; kuinka iso on excentrisyys? 

— Saadaan ¢ = [/a? — 6? = 70,18 geogr. peninkulmaa ja e = —=0,0817 

elikkä lähipitäin = re 

Muist. Excentrisyyttä ei saa sekottaa litteyteen navoilla; 

jälkimmäisellä ymmärretään akselien eroitus, lausuttuna iso-akse- 

  : ..,., a—b ... "," 
lissa yksikkönä, se on . Maan meridianissa se tekee lähimmit- 

1 
täin 399 

Esim. 2. Maan rata auringon ympäri on ellipsi, jonka toisessa 

polttopisteessä on aurinko. Kun nyt maan keski-välimatka auringosta, 

s. o. ellipsin iso-akselin puolikas, on a= 20680000 geogr. peninkul- 

maa ja maan radan excentrisyys lähimmiten e = go Piin mikä on maan 

pisin ja lyhin matka auringosta? 

Vastaus: Pisin matka on a (1 + e) = 21020000 ja lyhin a (1 — e) 
= 20340000 geogr. penink. 

=> 45. Ellipsin tangentti. — Saadaksemme yhtälöäţellip- 

sin tangentille, haemme ensin, niinkuin 35:ssäkin $:ssä, yhtälön 
sille suoralle, joka kulkee kahden pisteen (4', 4), (2", 4") 
kautta ellipsillä, ja tutkimme sitten, millaiseksi mainittu yh- 
tälö käy, kun pisteet yhtyvät toisiinsa. 

Yhtälö suoralle, joka kulkee pisteitse (x', y') ja (2", y"") on 

E FE 

E.     
lei Hon
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Koska mainitut pisteet kumpikin ovat ellipsillä, niin pitää 
niiden koordinaatien toteuttaman ellipsin yhtälö (1); siten 
saadaan siis 

yi 2 yt 

jat + D> Ea d; 

x"? y"'? N 

ai) I jos! 

Vähennettyämme edellisen näitä yhtälöitä jälkimmäisellä, 
saamme 

  

  

  

gue Hp 0? see 

St ac gia hl SA 
a? p? 

josta 

J i i) 
x de a" oe a yt (y' = 4") 

Kun nyt pisteet päästetään yhtymään toisiinsa; tehden 2" = 2", 
; . .52.2'. 

9":9',3uI)18tuu011c-333356in86Ur33731c81:— ay” ja kun tämä 

, 8 

, ,. — 1 " " 
arvo pannaan kulmakoefficientin sijaan ensin saa- 

dussa yhtälössä suoralle, joka siten muuttuu tangentiksi, 
niin saadaan 

SEN y 
YY MOA went DS 

eli sievennettynä 

ji y? 
Pere ee 

Mutta %— E sun —1, sillä (z, y) on piste ellipsillä; siis 

saadaan lopullisesti eg tangentille seuraava yhtälö 

7 y — 
(7) = + 

joka, sen yhtäläisyyden tähden ellipsin oman yhtälön kanssa, 
on helppo muistaa. Tässä merkitsevät 2’, y’ koordinaateja 
sivuamispisteelle ja x, 4 tangentin juoksevia koordinaateja,
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mutta vaikka x, y ja x', y' vaibtaisivatkin merkitystänsä, niin 
yhtälö (7) tietysti ei muutu. Ratkaistuna y:n suhteen tämä 

load 

yhtälö antaisi x:n koefficientiksi — ay" joka siis on tangen- 

tin kulmakoefficientti, ja senhän näimme jo äskön. 
Yhtälö (7) muuttaa merkitystänsä, jos (%', y') ei ole- 

kaan piste ellipsillä, vaan sen ulko- tahi sisäpuolella. Edel- 

lisessä tapauksessa yhtälö (7) osoittaa tangenttijännettä 
pisteelle (x', y), jälkimmäisessä taas uraa sille pisteelle, 
jonka tangenttijänne kääntyy pisteessä (x, 4). Tämän 
saa helposti toteen samalla tavalla, kuin 36 &ssä on osoi- 

tettu. 

46. Tangentin piirtäminen. — Jos tangentin yh- 

tälössä (7) tehdään y=0, Kuva 22. 
niin saa abscissa pisteelle 7, 

jossa tangentti leikkaa z-ak- 
selin, seuraavan arvon 

OT = = 
" X 

Tämä arvo pysyy aina sa- 

mana, vaikka vähä-akseli 0 pannaan vaihtumaan, kun vaan 
a ja &' pysyvät muuttumattomina. Jos siis samalle akselille 
AA piirretään useampia ellipsejä ja niillä otetaan pisteitä 
P, 0, jotka vastaavat samaa abscissaa = OM ja ovat siis 
samalla ordinaatalla, sekä jokaisesta sellaisesta pisteestä ve- 

detään tangentti asianomaiselle ellipsille, niin kohtaavat kaikki 
nämä tangentit pitennettyä akselia samassa pisteessä TZ. 
Mutta mainittujen ellipsien joukossa on se pyöriökin, jonka 
lävistäjänä on 44'. Tämän nojalla löydetään tangentti el- 
lipsille määrätyssä pisteessä P seuraavalla tavalla: 

Ellipsin iso-akselille piirretään pyöriö ja ordinaata MP 
pitennetään, kunnes se kohtaa pyöriön kehän pisteessä 0; 
tästä Q-pisteestä vedetään sitten tangentti pyöriölle, ja se 
piste 7, jossa tämä tangentti leikkaa iso-akselin pitennyk- 
sen, yhdistetään annetun P-pisteen kanssa. Suora PT on 
silloin haettu tangentti. 
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Toinen yksinkertaisempi keino tangentin piirtämiseksi 
selitetään edempänä (49 8). 

47. Normaaliksi sanotaan suoraa PH, joka sivuamispis- 
teestä T' on vedetty kohtisuoraksi tangentille 77’. Tiedämme, 

että — = on kulmakoefficientti ellipsin tangentille pisteessä 

(2, 4); samasta pisteestä vedetyn normaalin kulmakoeffi- 
ay 

cientti on siis + bx! ja sen yhtälö 

Ja 

  

1 ay , 
(8) ig Metin "seo 

<p? 2 
Jos tässä tehdään y= 0, niin tulee x= — ju! = a 

= ex, josta nähdään että normaali leikkaa x-akselia mat- 
kan &' päässä originista. 

Normaali jakaa polttosäteiden välisen kulman 
FPF' kahtia. — Meillä on nimittäin [44 $ (5)] 

y= PF=a—ex', 
vy PES aksen, 

ja koska OF — OF = ec = ae, ja. OH:= er, miin saamme 
FH == ae — e°x' = e (a -- el istne 

F'H = ae + e°x' = e (a + ex') = er', 
joista. 

Kuva 23. BH a BE 

FH rasa PI. 

Suora PH wat siis kulman FPF" 
„ kahtia (Eukl. VI, 3). 

Kolmiosta PHF saadaan vielä 

SIDERA BH eri 
sin PHF FP or” 

se on: sinit niille kulmille, jotka 
normaali tekee polttosäteen ja iso-akselin kanssa, 
ovat toisiinsa vakinaisessa suhteessa, joka on jäi 
täsuuri kuin excentrisyys. 

Nämä kaksi väitettä ovat hyvin tärkeitä opissa ellipsin 
heiastusvoimasta (miten nimittäin ellipsi heijastaa valon- kuin 
myös ääni- ja lämpösäteet). 
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I Ellipsin toisesta polttopisteestä lähteneet sä- 
teet heiastuvat sen kehältä toiseen polttopisteesen. 

Fysikistä nimittäin tiedetään, että kohtaava säde ja 
heiastunut säde tekevät yhtäsuuria kulmia emälinjan (nor- 
maalin kanssa) ja samahan on, niinkuin näimme, polttosätei- 

denkin laita. Tästä nimi polttopiste. 
H. Jos valonsäteitä (LP) yhdensuuntaisesti 

iso-akselin kanssa lankeaa ellipsin kehälle, joka 

voi taittaa valoa, niin yhtyvät nämä säteet, tai- 
tuttuansa, ellipsin tuonnemmaisessa polttopisteessä 

F', kun vaan taittokoeffieientti on yhtäsuuri kuin 
; i I 

excentrisyyden vastavuoroinen arvo = 

Koska LP on iso-akselin suuntainen ja PI normaalin 

pitennys, niin on LPI= FHP ja F'PH=HPPF, josta 

aE K = taittokoefficientti. 

Jos siis LP on kohtaava. säde, niin on PF” taittuneen sä- 
teen tie. 

48. Huomataksemme uusia omi- Kuva 24. 

naisuuksia normaalilla, otamme mää- N 

rätäksemme akselien rajoittamat osat jäs 
eli segmentit siitä PH, PK. Jos nor- 
maalin yhtälössä (8), jossa x' (= 0M), O) [HM 
y (= ON) ovat P-pisteen koordinaa- K 

  

    

  teja, tehdään y= 0, niin saadaan 

  

et 

x — a = HM= a 

josta 7 
19 

P= HW + MPs += 0 (+) 
Jos taas yhtälössä (8) Ldn x = 0, saadaan samoin 

Gg =   

ja siis 
ee gos AST 5 1 

PK = KN + NP = a au i v ja)



Tästä saadaan 

PH. b? 

PK” @ 
[ja (vrt. 44 8, (6)] 

PH. PK = ab? a? a pd 
i ok (s +=, 

jossa r, r merkitsevät P-pisteen polttosäteitä. Näistä kaa- 

voista johdamme nyt seuraavan teoreeman: 
Akselien leikkaamilla osilla (PH, PK) normaa- 

lia, joka on vedetty mistä P-pisteestä hyvänsä el- 
lipsillä, on toisiinsa vakinainen suhde = 90?:a?, ja 

niiden muodostama suorakulmio on yhtäsuuri kuin 
suorakulmio P-pisteen polttosäteillä. 

49. Tangentti tekee yhtäsuuria kulmia poltto- 
säteiden kanssa. — Tämä seuraa korollaarina siitä, jo 
47 S:ssä todistetusta, väitteestä, että normaali PN jakaa 
kahtia polttosäteiden vilisen kulman FPF’. Kun nimittäin 
FPN= NPF ja NPH= NP9, normaalin ollessa kohtisuo- 

ran tangentille; niin on myös FPH= F"PQ. Tämän nojalla 

opimme helposti vetämään tangentteja ellipsille.. 
1. Vedettäköön tangentti jonkun P-pisteen 

kautta ellipsillä. — Vedetään polttosäteet FP, FP; pi- 

tennetään F"P ulos (-pistettä kohti ja leikataan kulma FPG 

kahtia suoralla PH; tämä suora on ellipsin tangentti, sillä 

FPO = OPH = PPH. " 
Kuva 25. 2:0. Vedettäköön tan- 

gentti ellipsin ulkopuolella 
olevasta pisteestä Q. — Toi- 
nen polttopiste Æ” keskiönä, piir- 
retään pyöriö säteellä 2a; piste Q 
keskiönä piirretään toinen pyöriö, 
jonka kehä kulkee toisen poltto- 
pisteen (F) kautta. Pisteet G, 
(F, joissa sanotut pyöriöt leikkaa- 
vat toisensa, yhdistetään F"-pis- 
teen kanssa; siten saadaan sivua- 
mis-pisteet P, P' määrätyiksi.  
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!(1171njmjtböjniF'K:2-4:I"IJ+?I,UjjIIonI'I': 
PG; viimeksi mainitut suorat tekevät siis yhtä suuria kul- 
mia säteen QH kanssa, joka siis sivuaa ellipsiä. Samoin 

todistetaan myöskin QP’ ellipsin tangentiksi. 

3:0 Vedettäköön tangentti annetun suoran suun- 
taiseksi. — Piirretään pyöriö GKG' ja vedetään FG kohti- 
suoraksi annetulle suoralle sekä kohtisuora HO viivan FG 
keskitse. 

50. Edellisessä :ssä todistettu ominaisuus ellipsin 
tangentilla, että se nimittäin tekee yhtäsuuria kulmia poltto- 

säteiden kanssa, antaa aihetta muutamille uusille väitteille. 

I. Ura sille pisteelle H, jossa kohtisuora polt- 
topisteestä kohtaa tangentin, on ellipsiä verhoava 

   
pyöriö. — Koska PH jakaa kahtia Kuva 26. 

kulman FPG, jonka välillensä teke- Aa G 
vät toinen polttosäde ja toisen pi- 
tennys, ja FG ehdotuksen mukaan 
on kohtisuora PH:lle, niin ovat kol- " 

miot PHF, PHG yhteellisiä ja FH F o F 
= HG. Suora OH jakaa siis kah- 

tio sekä F'G:n että FF':n ja on siis TSi 
puoli F'G:stä. Mutta F'G = F'P + PF=024a; siis OH =a. 

II. Kaksi, ulkopisteestä (P) ellipsille vedettyä, 
tangenttia tekevät yhtäsuuria kulmia MPF ja M'PF" 
niiden suorain kanssa, jotka yhdistävät pisteen P 
kumpaankin polttopisteesen. 

Pitennetään  F'M niin Kuva 27. 

että MN= MF; pitennetään 
samoin FM, niin että M'N' jäs JN e 

teelliset, sillä sivut toisessa 
ovat yhtäsuuret kuin vastaavat N y/ 
sivut toisessa. PF on nimit- N 
täin = PN, PF'== PN’ ja TÄN 
FN = FM' + M'F' =9%a, F'N=F'M+ MF=4a. ja 
siis myöskin FN'= F'N. Siitä syystä ovat kulmat FPN', 

= M'F".. Siten saadut kol- y, WP SE 

miot PFN' ja PF'N ovat yh- (V VR N 
W



= Bo = 

F'PN yhtäsuuret. Otetaan pois yhteinen FPF", niin ovat 
jäännökset F'PN', FPN ja siis niiden puoliskotkin yhtäsuu- 
ret F'PM' = FPM. 

II. Polttopisteistä tangentille vedettyjen koh- 
tisuorain muodostama suorakulmio on vakinainen 

ja yhtäsuuri kuin neliö vähä-akselin puolikkaalla. 

Kuva E "MP, N'P ovat kaksi mielinmää- 
rin vedettyä tangenttia ja FM, FN, 

N F'M F'N polttopisteistä niille ve- 
UN r dettyjä  kohtisuoria. Edellisen teo- 

" reeman nojalla ovat kolmiot PFM ja 
N. PF'N' keskenänsä sekä kolmiot PFN 

    

  

i ja PF'M' keskenänsä yhdenmukaisia. 
[a E Sentähden on MSN = BRI PRI 

ja PNI PP PPA javstsiis 
- FM:F'N' =FN:FM, josta 

FM. EM = FN EN. 
Olemme siis todistaneet yhtäsuuriksi kaksi suorakulmiota, 
joista toisen muodostavat polttopisteistä yhdelle tangentille 
vedetyt kohtisuorat ja toisen taas polttopisteistä toiselle tan- 
gentille vedetyt kohtisuorat. Tämä suorakulmio on siis va- 
kinainen, $. o. aina yhtäsuuri, olkoon tangentti vedetty miten 

hyvänsä. Sama on siis asianlaita, vaikka tangentti on ve- 
detty vähä-akselin pääpisteen kautta, ja silloin nähdään pai- 
kalla, että suorakulmion vakinainen arvo on = 0. 

51. Ellipsin' pinta-ala saadaan, kun verrataan sitä 

verhoavan pyöriön pinta-alaan. Piirretään nimittäin puoli- 

pyöriöön polygoni AMM’ M" A’ ja vedetään sen kärjistä 
kohtisuoria iso-akselille. Nämä leikkaavat ellipsiä eräissä 
pisteissä N, N', N”, jotka sitten yhdistetään keskenänsä 
(perättäisessä järjestyksessä). 

Tarkastaessamme kahta vastaa- 
vata trapetsia MP’ ja NP’, saamme 
niiden pinta-aloille seuraavat arvot 

trapetsi MP' = ——_._. PP’, 

NP+N'P' 
2 

Kuva 29. 

MMM 

  

  

trapetsi NP =



Mutta 43 §:n mukaan on 

ANID EN Np EN (AD GF 
a MPO MP’ MPI MP 

siis on trap. NP’: trap. MP’ = b:a. Sama on muidenkin 

trapetsien laita ja siis myöskin ellipsiin ja pyöriöön piirret- 
tyjen monikulmioiden, olkoon sivujen luku niissä kuinka 
suuri hyvänsä. Kun nyt sivut tehdään äärettömän pieniksi ja 
niiden luku äärettömän suureksi, niin monikulmioiden pinta- 

alat tulevat äärettömän lähelle itse ellipsin ja pyöriön pinta- 
aloja. Siitä päätetään, että ellipsin ja pyöriön pinta-alat ovat 

toisiinsa, niinkuin 0:a, ja kun pyöriön pinta-ala on = xa’, 
niin on 

ellipsin pinta-ala = mad. 

Tästä seuraa myös, että kaksi mielinmäärin iso-akse- 
akselille vedettyä kohtisuoraa leikkaavat ellipsistä ja verhoa- 
vasta pyöriöstä segmenttejä, joiden pinta-alat ovat toisiinsa 
=o. a. Niinpä:esim: on BP: CP=0> a. Mutta Kuva30. 
samassa suhteessa ovat toisiinsa myöskin kol- = 
miot OPN ja OPM. Siitä päätetään vielä, että 
vastaavaiset sektorit OBN ja OCM ellipsissä ? 
ja pyöriössä ovat toisiinsa niinkuin vähä-akseli 
iso-akseliin. 

52. Ellipsin diametrit. — Yleensä on diametri 

sellainen suora, joka jakaa kahtia kaikki samassa suunnassa 
vedetyt jänteet. Hakekaamme yhtälö ellipsin diametrille. 

Olkoon esim. yhtälönä jänteelle KX’ 

  

y = mx + k. 

Jos tässä yhtälössä & saa eri arvoja, Kuva 31. 
mutta m pysyy vakinaisena, niin osoit- SE    

  

   

  

taa se eri jänteitä, jotka kaikki ovat 
yhdensuuntaisia. Eliminoidaan y tä- / 
män ja ellipsin yhtälön N 

aa N 
at ja! mua 

välillä; siten saadaan seuraava kaksiasteinen yhtälö: 

(a2m? + b2) x? + Ra2mkx + a? (kh? — b?) = 0,
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jonka juuret ovat abscissoja jänteen pääpisteille K, K'. Puoli 
näiden abscissain summasta on abscissa jänteen keskukselle 
M (12 8). Mutta toisaalta tiedämme, että juurten summa 
sellaisessa yhtälössä, jonka ensimmäisellä terminillä on koef- 
ficienttinä ykkönen, on yhtäsuuri kuin toisen terminin koeffi- 
cientti vastaisella merkillä. Jos siis x,, y, merkitsevät M-pis- 
teen koordinaateja, niin on 

a?mk 
WSR ees ree am? + b? 

Kun M on piste jänteellä, niin toteuttavat sen koordinaatit 

jänteen yhtälön, siis on 

Y, = mx, + k. 

Eliminoituamme vaihtuvan Æ-suureen näiden kahden yhtälön 
välillä, saamme 

YI. 
Io am"? 

Siinä yhtälö, jonka välttämättömästi toteuttavat koordinaatit 
kaikkien, KK':n kanssa yhdensuuntaisten, jänteiden keskuk- 
sille; tämä yhtälö edustaa siis suoraa, joka jakaa kaikki 
nämä yhdensuuntaiset jänteet kahtia. Koska tämä yhtälö on 
yksiasteinen eikä sisällä yhtään semmoista terminiä, joka 
olisi vapaa suureista y, tai x, niin saattaa siitä päättää, 
että diametri elikkä yhdensuuntaisia jänteitä kahtia 

' jakava viiva ellipsissä, on keskiön kautta kulkeva 
suora. Diametrin kulkeminen keskiön kautta seuraa muu- 
toin jo sen määrityksestäkin; niistä yhdensuuntaisista jän- 
teistä, jotka diametri jakaa kahtia, täytyy nimittäin yhden 
(DD') kulkea keskiön kautta. 

53. Konjungaatiset diametrit. — Jos m’ on kul- 
makoefficientti diameterille CC', niin. saadaan jänteiden ja 

2 

diametrin suuntain välille seuraava suhta m' = — am eli 

p? 

(9) < 1 <a 

Tämä suhta, ollen symmetrillinen suureiden m ja m' suhteen, 
osoittaa, että jos m' otetaan jänteiden kulmakoefficientiksi,



= (2 — 

niin on m diametrin kulmakoefficientti. Toisin sanoen: jos 
CC" jakaa kahtia DD':n suuntaiset jänteet, niin jakaa päin- 
vastoin DD' kahtia CC':n suuntaiset jänteet. Nämä kaksi 
diametria, CC’ ja DD', ovat siis senlaatuisia, että kumpikin 
jakaa kahtia toisensa-suuntaiset jänteet; senvuoksi niitä sa- 
notaan konjugaatisiksi diametreiksi. 

Iso-akseli ja vähä-akseli ovat nähtävästi pari kohtisuoria 
konjugaatisia diametreja. 

Kun joku diametri DD' on annettu, on helppo löytää 
sen konjugaatinen diametri.  Vedetään vaan jänne KK" sen 
suuntaiseksi ja yhdistetään tämän jänteen keskus ellipsin kes- 
kiöön; yhdistysviiva CC" on juuri haettu konjugaatinen dia- 
metri. 

Jos 2’, y' ovat koordinaateja pisteelle C, niin on dia- 

  

metrilla CC" kulmakoefficienttinä m' = a joka, pantuna yh- 

tälöön (9), antaa s 

io oble noi bizh 
re toh ambiiisd ay! 

Sa 

Mutta — 5 on myöskin kulmakoefficientti tangentille pis- 

teessä O; siis: 

Diametrin pääpisteen kautta vedetty tangentti 
on konjugaatisen diametrin suuntainen. 

Tästä tärkeästä väitteestä saamme uuden, yksinkertai- 
sen keinon tangentin piirtämiseen ellipsille jossakin C-pis- 

teessä. Vedetään (kuva 31) diametri CC" ja sen konjugaa- 
tinen diametri DD' sekä C-pisteen kautta suora DD':n suun- 
taiseksi. 

54. Supplementtiset jänteet. — Niin nimitetään 
suoria PC, PC", jotka jostakin pisteestä ellipsillä vedetään 
jonkun diametrin CC" päihin. 

Kaksi supplementtistä jännettä ovat yhden- 
suuntaiset konjugaatisen diametri-parin kanssa. —
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Kuva 32. Vedetään diametri DD' samansuuntai- 
C seksi kuin jänne PC; silloin jakautu- 

D vat kolmiossa CC'P'sivut CC ja PC 
A samassa suhteessa. Mutta CC" on jaettu 

kahtia pisteessä O, siis leikkaa diame- 

tri DD kahtia myöskin jänteen PC. 
Siitä seuraa, että PC:n ja PC':n suun- 
taiset diametrit ovat konjugaatisia. 

Tehtäviä. 1:o0 Haettakoon ellipsin keskiö. — 

Vedetään kaksi yhdensuuntaista jännettä ja yhdistetään nii- 
den keskukset; siten saatu diametri jaetaan kahtia, jolloin 
jakopiste on ellipsin keskiö. 

2:0. Haettakoon akselit. — Mielinmäärin vedetylle 
diametrille CC" piirretään puolipyöriö; tämän ja ellipsin leik- 
kauspiste yhdistetään diametrin päiden (€, €") kanssa: siten 
saadaan pari suorakulmaisia supplementtisiä jänteitä, joista 
toinen on toisen ja toinen toisen akselin suuntainen. 

Taikka: piirretään ellipsin keskiöstä pyöriö (koncen- 
trillinen ellipsin kanssa), joka leikkaa ellipsiä neljässä pis- 
teessä; nämä pisteet ovat kulmankärkiä suorakulmiossa, jonka 
sivut ovat akselien suuntaisia. 

55. Yhtäsuuret konjugaatiset diametrit. — Yh- 
tälö (9), jossa m ja m ovat erinmerkkisiä, osoittaa, että 
kaksi konjugaatista diametria ovat aina eri akselikulmissa, 
toinen oikealla, toinen vasemmalla puolen vähä-akselia. Ollak- 
sensa yhtäsuuria, pitää siis niiden olla symmetrillisesti aset- 
tuneina akselien suhteen (42 $) ja siis yhdensuuntaisina nii- 
den supplementtisten jänteiden (4P, A'P) kanssa, jotka iso- 
akselin päistä vedetään vähä-akselin päähän. 

Ellipsillä on niin muodoin ainoastaan yksi pari yhtä- 
suuria konjugaatisia diametreja, jotka samalla ovat diago- 
naaleja akseleille muodostetussa suorakulmiossa. Toisen kul- 

    

  

makoefficientti on m = - ja toisen m = -- 3 

56. Kahden konjugaatisen diametrin vilinen 
kulma. — Saadaksemme selville, mitenkä kahden konjugaa-



—63—. 

tisen diametrin välinen kulma vaihtelee diametrien eri ase- 

main mukaan, tulee ainoastaan tutkia, kuinka kulma kahden 

supplementtisen jänteen välillä vaihtelee. Selvyyden vuoksi 
tarkastetaan iso-akselin päästä lähteviä supplementtisiä jän- 
teitä. 

Kohtisuora PM jakaa kulman Kuva 33. 
APA', jonka nimitämme 0, kahteen 
osaan, APM ja A' PM, joiden tan- 

gentit ovat = = a =   » kun x,   

y ovat P-pisteen koordinaateja. Siis 
saadaan 

  

  

  

  

2 Tae AD 
Mutta ellipsin yhtälöstä seuraa y? = Zz (a? — 2?) eli a 

2 

= joten edellisestä kaavasta tulee 

2ab? 
tang = — (22 — Dy 

Katsokaamme nyt, mitä arvoja kulma % saa, kun piste P 

kulkee ellipsin yläpuoliskoa ABA'. Tangentti on koko tällä 
välillä negativinen ja kulma 0 siis yleensä tylsä. Kun P on pis- 
teessä A, on y = 0, tang 0 = o ja 0 — 90°; P-pisteen kul- 
kiessa rataa AP, kasvaa y; tang 0 vähenee ominaisessa ar- 
vossaan ja itse kulma 9 kasvaa, kunnes se saavuttaa suu- 
rimman arvonsa pisteessä B. Kun P jatkaa kulkuansa 4'- 
pistettä kohti, vähenee kulma 0 jälleen maksimi-arvostansa 
suoraksi kulmaksi. 

Tästä näkyy, että kulma, jonka välillensä tekevät kah- 
den konjugaatisen diametrin puoliskot OD ja OE samalla 

puolen iso-akselia, on tylsä ja vaihtelee 90? asteesta erääsen 
maksimi-arvoon.  Ainoina konjugaatisina diametreina, jotka 
tekevät välillensä suoran kulman, ovat ellipsin akselit. Isoim-



man tylsän kulman tekevät ne konjugaatiset diametrit, jotka 
ovat B-pisteestä lähteväin supplementtisten jänteiden suun- 
taiset ja siis yhtäsuuret. 

57. Merkitkööt «a ja ßP diametrin puolikkaita OD, 
OF, sekä q ja y kulmia sanottujen puolikkaiden ja puoli- 
akselin OA:n välillä. Silloin ovat D-pisteen koordinaatit 
x = 0 cos p, yT= asin p ja E-pisteen koordinaatit x = 

Peosw y = Psin y. Sijoitettuamme nämä ellipsin yhtälöön, 
saamme 

0? cos? p a? sin? p 
(10) a? Par S pa ee =l. 

  

B? cos? p PETOS y 
B ees ag 

  (11) 

Diametrit kun ovat konjugaatisia, on sitä paitsi (9) 

2 

tang 9 tang y = — E; 

eli 

(12) ae 
ae b? 

Neljällä suureella «, 6, p, W on siis kolme suhtaa, jotka eri 
lailla. yhdistettyinä saattavat eri väitteisin. Kulmista o, 
w on, niinkuin olemme nähneet, toinen aina terävä, toinen 

tylsä; seuraavassa tutkinnossa pidetään ç terävänä ja y tyl- 
sänä kulmana. 

58. Yhtälö (12), kerrottuna suurella «ß, muuttaa muo- 
tonsa seuraavaksi 

a COS p a sin y 
  

  

g nereli bioty. 
> Bsiny = — Beosp 

b a 

Kumpikin näistä murtoluvuista on yhtäsuuri kuin eräs kol- 
mas murtoluku, jonka osoittajana on neliöjuuri osoittajain 
neliöiden summasta ja nimittäjänä neliöjuuri nimittäjäin ne-



IjöjäSUSUIinIIniSt-Sx.inNILÄIöjSU(10)jä(11)inu1(331107ni 
nämä summat kumpikin = 1; kolmaskin murtoluku on siis 

=t1. Merkeistä on käytettävä ainoastaan 4, koska an- 
netut murtoluvut nähtävästi ovat positivisia. Siis saadaan 

  

  

a COS p osin p 

K Lu 
pBsinw —Bcosp 7 tn JA 

josta 

(13) a cosp  Psinp asing Peosv 
a b b a 

Sijoitetaan nyt näistä kaavoista yhtälöön (10) ensin arvo 

suurelle e ja sitten arvo suureelle ee siten tulee 

(14) \ a? cos? p + B? cos? py = a? 
le? sin? gm + B2 sin? p = 02. 

Nämä kaavat sanovat, että jos kaksi konjugaatista dia- 
metria projicioidaan jommallekummalle akselille, 

>") Silla jos on useampia yhtäsuuria murtolukuja 

I 
Gigha L 

niin kukin niistä on yhtäsuuri kuin se murtoluku 

Ai- Biche Gate ie 
atb+te+...’ 

joka saadaan, kun osoittajain summa jaetaan nimittäjäin summalla 

(Eukl. V, 12). Samasta syystä on yleensä 

  
JA Be AF BIO FC... 

ETM ttu 
eli, kun molemmin puolin otetaan mi:nes juuri 

ging? ite Ol BOOT i. 
P TOR e==3—- 

Voimien. 
Siten saattaa useammasta yhtäsuuresta annetusta murtoluvusta mo- 

nella muotoa tehdä uuden murtoluvun, joka on yhtäsuuri kuin kukin 

annetuista; ja siinä on useinkin yksinkertainen ja sievä keino yhtälö- 

jen muodostamiseksi ja ratkaisemiseksi,
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niin summa projektionien neliöistä on vakinainen 
ja yhtäsuuri kuin akselin neliö. 

Samat kaavat (14), laskettuina terminittäin yhteen, an- 

tavat 

(15) a? + P? = a? + D°; 

s. o.: summa kahden konjugaatisen diametrin ne- 
liöistä on vakinainen ja yhtäsuuri kuin summa ak- 
selien neliöistä. ; 

59. Jos kahden konjugaatisen diametrin (2a, 28) päistä 
vedetään tangentteja ellipsille, saadaan ellipsiä verhoava suun- 

nikas, jonka pinta-ala on 40p sin(v— &). Tätä arvoa löy- 
tääksemme, palaamme jälleen kaavaan (10). Purjettuamme 

siinä neliöterminit tekijöihin, saamme 

a cosp Ed asinp asing _ 1 
a b b- Deke 

Kummassakin terminissä panemme toisen tekijän sijaan sen 
arvon kaavasta (13), siten tulee 

of (sin v cos p — Cos y sin q) 
< f=-==]1, 

ab 
josta 

(16) aß sin (y — p) = ab. ` 

Tämä sanoo: Kahdelle konjugaatiselle diamet- 
rille piirretyn suunnikkaan pinta-ala on vakinai- 

nen ja yhtäsuuri kuin akselien tekemä suorakulmio. 
Kahden konjugaatisen diametrin pääpisteiden yhdistä- . 

misestä syntynyt sisustava suunnikas on puolet edellisestä 
verhoavasta suunnikkaasta, ja on siis senkin pinta-ala vaki- 

nainen. 
60. Ellipsin yhtälö kahdessa konjugaatisessa 

Kuva 34. diametrissa. — Suorakulmais- 
ten koordinaatien sijaan otamme 

nyt uuden koordinaatiston, jonka 

akselit OX', OY' lähtevät nytkin 
ellipsin keskiöstä, mutta tekevät 

alkuperäisen z-akselin kanssa kul- 
ae v mat &, v, nimittäin p = X' OX, 
eee p= Y' OX. Jonkun P-pisteen al- 

 



kuperäiset koordinaatit x, y, sekä saman pisteen uudet koor- 
dinaatit, jotka nimitämme &, », ovat yhdistetyt (10 $, 2:0) 
seuraavilla yhtälöillä: 

x = Ecosp-+H7cosy 
y = Esin p + 7 sin v. 

Kos P on piste ellipsillä, niin on sitä paitsi 

EA 

ja kun nyt edelliset arvot suureille x ja y sijoitetaan tähän, 
niin saadaan 

(E cos p + 17 cos ai (Esin p+ ysin)? - ie] 

a? 0? 

eli kehitettynä 

m. sin? 3 £+ et lt 

5 (S 4 ingen’) gy ei 

    

  

Tähän saakka ovat kulmat p ja w olleet mielinmääräiset ; 
mutta kun nyt teemme sen määräyksen, että uusien akselien 
tulee olla parin konjugaatisia diametreja, niin saadaan kulmain 
p ja v välille suhta (12), jonka mukaan edellisessä yhtä- 
lössä koefficientti N En katoaa. Silloin tulee yhtälö- 

jen (10) ja (11) mukaan = > 1, koefficientiksi suureelle £? ja 5 

suureelle 7?, jolloin « i 6 merkitsevit diametrien puolik- 
kaita; niin muodoin saadaan 

(17) " §2 ;;—1 

Siinä ellipsin v uudessa koordinaatistossa. Teh- 
tyämme vuorottain 9 =0 ja £=0, näemme, että ellipsi leik- 

kaa §-akselia +0o-matkan päässä ja y-akselia + -matkan 
päässä originista; konjugaatisten diametrien pituudet ovat 
siis 2e ja 26, niinkuin olemme otaksuneetkin,
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Koska yhtälössä (17) on ainoastaan neliöitä suureista 
§ ja 7, niin vastaa kutakin ån arvoa kaksi y:n arvoa, jotka 
ovat yhtäsuuret, mutta vastaismerkkiset; samoin vastaa ku- 
takin 4:n arvoa kaksi yhtäsuurta ja vastaismerkkistä £:n ar- 
voa. Tästä seuraa, että toinen akseli jakaa kahtia toisen 
akselin suuntaiset jänteet; — siinä siis uusi näyte konju- 
gaatisten diametrien tunnetusta ominaisuudesta. 

61. Ellipsin yhtälö (17) konjugaatisissa diametreissa ei 
eroa ellipsin yhtälöstä akseleissa minkään muun suhteen kuin 
että uudet akselit & 7 ovat vinokulmaisia. Hakeaksemme 
tässä vinokulmaisessa koordinaatistossa yhtälöä tangentille 
samalla muotoa kuin ennenkin (45 §), panemme suureiden 
a, D, x, y sijaan a, B, & m; lasku on muutoin sama. Tan- 

gentin yhtälö tulee siten samanmuotoiseksi kuin suorakul- 
maisessakin koordinaatistossa, nimittäin 

5 MN og 
BIRA 

jossa &', ņ' ovat koordinaateja sivuamispisteelle ja £, 474 juok- 
sevia koordinaateja. 

Samalla tutkimuksella kuin ennen (52, 53 $$) saadaan 
myös, muitta muutoksitta kuin yllämainittu sijoitus, määrä- 
tyksi kahden konjugaatisen diametrin keskinäinen suhta. Jos 
siis u, u merkitsevät niiden kulmakoefficienttejä vinokulmai- 
sessa koordinaatistossa, saadaan [vrt. (9)] kaava 

2 

mu = = 

Täten tullaan muutamiin uusiin oenl 
I. Jos jostakin pisteestä diametrin pitennyk” 

sellä vedetään ellipsille kaksi tangenttia, niin ja- 

kaa diametri sivuamispisteitä yhdistävän jänteen 

kahtia. 
Jos nimittäin tämä diametri otetaan &-akseliksi, sekä 

£, 7’ ovat toisen ja £”, 7" toisen sivuamispisteen koordinaa- 
teja, niin välimatka originista tangenttien yhtymäpisteesen on 

admin? 

Ere 
josta £' = £' sekä ellipsin yhtälön nojalla 9" = — 7.
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II. Ellipsiä verhoavan suunnikkaan diagonaa- 
lit määräävät suunnan kahdelle konjugaatiselle 
diametrille. 

Sillä toinen diagonaali jakaa kahtia jänteen, joka yh- 
distää kaksi viereistä sivuamispistettä; sitä paitsi on sanottu 
jänne toisen diagonaalin suuntainen. 

IIJ. Kaksi mielinmäärin vedettyä konjugaa- 
tista diametria OE, OF leikkaavat jonkun C-pis- 
teen kautta ellipsillä vedetystä tangentista osia 

CE, CF, joiden tulo on vakinainen ja yhtäsuuri 

kuin neliö siitä diametrinpuolikkaasta OD, joka 
on tangentin suuntainen. Kuva 35. 

' Diametrit OC, OD, joista F 
toinen käy sivuamispisteen kautta 
ja toinen on tangentin suuntainen, e 

ovat konjugaatisia diametreja; ote- Ja v 
taan edellinen abscissain akse- 
liksi, jälkimmäinen ordinaatain ak- 
seliksi ja merkitään 00 kirjai- 
"mella & ja OD kirjaimella P. Jos 2 
nyt yhtälöinä konjugaatisille diametreille OL, OF on 

n= us, n= ws, 

; p? 
JA Saa a” 

psc. O 

  

niin on 

Mutta pisteillä E ja F on sama abscissa OC = a; niiden or- 
dinaatat ovat senvuoksi ua = — OE, wa = OF, ja siis on 

CE. OF = — uu a? = P”, 

joka oli todistettava. 

Kuudes Luku. 

Hyperbola. 

62. Hyperbola on ura sellaiselle pisteelle P, jonka 

välimatkoilla kahdesta kiinteästä pisteestä F, F' on vakinai-
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nen eroitus. Kiinteitä pisteitä sanotaan polttopisteiksi 
ja jommastakummasta polttopisteestä hyperbolan kehälle ve- 
dettyä suoraa polttosäteeksi (radius vector). 

Hyperbolan yhtälö. — Olkoon ?a vakinainen eroi- 
tus kahden polttosäteen, PF" 
ja PF, välillä ja 2c polttopis- 
teiden välimatka FF". Ote- 

taan suorakulmainen koor- 

dinaatisto OX, OY, jossa 

> origini O jakaa kahtia suo- 
X van EF! miin; että OS 

OF'= c; x-akseli langetkoon 
pitkin suoraa OF ja y-ak- 
seli kohtisuoraan sille. Jos 
nyt PM vedetään kohtisuo- 

raan: x- akselille, niin ovat P-pisteen koordinaatit » = OM, 
y = MP; jolloin on F'M=x+c, FM=x—0c ja 

=. PF'=VGTOTP, PP=/G-+P 
Positivisissa x:n arvoissa on aina (x + c)? > (x — c)?, siis PF'> 

PF ja PF' —PF=24a; negativisissa x:n arvoissa on taas 
(2 — 0) > (2 +0)9, siis PFSPF ja PF — PF = 2a..’ Hyper- 
bolan analytillinen määritys on siis 

Vate + y—V@—o?+y? = +2, 
jossa + käytetään, kun x on positivinen, ja —, kun se on 
negativinen. 

Siirtämällä jälkimmäinen juuriluku oikeaan jäseneen ja 
koroittamalla molemmin puolin neliöön saadaan 

+af/a— 07 Fy = cx—0?, 
koroittamalla uudestaan neliöön ja sieventämällä saadaan 

(e? — a?) x? — ay? = a (c? — a°). 

Koska kolmiossa PFF' kahden sivun eroitus on pienempi 
kolmatta sivua, niin on 24<2c eli c>a. Senvuoksi saa- 
tamme panna 

Kuva 36. 

  

  

  

c2 — a? = D”, 

joten edellisestä yhtälöstä tulee 
b°% — ay? — ab?
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eli, jaettuamme suureella a?b?, 

" x? y? E 

(1) oe 

Siinä yksinkertaisin muoto hyperbolan yhtälöä suorakulmai- 
sissa koordinaateissa. Sen ja ellipsin yhtälön välillä on sil- 
miinpistävä .yhtäläisyys. Toinen saadaan toisesta, niin että 
ainoastaan muutetaan 0?-suureen merkki. 

63. Tutkimus. — Koska yhtälössä (1) on ainoastaan 

neliöitä suureista x ja 4, niin vastaa kutakin pistettä (x, y) 
hyperbolalla symmetrillinen piste (x, — 4) vastaisella puolen 
x-akselia ja toinen symmetrillinen piste (—£, y) vastaisella 
puolen y-akselia. Hyperbola on siis symmetrillinen kumpai- 
senkin akselin suhteen, ja siinä on siis neljä yhteellistä osaa, 
yksi kussakin akselikulmassa. Koska sitä paitsi pistettä (x, y) 
vastaa neljäskin piste (—x, — 9) vastaisilla koordinaateilla, 

ja nämä pisteet nähtävästi ovat samalla suoralla ja yhtä 
kaukana originista kumpikin, niin seuraa siitä, että origini 
jakaa kaikki sen kautta vedetyt hyperbolan jänteet kahtia. 
O-pistettä sanotaankin siitä syystä hyperbolan keskiöksi. 

Jos yhtälössä (1) tehdään y = 0, saadaan x = +a; hy- 
perbola leikkaa siis x-akselia kahdessa pisteessä A, A’, jotka 
ovat yksi kummallakin puolen keskiötä O ja yhtäpitkän 
a-matkan päässä siitä. Suora AA' = 2a on hyperbolan trans- 

‘versaalinen akseli ja pisteet A, A’ sen peria (vertices). 
Kun x=0, saa y kaksi aatteista arvoa y=+0/—1, josta 
nähdään, ett'ei hyperbola ollenkaan tapaa y-akselia. Tällä 

akselilla otetaan kumminkin kaksi pistettä B, B' yhtäpitkän 
b-matkan päässä originista ja nimitetään suoraa BB’ = 2b 
hyperbolan konjugaatiseksi akseliksi. 

Yhtälö (1), muodossaan 

y= V=, 
näyttää, ett'ei x? saata olla pienempi kuin a?, sillä muutoin- 

han olisi y aatteinen, ja ettei x siis voi saada yhtään 
arvoa rajain —a ja +a välillä. Siitä seuraa, että, jos
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pisteitten A, A’ kautta vedetään kaksi kohtisuoraa transver- 

saaliselle akselille, ei yksikään hyperbolan piste lankea näiden 
suorain väliin. Kun 2z=a, on y =0; kukin x:n arvo, joka on 

suurempi kuin a, antaa y:lle kaksi yhtäsuurta, vastaismerk- 
kistä arvoa, ja nämä arvot kasvavat äärettömiin, kun x kas- 

vää äärettömiin. Hyperbolassa on siis kaksi erillänsä ole- 
vaa, konjugaatisen akselin suhteen symmetrillistä, osaa, joista 

kumpikin ulottuu äärettömän kauas transversaalisen akselin 
ylä- sekä alapuolelle. 

64. Hyperbolan piirustaminen. — Rihman ja 
viivaimen avulla saattaa hyperbolan piirustaa seuraavalla ta- 
valla. Rihman toinen pää kiinnitetään polttopisteesen F ja 

Kuva 37. toinen viivaimen päähän G. Vii- 

vaimen toinen pää voi kääntyä 

toisessa polttopisteessä F'. Kun 
nyt rihmaa pidetään piirustimella 

kireellä viivainta vastaan ja vii- 
vain pannaan kääntymään toisessa 

päässään, niin piirtää piirustin hy- 

perbolan kaaren. Sillä PF'— PF 

on viivaimen kaikissa asemissa 

yhtäsuuri kuin vakinainen eroitus viivaimen pituuden (GF") 
ja rihman pituuden (GPF) välillä 

Hyperbolan toinen puoli saadaan samalla tavalla, kun 

viivainta käännetään pisteessä F. 

  

65. Hyperbolan polttopisteet ovat transversaali- 
sella akselilla yhtäpitkän c-matkan päässä keskiöstä kum- 

mallakin puolella. 62 §:ssä esitetystä suhdasta c? — a? = b? eli 

6? = a? + b? 

seuraa, että c on hypotenusa suorakulmaisessa kolmiossa, 

jonka kateeteja ovat hyperbolan puoli-akselit Kun akselit 
ovat annetut, saadaan siis polttopisteet siten, että transver- 

saalisesta akselista keskiön kummallekin puolella leikataan 

niin pitkiä osia, kuin välimatka transversaalisen akselin päästä 

konjugaatisen akselin päähän on. 

Excentrisyydeksi hyperbolassa sanotaan polttopistei-
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den välimatkaa, verrattuna transversaaliseen akseliin yksik- 
könä. Jos excentrisyys merkitään e:llä, on siis 

€ 
Cr 

a 

josta 
ET 4 — aI AEL MAD (GDI i c= ae ja 12 =c?-— a? = a?(e?—1), 

se on: 

b=a/eTT i i ani 

Excentrisyys täten määritettynä on puhdas luku, suurempi 
ykköstä, koska c>a. 

66. Polttosäteet jollekin hyperbolan pisteelle P saa- 
daan yksinkertaisimmin lausutuiksi saman pisteen abscis- 
Sassa. 2, Jos nimittäm. pannaan PF=r, PF"=r, nin 
saadaan 

= (2 — 07. 47%, 77 = (a+ 0)? +979, 
josta 

pad (p! 445) (y'— v) = den 
Kun nyt hyperbolan määrityksen mukaan 

yr —yr = + 2a, 
niin tulee 

26x 
IT =. SS 

Otettuamme näistä jälkimmäisistä kaavoista ensin puolen 
eroituksen ja sitten puolen summan, saamme 

C I Nadir Ge tena) aay alg 
@) : 

r= (a+ a) = + (ex + a), 

joissa + merkkiä käytetään, kun x on positivinen, ja — 

merkkiä, kun x on negativinen. 
Polttosäteiden muodostamalle suorakulmiolle saadaan 

tästä seuraava lauseke (vrt. 44 $) 
o oy? oy? 

ome ane Oe mer Ja Kon OPO are ele rY Tye a a b? = a2b aa pa 

Näitä kaavoja tarvitsemme vast'edes.



N 

Parametriksi hyperbolassa sanotaan polttopisteestä 

kohtisuoraan transversaaliselle akselille vedettyä jännettä. 
Jos yhtälössä r = ex—a tehdään 2 =c=ae, niin saadaan 

. h? 

parametrin puolikkaalle p arvoksi p = a(e—1) = än josta 

a:b=b:p, s. o. parametri on kolmas suhdeluku 

transversaaliselle ja konjugaatiselle akselille.' 

67. Hyperbolan asymptootit. — Jos hyperbolan 

yhtälöä muodossa 

= lyssa 

verrataan yksiasteiseen yhtälöön 

b 
Von Tt 

Kuva 38 joka esittää diagonaaleja OH, OK 

: 16 G akseleille tehdyssä suorakulmios- 

N VA sa, niin nähdään, että samaa abs- 
N cissaa x = OM vastaa suoralla 

OH eräs piste Q ja hyperbolalla 

lA A eräs piste P, joiden ordinaatat 

ovat 

B N MQ="2, up = yar a 

Näiden pisteiden välimatka on siis 

  

        

PQ="@— Yew) 
eli, jos osoittaja ja nimittäjä kerrotaan suureella z + /x? — a”, 

ab 
E = iman ss! 

Q Xx + Vx? atts a? 

Tämä lauseke vähenee vähenemistään, x:n kasvaessa, ja saat- 
taa tulla pienemmäksi mitä lukua hyvänsä, kun % kasvaa 
äärettömiin. Siitä seuraa, että hyperbolan kaari AP lähe- 
nee alinomaa suoraa viivaa 00 ja saattaa tulla äärettömän
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lähelle sitä, sattumatta siihen kumminkaan koskaan. Suoraa 

OQ sanotaan siitä syystä asymptootiksi hyperbolalle, ni- 

mittäin kaarille ensimmäisessä ja kolmannessa akselikulmassa. 

Suora OK on samoin asymptooti hyperbolan kaarille toisessa 
ja neljännessä akselikulmassa. 

Hyperbolalla on siis kaksi suoraviivaista asymptootia, 
jotka lankeavat yhteen akseleille tehdyn suorakulmion dia- 

gonaalien kanssa. Toisen asymptootin yhtälö on 4 sisä ja 

toisen y = a Nämä yhtälöt saattaa myös kirjoittaa 

a IV IS 
a co 

Kertomalla nämä saadaan kaksiasteinen yhtälö 

ad ja 
(3) 10 W 

joka yht'aikaa edustaa kumpaakin asymptootia. 

Kumpikin asymptooti tekee transversaalisen akselin kanssa 

kulman, jonka tangentti on : Kun a= b, ovat asymptootit 

kohtisuoria toisilleen ja silloin sanotaan hyperbolaa yhtäsi- 
` vuiseksi. 

68. Hyperbolan tangentti. — Yhtälö hyperbolan 
tangentille johdetaan samalla tavalla kuin ellipsinkin tangen- 
tille (45 §). Itse lasku on äivan sama, sillä eroituksella 
vaan, että b? kaikkialla saa vastaisen merkin. Yhtälöksi hy- 

perbolan.tangentille saadaan siten 

re UE , 
YI = 07 

eli 

woe yy 
() aan TN 

jossa x', y' ovat sivuamispisteen koordinaatit ja x, y tangen- 

tin juoksevia koordinaateja.
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Abscissa sille pisteelle, jossa tangentti leikkaa z-akselin, 

a E . J .,. 
07!;-880118118 kolmas suhdeluku suureille x' ja a, ja tä- 

män nojalla saattaa vetää tangentin hyperbolalle. Ordinaata 

.. ". . b? 
tangentin ja y-akselin leikkauspisteelle on bi 

Mitä enemmin x' ja y kasvavat, toisin sanoen: mitä 
kauemmaksi sivuamispiste siirtyy originista, sitä pienempiä 
eae D . . .." . 

osia, =» kyä leikkaa tangentti akseleista ja sitä enemmin 

2° 2, a .,. ;. O 
lähenee se originia. Kulmakoefficientti y lähenee samalla 

raja-arvoa, jonka helposti saa määrätyksi. Kun nimittäin 
(2, 4) on piste hyperbolalla, on 

  
b y b Tn 

y aby Sa a1 
=d aja x"? 

ja tästä näkyy, että, kun x' kasvaa äärettömiin, suhde a 

4 ..". 2;. .," N 
lähenee äärellistä rajaa + a ja että siis koefficientilla Ty 

by . b 
= 7, on rajaarvona +. 

AST A 

tin kulmakoefficientti: asymptooti on siis se raja-asema, jota 
tangentti alinomaa lähenee, sivuamispisteen siirtyessä ääret- 
tömän kauas. Asymptootia sopii senvuoksi sanoa hyperbolan 
tangentiksi äärettömän kaukana olevassa pisteessä. 

Mutta tämähän on asymptoo- 

Ylläolevista kaavoista näkyy myös, että ; on suurin 

, 

"numeroarvo, mihin 5 saattaa tulla, ja että siis i on mini- 

mi-arvo tangentin kulmakoetfficientille. Siitä taas pääte- 
tään, että tangentin kallistuminen transversaalista akselia koh- 
taan on aina isompi (s. o. lähemmällä 909) kuin asymptootin. 

69. Tangentti jakaa kahtia polttosäteiden vä-
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lisen kulman. — Olkoon PT hyperbolan tangentti pis- 

teessä P (a', y'), ja PF, PF" polttosäteitä.. Koska nyt 
2 

07 — s , OF = OF" = c= oe, Kuva 39. 

— ja (66 8). 
F'P= ren ta LPS-TS=ex d, 

niin on 
, een ar 

Vne s (ex' + a) = mm 

  

2 4 

FT = ae— = (ea —@) ai 
x x X 

josta 
F'T ¢' 
Fla n 

Siis on (Eukl. VI, 3) kulma TPF" = kulma ZPF. 
Tästä väitteestä johdetaan muutamia teoreemoja. 

I Ura sille pisteelle K, jossa polttopisteestä 
vedetty kohtisuora tapaa tangentin, on pyöriö, jonka - 

diametrina on transversaalinen akseli. — Koska FG 

on kohtisuorassa viivalle PT, niin ovat kolmiot PAF ja PKG 
yhteellisiä; siis on PF=PG ja KF=KG. Kun nyt FG 
on jaettu kahtia pisteessä K ja FI" myöskin kahtia pisteessä 
O, niin on OK yhdensuuntainen F'G:n kanssa ja yhtäsuuri 
kuin ol" G. Mutta F’G = F'P— PF = 2a, siis on OK = a. 

II. Kaksi hyperbolan ulkopuolella olevasta pis- 
teestä vedettyä tangenttia PM, PM' tekevät yhtä- 
suuria kulmia MPF, M'PF" niiden suorain kanssa, 
jotka yhdistävät pisteen P kumpaankin polttopis- 

teesen. 

Leikataan suorasta MF" pa- > - Kuva 40. 
lanen MN = MF ja suorasta M'F 
palanen M'N' = M'F", silloin ovat 
kolmiot PMF, PMN yhteellisiä, 

koska MF = MN, MP yhteinen 
ja kulma PMF= kulma PMN. 
Samoin ovat kolmiot PM'N, 
PM'T' yhteellisiä. Siitä seuraa, 
että" kolmiot "PEN, PNI ovat 

 



myöskin yhteellisiä, koska sivut toisessa ovat yhtäsuuret kuin 
vastaavat sivut toisessa, PF=PN, PN'=PF', FN'=F'N 
= 24. Siis ovat kulmat FPN’, NPF yhtäsuuria. Otetaan 
pois yhteinen NPN, niin ovat jäännöskulmat FPN, F'PN' ja 
ja siis niiden puoliskotkin FPM, F'PM' yhtäsuuret. 

II. Suorakulmio kohtisuorilla, jotka vedetään 
polttopisteistä tangentille, on vakinainen ja yhtä- 
suuri kuin neliö konjugaatisen akselin puolik- 
kaalla. — Sanotun suorakulmion vakinaisuus todistetaan 
samalla tavalla kuin ellipsistä puhuttaessa (50 §, IID. Sen 
nähdään olevan = ?0?, kun tarkastetaan perän kautta kulkevaa 
tangenttia, sillä polttopisteistä tälle tangentille vedetyt koh- 
tisuorat ovat ec+a, e—a ja niiden tulo on c2— a? = 07. 

70. Normaali PH on kohtisuorassa tangentille; sen 
2 

kulmakoefficientti on senvuoksi E ja sen yhtälö 

, ary : x 

(5) YY FT a (cx— a), 

jossa 2’, y' ovat koordinaateja sille hyperbolan pisteelle P, 
jonka kautta normaali kulkee. 

Normaali tekee yhtäsuuria kulmia APR FPK 
polttosäteiden kanssajajakaa kahtia kulman FPG 

Kuva 41. toisen polttosäteen ja toi- 
sen pitennyksen välillä. — 
Kun nimittäin tangentti PT on 
kohtisuora normaalille HK ja 

" sitä paitsi jakaa polttosäteiden 
POO TMF x välisen kulman kahtia, niin on 

N TPE PRE TPI TER ja 
JA = SUS, HUB PK GPI 

A N Normaali leikkaa x-akselin 
a N pisteessä, jonka välimatka ori- 

sé x! _@ b2 c? 
ginista on OH = x’ + ja "' = WEC Koska 
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nyt OF = ae, niin on FH = &x' — ea = e (ex' — a) = er. Kol- 

miosta PFH saadaan siis 

SITTE PH CO : 
Pho pee, 8 se on: 

normaali tekee polttosäteen ja transversaalisen 
akselin kanssa kulmia, joiden sineillä on keske- 
nänsä vakinainen suhde = e. 

Näistä kahdesta, nyt todistetusta, väitteestä saadaan 

selville seuraavat hyperbolan ominaisuudet valonsäteiden heias- 
tamisessa ja taittamisessa. 

I Toisesta polttopisteestä lähteneet säteet 

(FP) heiastuvat hyperbolasta semmoiseen suun- 
taan (PG), että näyttävät tulleen toisesta poltto- 
pisteestä. 

Il. Ajateltakoon hyperbolan kaari P asete- 
tuksi kahden aine-alan (medion) välille, joiden tait- 

tovoima on erillainen (ohuempi olkoon vasemmalla, ti- 
heämpi oikealla), ja olkoon taittokoefficientti nii- 
den välillä yhtäsuuri kuin hyperbolan excentri- 
syys. .Silloin taittuvat kaukaisemmasta poltto- 
pisteestä F” tulleet säteet transversaalisen ak- 
selin suuntaisiksi. 

Koska. nimittäin F'PK = FPH ja LPH = PHF, niin on 
sin "PK sin FP 

sinLPH — sin PHF 
Jos siis F'P on kohtaavan, niin on PL taittuneen säteen 
suunta. 

71. Jos normaalin yhtälössä tehdään y=0, saadaan 
2 , 

x =x" = MH — A josta 
a 

= e = taittokoefficientti. 

Aa brx? Ä gl? = 
ITP 2 4 L o 

YAE 
Kun taas «x = 0, saadaan y—y = NK = an josta 

uus yf alka (90 
PK = kansa + x = as e + aK



Siis 

PH = 
PK 

ja 
2 19 

PH. PK. = TEIT =" (vrt. 66 9), 

jossa r ja x’ ovat polttosäteitä pisteelle P. Tästä johdetaan 

seuraava teoreema: 

Akselien leikkaamat osat (PH, PK) normaa- 
lia, joka on vedetty mistä hyperbolan pisteestä 
P hyvänsä, ovat toisiinsa vakinaisessa suhteessa 

b°: a, ja suorakulmio niillä on yhtäsuuri kuin suo- 

rakulmio P-pisteen polttosäteillä. 

72. Kahta hyperbolaa, joista toisen transversaalinen 
akseli on toisen konjugaatisena akselina ja päinvastoin, sa- 
notaan konjugaatisiksi hyperboliksi. Kun 

  

  

        

Kuva 42. E Jako 2 
NAS " "25 
WOK SN "" hh a kita : 
NA on: toisen hyperbolan yhtälö akse 
S eer "wd leissa, nimittäin sen, jonka transver- 

% saalinen akseli on x-akselilla, niin 
on samassa koordinaatistossa 

/ y? a? ay? 
= < 1 eli —1 ws S Ee N D? a? ST 

AT ET PK 

2 Sa yhtälö sen Wut hyperbo- 
£ NN lall. i 

Kahdella konjugaatisella hyperbolalla ovat myös asymp- 
tootit yhteisiä. Kummassakin on polttopisteitten välimatka 
keskiöstä sama ¢= Ja? +0, mutta exentrisyydet ovat erin- 

arvoisia, nimittäin : toisessa ja ; toisessa. 

Selvä on, että, asymptooteja lukuun ottamatta, kukin kes- 

kiön kautta vedetty suora tapaa jommankumman hyperbolan ` 
kahdessa vastakkaisessa pisteessä, tapaamatta toista. Tämän
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saattaisi suorastaan todistaakin, etsien nimittäin hyperbolan 
ja originin kautta kulkevan suoran (y = mæ) leikkausta. 

73. Diametrit. — 52 &:ssä osoitetulla tavalla saat- 
taa todistaa, että diametri elikkä yhdensuuntaisia jänteitä 
hyperbolassa kahtia-jakava viiva on keskiön kautta kulkeva 
suora. Sovittaaksemme hyperbolaan mainitun §:n johdatusta, 
tulee vain joka paikassa ottaa 0? vastaisella merkillä. Si- 
ten saadaan selville, että yhdensuuntaisten jänteiden kulma- 
-koefficientillä 7 ja niitä kahtia-jakavan diametrin kulmakoef- 
ficientillä m' on symmetrillinen suhta 

D? 

a? 
josta nähdään, että m päinvastoin on kulmakoefficientti nii- 
den jänteiden diametrille, joiden kulmakoefficientti on m. 
Suureet m ja m' määräävät siis kaksi diametria, joista kum- 
pikin jakaa toisensa suuntaiset jänteet kahtia ja joita siitä 
syystä sanotaan konjugaatisiksi eli liitto-diametreiksi 
eli vaan liittolaisiksi. 

Jos tahtoisi määrätä yhdensuuntaisten jänteiden ja nii- 
den diametrin keskinäistä suuntaa konjugaatisessa (liitto-) 

hyperbolassa, niin olisi 52 $:ssä otettava a? vastaisella mer- 
killä, ja silloin saataisiin suureille m ja m' sama suhta kuin 

vastikään löydetty. Tästä voi päättää, että kahdella liitto- 

hyperbolalla on yhteiset liitto-diametrit. 
 Suhta (6) osoittaa, että m ja m' ovat yhdenmerkkisiä 

ja että toisen numeroarvo on isompi, toisen pienempi kuin 

(6) mm! = 

2 paitsi sitä erikoistapausta, jolloin m=; silloin on 

nimittäin kumpaisenkin numeroarvo = Tästä päätetään, 

että molemmat diametrit ovat samoissa akselikulmissa, joko 

ensimmäisessä ja kolmannessa tahi toisessa ja neljännessä, 

kukin eri puolella asymptootia, josta ne eriävät tahi jota 

ne lähenevät yht'aikaa, niin että asymptooti itse yhtyy liitto- 

diametriinsa. 

Koska liitto-diametreista kumpikin, niin toinen kuin 

toinenkin, on eri puolilla asymptootia, niin kohtaa ainoas- 

6
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taan toinen niistä hyperbolan, toinen ei; edellinen jakaa 
kahtia ne jänteet, jotka kulkevat hyperbolan kummassakin 
haarukkeessa, toinen sitä vastoin ne jänteet, jotka kulkevat 
hyperbolan haarukkeesta toiseen. 

Samoin kuin 54 &:ssä, saadaan selville, että kaksi sup- 
plementillistä jännettä hyperbolassa, se on kaksi jännettä, 
jotka jostakin hyperbolan pisteestä vedetään diametrin päi- 
hin, ovat samansuuntaiset kuin pari liitto-diametreja. 

Diametrin pääpisteen kautta hyperbolalle ve-. 
detty tangentti on konjugaatisen diametrin suun- 
tainen. — Sillä jos x', y', ovat koordinaateja a 

teelle, niin on = kulmakoefficientti tangentille ja > y kul- 
ary’ 

makoefficientti saman pisteen kautta vedetylle ee ja 
nämä arvot pantuina suureiden m ja m' sijaan toteuttavat 
yhtälön (6). 

Jos p ja w ovat kulmia, jotka liitto-diametrit tekevät 
transversaalisen akselin kanssa, niin tulee yhtälöstä (6) 

D? 

tang p tang v = Pp 

Kun a= 6, supistuu edellinen yhtälö näin: tang tang » = 1 
eli tang 9 = cotgw. Tasasivuisessa hyperbolassa ovat siis 
kulmat &, w toistensa komplementtejä, ja kun asymptooti sil- 
loin tekee yhtäsuuria kulmia kumpaisenkin akselin kanssa, 
niin jakaa se siinä tapauksessa myöskin liitto-diametrien vä- 
lisen kulman kahtia. 

74. Hyperbolan yhtälö kahdessa liiige diame- 

trissa. — Olkoot x, y koordinaateja jollekin hyperbolan 
pisteelle suorakulmaisessa koordinaatistossa; €, 1 olkoot koor- 
dinaateja samalle pisteelle, kun koordinaati-akseleiksi ote- 

taan kaksi liitto-diametria; toinen näistä tehköön kulman o ja 
toinen kulman w transversaalisen akselin kanssa. Silloin on 

x = Ecosp-fycosy, y =äsin p + ysin v. 

Sijoitettuamme nämä arvot yhtälöön 

2 2 

aa pa
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katoaa suureen &n koefficientti, koska kahdella liitto-dia- 
. 52. 

metrilla on suhta tang 9 tang v= 5 eli 

cos cosy sin Sin p sl sin 

(7) a 9." 
ja hyperbolan yhtälöksi vinokulmaisessa koordinaatistossa 
tulee 

    
f 2 2 2 in? (Cr ar) Brr at 

a? b? 

Jos nyt g määrää sen diametrin, joka kulkee asymptootin ja 
i ....... 52"" 

bräniSWrIääjinSni31:8611117411113-,111111011:3ing2cp(–;,8.0, 
a 

2 

- Mutta silloin on tang? >",   sinä Dairi. cos sinp 

esp aan BR 
2 SAP Gi sini 

a b 

tälössä ensimmäinen positivinen, toinen negativinen; sen- 
vuoksi saattaa panna 

Siis on koefficienteistä edellisessä yh-   

    

0S% n sinp 4 1 
a? part ootiraga 

(8) COLITIS IS eel 

TE SE 
joten hyperbolan yhtälöksi liitto-diametreissa tulee vihdoin 

ge N) = 

(9) a BT 1. 

joka on samanmuotoinen kuin sen yhtälö akseleissakin. 
Muistettakoon, että & tässä yhtälössä on koordinaati, luettu 
sitä diametria myöten, joka kohtaa hyperbolan. 

Hakeaksemme yhtälöä liitto-hyperbolalle samassa koor- 
dinaatistossa, ei enää ole perustukseksi otettava yhtälöä 
ay? ne yf? 
na 1, vaan yhtälö a ApS —1, joka saadaan edel-
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lisestä, muuttamalla oikean jäsenen merkki. Lasku olisi muu- 
toin entisen kaltainen ja suureille &? ja m? saataisiin samat 
koefficientit kuin ennenkin. Siitä seuraa, että, jos (9) on 
yhtälö jollekin hyperbolalle liitto-diametreissa, niin on 

2 2 E 97 1 
Ma pa” vu 

yhtälö "sen liitto-hyperbolalle samassa koordinaatistossa. 

Hyperbola (9) leikkaa &-akselia pisteessä, jonka väli- 
matka originista on +; -akselia se ei kohtaa ollenkaan. 
Päinvastoin on liitto-hyperbolan laita: se kohtaa ainoastaan 

ų-akselin, leikaten sen +fß-matkan päässä originista. Toi- 
sen liitto-diametrin pituuden sanotaan senvuoksi olevan 20, 
toisen 26. . 

75. Suhdilla (7), (8) on yhtäläisyyttä niiden suhtain 
kanssa, jotka on 57 §:ssä saatu ellipsille, ja samain muutos- 
ten alaisia nekin ovat. Yhtälölle (7) saattaa antaa muodoksi 

acosp asing 
  

    

  

ae FASE OP 

Bsiny Boosy 
b a 

Tässä on, niinkuin (8) osoittaa, niinhyvin osoittajain neliöi- 
den kuin nimittäjäinkin neliöiden eroitukset =1 ja kumpi- 
kin murtoluku siis (vrt. 58 §:n viittaa) yhtäsuuri kuin + 1, 
jolloin taaskin ainoastaan plus-merkki on käytettävä, koska 
annetut murtoluvut nähtävästi ovat positivisia. Siis on 

  

acosp PBsinp asing Boos 
(ey As 

Näistä ynnä kaavoista (8) saadaan 

0? cos? p — P cosy = a? 

a? sin? p — B? sin? y = 2"; 

se on: jos kaksi liitto-diametria projicioidaan jom- 
mallekummalle akselille, niin projektionien neliöi- 
den eroitus on vakinainen.
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Viimeksi saadut kaavat yhteenlaskettuina antavat: 
a2 2B? u n, " 

se on: kahden liitto-diametrin neliöiden eroitus 

on vakinainen ja yhtäsuuri kuin akselien neliöiden 
eroitus. 

Samoin kuin 59 &:ssä, saadaan vielä 

aBsin (v — p) = ab, 

joka sanoo, että kahdelle liitto-diametrille piirretyn 
suunnikkaan pinta-ala on vakinainen ja yhtäsuuri 
kuin suorakulmio akseleilla. 

Yhtälöstä a?— [? = 4? — D? näkyy, että jos a ja b ovat 
erisuuria, ovat & ja B myöskin, erisuuria ja hyperbolalla ei 
ole silloin yhtään paria yhtäsuuria liitto-diametreja; mutta, 
että jos a=b, on myös «=f ja silloin ovat tasasivuisessa 
hyperbolassa mitkä kaksi liitto-diametria hyvänsä yhtäsuuret 
keskenään. 

76. Kun 74 §:ssä esitetty kooraihditién muutos teh- 
dään myöskin yhtälössä 

x? Vea 

as jä 
joka 67 §:n mukaan edustaa asymptootiparia, niin asymptootien 
yhtälöksi kahdessa liitto-diametrissa (2a, 28) tulee 

0, 

2 2 

josta 

= Elg ter? B N- 

Jokaista arvoa toisella koordinaatilla vastaa siis kaksi 

yhtäsuurta ja vastaismerkkistä arvoa toisella. Tästä johde- 
taan seuraavat teoreemat: 

I. Kukin diametri jakaa kahtia ne suorat (asymp- 
tootijänteet), jotka asymptootien välille vedetään liit- 
to-diametrin suuntaisiksi. Toisin sanoen: hyperbo- 
lalla ja sen asymptooteilla on yhteiset liitto-dia- 
metrit.



...86-. 

II. Jos kahdelle miten hyvänsä valitulle liitto- 
diametrille tehdään suunnikas, niin sen diagonaa- 
leilla on sama asema kuin asymptooteillakin. 

Näillä diagonaaleilla on nimittäin liitto-diametreissa yh- 

tälönä 7=+ - £, siis sama kuin asymptooteilla. 

III. Asymptootit leikkaavat yhtäsuuria osia 
(CH, CF”) tangentista, ja kumpikin osa on yhtäsuuri 

Munat 491 kuin tangentin suuntainen 
puoli-diametri (OD). 

Jos nimittäin kahden liitto- 
diametrin (CC', DD') päitse ve- 
detään tangentit hyperbolalle, niin 
syntyy suunnikas, jonka sivut ovat 
annettujen diametrien suuntaisia 

ja jonka diagonaaleilla on sama 
asema kuin asymptooteillakin; siis 
on CA = CH. = 0D. 

IV. Jos suora leikkaa hyperbolan ja asymp- 
tootit, niin ne suoran osat, jotka jäävät hyperbo- 

Kuva 44. lan ja asymptootin väliin, ovat 
kummallakin puolen yhtäsuu- 
ret. 

Koska sama diametri OM jakaa 
kahtia sekä hyperbolan jänteen CO" 
että asymptootijänteen DD", niin on 
MD=MD', MC=MC' ja siis OD 
=C'D'. Sama on asianlaita siinä- 
kin jänteessä HH', joka on vedetty 

hyperbolan eri osain välille, elikkä HK=H'K". 

V. Jos suora 00' (kuva 43), vedetty hyperbo- 
lan jonkun P-pisteen kautta, leikkaa asymptootit 
kahdessa pisteessä, niin suorakulmio näiden pis- 
teiden välimatkoilla pisteestä P on yhtäsuurikuin 
neliö sillä puoli-diametrilla, joka on annetun suo- 
ran suuntainen. 
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Sillä jos OC on diametri, joka jakaa kahtia suoran 00', 

ja OM=ek&, niin on MP= MP'=$V/BT0 ja M0=M0 

= E josta 

PO=5(1—/8=0), PY = + VED) 
ja siis 

2 
PQ i PQ’ = [£2— (& =e 02) ] — p?. 

77. Hyperbolan yhtälö asymptooteissa. — Mer- 
kitköön 20 asymptootien välistä kulmaa, niin että toinen 

asymptooti tekee kulman —& ja toinen kulman + o trans- 
versaalisen akselin kanssa, ja otettakoon edellinen asymp- 

tooti x'-akseliksi, jälkimmäinen '-akseliksi. Yleisissä kaa- 
voissa koordinaatien muutokselle (10 8, 2:0) on siis tässä 

tehtävä «=w, Bo, joten saadaan 

a= (y' + 2') cos o, 

y= (y' — x) sin w. 

.;," " 2. 5.. 
Huomattuamme sen lisäksi, että cosa, sina =—, jolloin 

e=Va+b? on akseleille tehdyn suorakulmion puoli-diago- 
naali elikkä, toisin sanoen, polttopisteen välimatka keskiöstä, 

saatamme edelliset kaavat kirjoittaa näin: 

2 2 

Sijoitettuamme nämä arvot yhtälöön — nae 1, saadaan 

(y' + 2'P— (y —a'?=0, 
josta, supistamalla terminit ja heittämällä pois aksentit, 

c? 

=" 

Siinä hyperbolan yhtälö asymptooteissa.
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Hyperbolan tangentille pisteessä (x', y') tässä koordi- 
naatistossa saadaan yhtälöksi 

, & 
ay’ + ya =g7=2w'y.. 

Kuva 45. Tangentti leikkaa asymptootit kah- 
dessa pisteessä, joista toisen välimatka 
originista on OM=2x' ja toisen OK 
= 2y. Jos sivuamispisteestä P ve- 

NÅ NP detään suorat PM, PN asymptootien 
suuntaisiksi, niin on 0M=x, ON 

ole fia sissy’ i Siison OH==20M, OK S20N 
Mot: s. 0. sivuamispisteestä asymp- 

tootien suuntaisiksi vedetyt suorat jakavat kah- 
tia tangentin leikkaamat osat asymptooteista. 

Kolmion OHK (kuva 45) kaksinkertainen pinta-ala on 
OH. OK sin HOK=42'y'sin2a. Koska nyt tulo 4x'y' hy- 
perbolan yhtälön nojalla on vakinainen ja=c?, ja kulma o 

myöskin on muuttumaton, niin seuraa tästä, että hyperbo- 
lan tangentti muodostaa asymptootien kanssa kol- 
mion, jonka pinta-ala on vakinainen. 

Tarkasteltaessa erittäin perän kautta kulkevaa tangent- 

tia, nähdään, että puheena-olevan kolmion pinta-ala on ab 
elikkä yhtäsuuri kuin suorakulmio akselien puolikkailla. Sa- 
maan päätökseen tullaan suorastaankin, kun huomataan, että 

kolmio OHK on neljännes kahdelle konjugaatiselle diame- 
trille tehdystä suunnikkasta. 

78. Lopuksi muutamia geometrillisiä tehtäviä hyper- 
bolan suhteen. 

I. Hyperbolan piirustaminen pisteillä, kun tun- 
nettuina ovat asymptootit ja joku piste P hyperbo- 
lalla. — P-pisteen kautta (kuva 43) vedetään kuinka monta 
suoraa hyvänsä asymptootien välille ja kullakin suoralla mää- 
rätään sellainen symmetrillinen piste P", että P ja P' ovat 
yhtäkaukana suoran päistä. Jokainen siten määrätty piste P' 
on hyperbolalla (76 §, IV). - 
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II. Haettakoon hyperbolan polttopisteet ja 

asymptootit, kun akselit ovat tunnetut. — Akseleille 
tehdään suorakulmio ja vedetään sen diagonaalit; siten saa- 

daan asymptootit. Transversaalisesta akselista leikataan sit- 
ten kummallekin puolelle keskiötä pala, joka on yhtäsuuri 

kuin puoli-diagonaali sanotussa suorakulmiossa; siten löyde- 

tään polttopisteet. 

III. Haettakoon akselien pituudet, kun poltto- 
pisteet ja asymptootit tunnetaan. — Asymptootien yh- 
teinen leikkauspiste otetaan keskiöksi ja piirretään poltto- 
pisteiden kautta kulkeva pyöriö, joka tietysti leikkaa asymp- 

tootit neljässä pisteessä. Näiden yhdistämisellä kaksittain 

saadaan suorakulmio, jonka sivut ovat hyperbolan akselien 
suuntaiset ja pituiset. 

IV. Vedettäköön hyperbolalle tangentti sillä 
annetun P-pisteen kautta. — Yhdistetään P kumpaan- 
kin polttopisteesen ja jaetaan kahtia polttosäteiden välinen 

kulma. Toisin: pisteestä P vedetään asymptootien suuntai- 

set suorat PM, PN (kuva 45), tehdään sitten MH= MO, 
NK= NO ja yhdistetään HK; viimeksi mainittu suora on 
haettu tangentti. 

V. Vedettäköön tangentteja hyperbolalle ulko- 
pisteessä Q. -- Pisteestii O piirretään pyöriö polttopis- - 

teen F kautta; toisesta polttopisteestä F” piirretään pyöriö 
säteellä 2a. Nämä pyöriöt leikkaavat toisensa kahdessa pis- 
teessä G, G. Sitten vedetään pisteestä O kaksi suoraa, 
joka jakavat kahtia kaaret FG ja FG'; nämä suorat ovat 

haettuja tangentteja. " 
Lukija suvaitkoon itse tehdä piirroksen. Todistus on 

samanlaatuinen kuin 49 $:ssä, 2:0. 
VI. Vedettäköön tangentti annetun suoran suun- 

taiseksi. — Vedetään asymptooti- (tahi hyperbola-) jänne 
annetun suoran suuntaiseksi ja diametri sanotun jänteen kes- 
kitse. Tämän diametrin päät ovat sivuamispisteitä niille kah- 
delle tangentille, jotka tässä tapauksessa ovat mahdollisia. 

VU. Haettakoon annetulle diametrille liittolai- 
nen. — Tähän on kolme eri keinoa:
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1:0. Vedetään asymptooti-jänne annetun diametrin suun- 
taiseksi ja sitten diametri tämän jänteen keskitse. 

2:0. Vedetään, IV:n mukaan, tangentti hyperbolalle an- 
netun diametrin pääpisteen kautta; tämä tangentti on liitto- 
diametrin suuntainen, ja asymptootein välinen osa sitä on 
liitto-diametrin pituinen. 

3:0. Vedetään kaksi supplementillistä jännettä, joista 
toinen annetun diametrin suuntaiseksi; toinen tulee sitten 
haetun liitto-diametrin suuntaiseksi. 

VIII. Haettakoon annetun hyperbolan alesodit 
— Vedetään mielin määrin kaksi yhdensuuntaista jännettä 
ja niiden keskitse suora. Tämä on silloin diametri ja sen 
keskus on hyperbolan keskiö. Tästä keskiöstä piirretään 
pyöriö, joka leikkaa hyperbolan neljässä pisteessä. Yhdistä- 

= mällä nämä kaksittain saadaan suorakulmio ja kun sen vas- 
takkaisten sivujen keskukset yhdistetään, niin saadaan akselit. 

Seitsemäs Luku. 

Parabola, 

79: Parabola on ura pisteelle P, jonka välimatkat an- 
netusta pisteestä 7 ja annetusta suorasta SS" ovat yhtäsuu- 
ret. Annettua pistettä sanotaan parabolan polttopisteeksi 

(focus) ja annettua suoraa parabolan johtajaksi (directrix). 
Välimatka jostakin parabolan pisteestä polttopisteesen on ni- 
meltään polttosäde (radius vector). 

  

Kuva 46. Parabolan piirustaminen pis- 
teillä tapahtuu näin. Vedetään or- 

B E- dinaatoja eli johtajan suuntaisia suo- 

A 6 ria, PO. PO 2, polutopiste J 
Y j keskiönä piirretään sitten pyöriöitä, 

joiden säteet ovat yhtäpitkät kuin 
L —x Johtajan ja ordinaatain välit LM, 

Nan pyöriöt leikkaavat 
vastaavia ordinaatoja eräissä pis- 
teissä P, Q, P, Q',..: jotka kuu- 

A luvat parabolan kehään, sillä kussa- 
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kin sellaisessa pisteessä on polttosäde nähtävästi yhtäsuuri 
kuin pisteen välimatka johtajasta. 

Parabolan saattaa piirtää myöskin rihman ja kulmik- 
kaan (vinkkeliha’an) avulla seuraavasti. Kulmikkaan päähän 
C kiinnitetään rihma, joka on yhtäpitkä kuin kulmikkaan 

toinen sivu 40; rihman toinen pää kiinnitetään polttopistee- 
sen F. Kun nyt kulmikkaan toista sivua AB siirretään joh- 
tajaa pitkin ja rihma sillä välin pidetään piirtimellä kireellä 
kulmikkaan sivua vastaan, kuvaa piirrin parabolan kaaren. 

80. Parabolan yhtälö. — Parabolan muoto riippuu 
ainoastaan polttopisteen kohtisuorasta välimatkasta FL (jonka 
nimitämme p) johtajaan. Tämän FL-suoran keskus O ote- 
taan originiksi, josta x-akseli langetkoon pitkin viivaa OF ja 
y-akseli kohtisuoraan sille, pitkin viivaa OY. Koordinaatit 
pisteelle P ovat silloin z= OM, y= MP; siis saadaan 

PREY (Cp) PA SEM p 
Parabolan määrityksen mukaan on PF=PA eli 

(2 — Yop)? + y?=(@+ Yep)’, 
josta 

CT) == PDT 

Siinä parabolan yhtälö. 
Tästä näkyy, että x ainoastaan saattaa saada positivi- 

‘sia arvoja, muutoin tulisi y aatteiseksi. Parabola on siis 
kokonansa sillä puolen y-akselia, jossa x on positivinen. Ku- 
takin x:n arvoa vastaa kaksi yhtäsuurta ja vastaismerkkistä 
arvoa y:llä; parabola on siis symmetrillinen OX:n suhteen 
ja senpä vuoksi suoraa OX sanotaan parabolan akseliksi. 
Kun 2=0, on y=0; kun x kasvaa nollasta äärettömiin, kas- 
vaa myöskin y ominaisessa arvossaan nollasta äärettömiin. 
Siitä seuraa, että parabola kulkee pisteen O kautta, jota sano- 
taan peräksi (vertex), ja että siinä on kaksi symmetrillistä 
haaraa, jotka ulottuvat äärettömän kauas, toinen ylä-, toinen 
alapuolella akselia. 

Yhtälö y?="2px osoittaa toista parabolaa, jolla on 
sama perä ja akseli kuin edelliselläkin, mutta joka aukenee 
toiselle elikkä negativisten abscissain puolelle.
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81. Parabola ja hyperbola ovat joissakin määrin ulko- 
muodoiltaan yhtäläisiä; mutta ratkaiseva eroitus on se, ettei 
parabolalla saata olla suoraviivaista asymptootia. Ensi sil- 
mäykseltä jo huomaa, ettei sillä: voi olla z-akselin suun- 
taista asymptootia, sillä y kasvaa äärettömiin yht'aikaa x:n 
kanssa. Verrattaessa taas parabolata suoraan viivaan, joka 

leikkaa z-akselin ja jonka yhtälössä y=mx+0 kulmakoet- 
ficientti m ei siis ole nolla, nähdään, että samalla abscissalla 
x on parabolassa ordinaatana /2px ja suorassa ordinaatana 
mx + b. Näiden ordinaatain eroitus elikkä parabolan ja suo- 
ran välimatka ordinaatan suunnassa on siis mx + b—/2pe eli - 

(m+ m 403) 
x 

Tämä lauseke kasvaa äärettömäksi samalla kuin x, sillä en- 

simmäinen tekijä x tulee äärettömän suureksi ja toisella (su- 
luissa olevalla) on rajana m. Suora eroaa siis yhä kauem- 
maksi parabolasta eikä saata olla sen asymptootina. 

82. Polttosäde lausuttu abscissassa. — Parabo- 

lan määrityksen mukaan on PF=PA=ML=M0+ OL, siis — 

polttosäde =x + Hop. 

Parametri on polttopisteestä kohtisuoraan akselille vedetty 
jänne. Kun edellisessä. kaavassa pannaan x=polttopisteen 
abscissa = 1/20, saadaan 

parametrin puolikas = p. 

Parabolan yhtälössä y?=2px on siis x:n koefficientti yhtä- 
suuri kuin parametri. Polttopisteen välimatka johta- 
jasta on puoli ja sen välimatka perästä neljännes 
parametrin pituutta. 

83. Tangentti. — Yhtälö suoralle, joka kulkee pis- 
teitten (2, 4), (2, y") kautta parabolalla, on 

pE putter i 
y—y —9 J (a—x’). 

a — 2 
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3312501371ybbniöinuujälläuuSjtt-iipäjböj9'2:2272',""2=2209:„, 

j0j8in9,2—9"2"———(9"—2")(9'+3;„)=220(2'——O")-SIj 

e 
vay ty" 

Sijoitettuamme tämän arvon edelliseen yhtälöön, saamme se- 

kantin yhtälöksi 

  

2p , 
—2——"7—"—7—72—;V)— ST ( 

Saadaksemme tästä yhtälöä tangentille, yhtyköön piste (2, y) 
pisteesen (x, y), se on tulkoot x"==x, y"=y". Silloin 
saamme 

nn r 
— — (X — X 5 

josta, poistamalla nimittäjän ja sijoittamalla y'?=2px", 

(2) 1 =P(2 +). 
Siinä yhtälö suoralle, joka sivuaa parabolata pisteessä (x, 4). 

Kun tässä yhtälössä tehdään y=0, tulee 2=—%x"; 
siitä päätämme, että ne pisteet, joissa tangentti ja sivuamis- 

pisteen ordinaata tapaavat akselin, (siis 7' ja M) ovat yhtä- 
kaukana perästä O. Tanpgentti itse perässä on kohtisuora 

akselille, sillä kulmakoetfficientti E + tulee silloin äärettömäksi. 

Tangentti tekee polttosä- 
teen ja akselin kanssa yhtäsuu- 
ret kulmat. — Koska nimittäin OF 
= OL ja OM= OTF, niin on FT= ML a. 
= PN=PPF; kolmio PFT on siis tasa- N Q 
kylkinen ja kulma P=kulma 7. Jos G 
PO vedetään akselin suuntaiseksi; niin 
seuraa, että tangentti tekee yhtäsuu- TL 0 FM H 
ret kulmat suorain PF ja PO kanssa. 

Koska OY ja MP ovat yhdensuuntaiset, niin jakautu- 
vat kolmiossa TMP sivut TM ja TP samassa suhteessa; TM 
tiedetään olevan kahtia jaetun pisteen O, siis on myöskin 

TP kahtia jaettu pisteessä G. Yhdistetään G ja F; silloin 

Kuva 47. 

M. 

  

      IX;  



ovat kolmiot FGP ja FGT yhteellisiä, sillä kukin sivu toi- 
sessa on yhtäsuuri kuin vastaava sivu toisessa. Suora FG 
on siis kohtisuorassa tangentille. Täten on todistettu, että 

ura sille pisteelle, jossa polttopisteestä vedetty 
kohtisuora tapaa tangentin, on perän kautta kul- 
keva tangentti. 

84. Normaali. — Tangentin kulmakoefficientti on = 

kulmakoefficientti parabolan normaalille pisteessä (x', y) on 
, 

SİS == — i , ja normaalin yhtälöksi saadaan 

E y ; 
3 —y=(2—1£2). (3) YTY me ) 

Pisteessä H, jossa normaali leikkaa akselin, on y=0 ja 
%x=0H=x+p. Tästä saadaan subnormaali elikkä nor- 

maalin projektioni akselille M= 0H— OM=x'+p—2x'=p. 
Siis: subnormaali on pituudeltaan vakinainen ja yh- 
täpitkä kuin parametrin puolikas. 

Koska normaali on kohtisuora tangentille, ja tämä te- 
kee yhtäsuuria kulmia suorain PF ja PO kanssa, niin jakaa 
normaali PH kahtia kulman FP0O, jonka välillensä tekevät 
polttosäde PI ja akselin suuntainen suora PO. Tähän no- . 
jakse seuraava parabolan ominaisuus valon heiastamisessa: 

Akselin suunnassa tulleet säteet heiastuvat 
kaikki parabolan polttopisteesen; ja päinvastoin: polt- 
topisteestä lähteneet säteet heiastuvat akselin suun- 
taan. , 

Tälle perusteella tehdään peili-teleskoopeja, polttopei- 

lejä, reverbeerejä y. m. 

85. Diametrit. — Parabolan diametriksi sanotaan 
jokaista viivaa, joka siinä jakaa kahtia joukon yhdensuun- 

taisia jänteitä. Olkoon " 

y=mx +k 

yhtälö jollekulle sanotuista yhdensuuntaisista jänteistä, jol- 
loin koefficientti m on vakinainen, mutta & saa eri arvoja 
eri jänteissä. Kun tästä ja parabolan yhtälöstä
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, 92:22);- 
eliminoidaan x, saadaan yhtälö 

2p 2pk ree ee Ee ee 
da sk AN HTT 0, 

jonka juuret y,, y, ovat ordinaatoja jänteen pääpisteille. Juur- 
ten summa on, kuten tiedetään, yhtäsuuri kuin toisen terminin 
koefficientti vastaismerkkisenä, ja puoli tästä summasta osoit- 
taa ordinaataa jänteen keskukselle. Jos tämän keskuksen 
koordinaatit merkitään x,, y,, niin on siis 

L 

Tämä yhtälö, ollen vapaa suureesta X, edustaa keskusta kul- 
lakin jänteellä, jonka kulmakoefficienttinä on m, se edustaa 

siis uraa yhdensuuntaisten jänteiden keskuksille. Yhtälön 
ulkomuoto näyttää tämän uran olevan z-akselin suuntaisen 
suoran, jonka vakinainen ordinaata eli välimatka akselista on 

= Parabolassa ovat kaikki diametrit eli yhdensuun- 

taisten jänteiden jakajat akselinsuuntaisia suoria. 
Jos diametrin välimatka y, akselista olisi tunnettu, niin 

olisi sen kahtia-jakamain jänteiden suunta määrätty kulma- 
koefficientillä 

"NJ . 

Yo 

Mutta £ on samalla myös kulmakoefficientti parabolan tan- 

gentille saman diametrin päässä; siitä seuraa väite: 
Diametrin pääpisteen kautta kulkeva parabo- 

lan tangentti on saman diametrin kahtia-jakamain 
jänteiden suuntainen. 

86. Parabolan yhtälö, lau- N 48. 
suttuna diametrissa ja sen " 7" 
pääpisteen kautta kulkevassa 
tangentissa. — Tullaksemme suora- 
kulmaisesta koordinaatistosta vino- Od aa 
kulmaiseen, täytyy tehdä kaksinker- G 
tainen muutos, siirtää nimittäin ori- 

gini ja muuttaa y-akselin suunta 7 OPM X 
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Siirtyköön ensin suorakulmainen koordinaatisto itsensä suun- 
taisena perästä O uuteen originiin O', jonka koordinaatit 
OM, MO' merkitsemme h, k. Koordinaatit x, y edellisessä 

ja x', y' uudessa koordinaatistossa ovat minkä pisteen suh- 

teen hyvänsä yhdistetyt toisiinsa suhdilla: 

x=" +h 

y=y' +k. 
Saakoon nyt y-akseli toisessa koordinaatistossa vinon suun- 
nan O'Y', x-akselin ollessa entisessä suunnassaan O'X', ja 

merkitköön 0 uusien koordinaati-akselien välistä kulmaa 
X'0'Y' sekä & m koordinaateja tässä kolmannessa koordi- 

naatistossa. Silloin on (10 8, 2:0) 

uv’ =E+ 0080, 
y' =ysin6, 

joten edellisistä kaavoista tulee 

a=§&+70080+h, 
y=nsin6d +k. 

Sijoitetaan nyt % ja y näillä arvoilla parabolan yhtälössä 

y? = 2px, niin saadaan j 

17? sin? 0 + 2hn sin O + k?=-2p(E+ncos0 +. 

Tätä yhtälöä käy sieventäminen. Ensinkin on 

k? = Qh, 

koska (%, £) on piste parabolalla; toiseksi on tang @ = eli 

ksin 9 — p cos 0, 

sillä O'Y' sivuaa parabolata. Täten tulee yhtälöstämme 

1? sin? 0 = på 

, . " "L-— eli, kun lyhyyden vuoksi panemme FORE 

(4) m? = 2p’ &. 
Semmoinen on parabolan yhtälö uudessa vinokulmai- 

sessa koordinaatistossa. Katsokaamme vielä, mikä geome- 

trillinen merkitys on koefficientillä p'. Suorakulmaisessa kol-
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kolmiossa FGO on taasen kulma G=0 ja siis ge FO 

= FG sin 0 — FO' sin? 0, josta 

EE a 
P IT N J 

p' on siis originista O' lähtevä polttosäde, otettu kaksi ker- 
taa, samoin kuin alkuperäisessä yhtälössä, y?=2px, p mer- 

kitsee kaksi kertaa otettua polttosädettä perästä 0. Hel- 

posti saattaa myös todistaa, että p' on yhtäsuuri kuin puoli 
sitä jännettä, joka polttopisteestä vedetään 7-akselin suun- 
taiseksi. 

87. Niinkuin näkyy, on parabolan yhtälö (4) diame- 
trissa ja tämän pääpisteen kautta kulkevassa tangentissa sa- 
manmuotoinen kuin sen yhtälö akselissa ja perän kantta kul- 
kevassa tangentissa. Tästä samanmuotoisuudesta seuraa, että 
yhtälöt parabolan tangentille ovat myöskin samanmuotoisia 
kummassakin koordinaatistossa. Vinokulmaisissa koordinaa- 
teissa on siis tangentin yhtälö [vrt. (2)]., 

nn —p §+ &’), 
jossa (£', 7’) on sivuamispiste ja & 4 tangentin juoksevia koor- 
dinaateja. Tangentin ja diametrin leikkauspisteessä on 7=0 
ja E€——£'; jos siis vinokulmaisessakin koordinaatistossa mistä 

parabolan pisteestä hyvänsä vedetään tangentti ja ordinaata, 
niin nämä suorat leikkaavat &-akselia yhtäkaukana eri puo- 
lilla originia. 

Siitä seuraa myös, että kaksi jänteen pääpisteitten 

kautta kulkevaa tangenttia kohtaavat toisensa sillä diame- 

trilla, joka jakaa jänteen kahtia, eli toisin sanoen: 
Jos ulkopuolisesta pisteestä vedetään parabo- 

lalle kaksi tangenttia ja diametri, niin jakaa dia- 
metri kahtia sen jänteen, joka yhdistää sivuamis- 
pisteet. 

88. Sisustavat ja verhoavat kuviot. — Suoravii- 
vainen kuvio sisustaa parabolata, kun sen kärjet ovat pa- 
rabolan kehällä; kuvio verhoaa parabolata, kun kaikki sen 
sivut (pitennettyinä, jos tarvitaan,) sivuavat parabolata; 

7 

 



molemmat kuviot ovat yhdenpisteiset kun sisustavan kär- 

jet ovat samalla verhoavan sivuamispisteitä. 
Tutkikaamme ensin sisustavaa kolmiota ABC ja sen 

kanssa yhdenpisteistä verhoavaa kolmiota DEF, verratak- 
Kuva 40) semme niiden pinta-aloja. Pisteistä 

A, D, E, F vedämme diametreja 

parabolalle, se on: parabolan akse- 

lin suuntaisia suoria. Diametri EG 
jakaa kahtia sivun AB ja siis myös- 
kin sivun BA; diametri FL jakaa 
kahtia sivun AC ja siis myöskin 
sivun CH; senvuoksi on BO=2GL. 

Vedetään vielä suora AM saman- 
suuntaiseksi kuin BC; silloin on 

AM ordinaata diametrille DK, koska tämä diametri jakaa 

kahtia jänteen PC; edellisen $:n mukaan on silloin PM= PN, 

PK = PD ja siis MK = DN, Tästä seuraa, että A MGK = 
ADEN, A MLK = A DFEN ja siis AMGL=ADEF. Mutta 
A ABC=2AMGL, koska näillä kolmioilla on sama korkeus, 
mutta edellisen asema on kahta vertaa isompi kuin jälkim- 
mäisen; siis on myöskin AAPC=2ADEF Täten on to- 
distettu seuraava tärkeä teoreema: —" 

Parabolata sisustava kolmio on kaksi kertaa 
niin suuri kuin sen kanssa yhdenpisteinen verhoava 

kolmio. 
Tämän teoreeman saattaa helposti sovittaa millaiseen 

suoraviivaiseen kuvioon hyvänsä. ABCDE on sisustava 
Kuva 50. monikulmio ja FGHKLF yh- 

denpisteinen verhoava moni- 

kulmio. Jaetaan kumpikin mo- 

nikulmio kolmioihin siten, että 

pisteesen A yhdistetään sisus- 
tavan kuvion kärjet C, D ja 
pitennetään verhoavan kuvion 
sivut, kunnes kohtaavat sivun 

AL pisteissä M ja N; silloin on 
vasta mainitun teoreeman no- 

jalla ABC =2 KLM, ACD =    
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2333237;LVB:LF'KIJJSIIS313053:227'63333373 
se on: 

Parabolata sisustava monikulmio on kaksi ker- 
taa niin suuri kuin sen kanssa yhdenpisteinen ver- 

hoava monikulmio. 

89. Parabolan segmentin pinta-ala — Yllämai- 

nittu suhde verhoavan ja sisustavan kuvion välillä pitää paik- 
kansa, olkoon monikulmiossa kuinka monta sivua hyvänsä. 
Lisätessämme alinomaa sivujen lukua, ottamalla yhä useam- 
pia pisteitä A:n ja P:n välillä yhä lähemmällä toisiansa, lä- 
henee sisustava kuvio yhä enemmin parabolan segmenttiä 
ADB; verhoavalla kuviolla on rajana sektori, jota rajoitta- 
vat tangentit AL, BL ja parabolan kaari ADB. Mitä on 
sanottu suureista yleensä, on myöskin voimassa niiden raja- 
arvojen. suhteen, siis on segmentti ADB kaksi kertaa niin 
suuri kuin sektori LADPL, toisin sanoen: 

Parabolan segmentti ADB on kaksi kolman- 
nesta kolmiosta ABL, jonka muodostavat segmen- 
tin asema ja tämän pääpisteitten kautta vedetyt 
tangentit. 

90. Lopuksi muutamia geometrillisiä tehtäviä para- 
bolassa. 

I. Vedettäköön tangentti parabolalle jonkun 

P-pisteen kautta itse käyrällä (kuva 47). — Tämän 
saattaa tehdä useammalla tavalla: 

1:0. Vedetään ordinaata PM, tehdään 07= 0M ja 
yhdistetään PT. 

2:0. Tehdään FT = polttosäde FP ja yhdistetään P7 
3:0. Tehdään MH yhtäsuureksi kuin parametrin puo- 

likas, siis =2 OF, vedetään PH, joka silloin on normaali 
(84 8), ja P-pisteen kautta viiva PT kohtisuoraksi PH:lle. 

II. Vedettäköön tangentteja parabolalle ul- 
kopisteestä (0. — Piirretään, piste O keskiönä, pyöriö 
polttopisteen kautta, yhdistetään polttopiste niihin pisteisin, 

joissa pyöriö leikkaa johtajan, ja vedetään pisteestä Q kohti- 
suorat yhdistäville viivoille; nämä kohtisuorat ovat tangentteja.
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Todistus nojakse siihen parabolan ominaisuuteen, että 
välimatkat polttopisteestä ja johtajasta ovat yhtäpitkät ja 
että tangentti jakaa kahtia mainittujen välimatkain muodos- 
taman kulman. 

III. Vedettäköön tangentti annetun suoran 
suuntaiseksi. — Polttopisteestä vedetään kohtisuora an- 

netulle viivalle; polttopisteen ja johtajan välinen osa kohti- 

suoraa jaetaan kahtia ja jakopisteestä vedetään annetun suo- 
ran suuntainen viiva. 

IV. Haettakoon annetun parabolan akseli ja 
polttopiste. — Vedetään kaksi yhdensuuntaista jännettä 
ja yhdistetään niiden keskukset; siten saadaan diametri. 
Kohtisuoraan sille vedetään jänne ja tämän keskuksen kautta 
edellisen diametrin suuntainen uusi diametri, joka juuri on 
parabolan akseli. Polttopiste löydetään siten, että ensimmäi- 
sen diametrin päästä vedetään tangentti (joka tietysti on 
oleva ensinmainittujen jänteiden suuntainen) ja sivuamispis- 
teestä sitten suora, joka on yhtä vinossa tangenttia vastaan 
kuin tangentti on akselia vastaan; viimeksi vedetty suora 
nimittäin on kulkeva polttopisteen kautta. 

Kahdeksas Luku. 

Koonilliset leikkaukset. 

91. Kooni niminen pinta syntyy siten, että pituudel- 
leen epämääräinen suora, joka leikkaa toisen suoran, pyö- 
rähtää leikkauspisteessä tämän ympäri, muutoin muuttamatta 
asemaansa sen suhteen. Kiinteätä suoraa, jonka ympäri 
pyörähdys tapahtuu, sanotaan koonin akseliksi, liikkuvaa 
suoraa emäksi eli emäviivaksi, kumpaisenkin välistä kulmaa 

emäkulmaksi ja leikkauspistettä kärjeksi. Koonissa on 
kaksi vaippaa eli eri pintaa, jotka ovat kärjestä kiinni toi- 

sissaan; kumpikin vaippa ulottuu äärettömän kauas. Tutki- 

kaamme nyt, millaisen kuvion matkaansaattaa koonia leik- 

kaava taso.
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Jos leikkaava taso kulkee koonin kärjen kautta, niin 
leikkaus, kuten helposti huomaa, on joko piste tai suora tahi 

kaksi suoraa, jotka leikkaavat toisensa kärjessä, —-aina sitä 
myöten kuin koonin akselin ja tason välinen kulma on isompi, 

yhtäsuuri tai pienempi kuin emäkulma. 

Kaikissa muissa tapauksissa, se on kun taso ei kulje 
kärjen kautta, on leikkauksena käyrä, jonka laatu riippuu 
tason asemasta. Siinä on eroitettava kolme tapausta. 

1:o Leikkaavan tason ja koonin akselin välinen 
kulma on isompi emäkulmaa. — Taso leikkaa tällöin ai- 

noastaan koonin toisen vaip- 
papinnan, sattumatta toi- 

seen, ja leikkauksena on um- 
pinainen käyrä. Ajateltakoon 
toinen taso asetetuksi koo- 
nin akselin kautta kohtisuo- 
raan leikkaavaa tasoa vas- 
taan. Tämä uusi taso, ollen 

kuvassamme itse paperin 
pinta, kohtaa koonia pit- 
kin kahta emää SG', SH' 
ja leikkaavaa tasoa pitkin 
suoraa AA’. Ajateltakoon 
vielä kaksi pyöriötä O, O', jotka kumpikin sivuavat suoraa 
AA’ sekä sivuja SG', SH’. Kun nyt kuvio pyörähtää SO'- 
akselin ympäri, muodostavat pyöriöt kaksi palloa, jotka sivua- 
vat koonia pyöriöissä GLH, G'L'H'. Leikkaava taso sivuaa 
toista palloa pisteessä I, toista pisteessä 2", ollen kohtisuo- 

rana pallojen säteille näissä pisteissä. 
Otetaan nyt mielin määrin piste M koonin ja tason 

leikkauskäyrällä ja yhdistetään MF, MF", MS. Viimeksi mai- 
nittu suora MS on emänä koonille ja sivuaa palloja pisteissä 
L, L'. Suorat MF ja ML, ollen samasta pisteestä vedet- 
tyjä tangentteja pallolle O, ovat yhtäsuuret; samoin ovat 
MF" ja ML' yhtäsuuret, sillä kumpikin sivuaa palloa O. 
Siis on 

Kuva 51. 

  
MF + MF’ = ML 4 ML' = LI.
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Mutta LZ' on vakinainen ja yhtäsuuri kuin GG", koska pyö- 
riöt GLH, G'L'W leikkaavat yhtäsuuria osia kaikista emä- 
viivoista; siitä päätämme, että leikkauskäyrällä olevan M-pis- 

teen välimatkat kahdesta kiinteästä pisteestä F, F" tekevät 

vakinaisen summan; tämä käyrä on siis ellipsi, jonka poltto- 

pisteinä ovat F ja F”. 

Vakinainen summa GG" on yhtäsuuri kuin isoakseli AA". 
Otetaan pois toiselta puolen AG, KG", toiselta näiden suu- 
ruiset AF, 4'F", niin ovat jäännökset AK ja FI" yhtäsuu- 
ret; AK on siis yhtäsuuri kuin polttopisteiden välimatka. 

2:0 Leikkaavan tason ja koonin akselin väli- 
nen kulma on pienempi emäkulmaa. — Taso sattuu 
kumpaankin vaippaan, leikkaamatta täydellisesti kumpaista- 

kaan. Leikkauksena on kaksi ääretöntä haaruketta. 

Kuvassa ajateltakoon leikkaava taso kohtisuoraksi pa- 
perin pintaa vastaan pitkin suoraa A4'. Pyöriöt O ja O' 

Tua. piirretään samalla tavalla kuin äskön- 
kin. Pyörähtämällä muodostavat nämä 
pyöriöt kaksi palloa, jotka sivuavat koo- 
nia pyöriöissä GLH, G'L'F' ja leikkaa- 
vata tasoa pisteissä F, F'. Viimeksi 
mainitun tason ja koonin leikkauskäy- 
rällä otetaan mielin määrin joku piste 

M, ja yhdistetään se pisteisin F, F' 
ja S. Silloin on: 
ME" — MF= ML' — ML=LL'=GG, 
s. o. leikkauskäyrällä olevan M-pisteen 
välimatkoilla kahdesta kiinteästä pis- 

teestä F, F' on vakinainen eroitus; 

tämä käyrä on siis hyperbola, jonka polttopisteinä ovat F ja F”. 
Vakinainen eroitus GG' on yhtäsuuri kuin transversaalinen 
akseli AA’, ja AK on = polttopisteiden välimatka FT”. 

3:0 Leikkaava taso on koonin sivun suuntai- 

nen (kuva 53). — Taso sattuu ainoastaan toiseen vaippaan, 
leikkaamatta sitä täydellisesti. Leikkauksen akseli AA’ (suora, 

jota myöten leikkaava taso ja kuviossa paperin pinta leikkaa- 
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vat toisiansa) on silloin saman- ere 
suuntainen kuin SZ; pyöriöistä — 
ei tule nyt kysymykseen muuta 
kuin toinen, 0. Sivuamispisteit- 
ten G, H kautta vedetään suora, 

joka kohtaa leikkauksen akselia 
pisteessä D. Otetaan nyt mie- 
lin määrin leikkauksella joku 
piste M, yhdistetään se pisteisin 
F, S ja vedetään kohtisuora MN 
akselille AA' ja suora NP sa- 
mansuuntaiseksi kuin DG, siis kohtisuoraksi koonin akselille ; 

siloin on AD= AG = AF, AN= AP ja 

MF = ML = PG = ND. 

  

  

Siis on välimatka leikkauksella olevasta pisteestä M kiinteään 

pisteesen F yhtäsuuri kuin se leikkaus-akselin osa, jota ra- 
joittavat ordinaata MN ja kiinteä piste D. Nämä ominai- 
suudet osoittavat leikkauksen olevan parabolan, jonka poltto- 
pisteenä on F ja jonka johtaja kulkee pisteen D kautta. 

Kun siis taso leikkaa koonillisen pinnan, niin on leik- 

kauksena joko ellipsi, hyperbola tahi parabola; näille 

onkin senvuoksi annettu yhteiseksi nimeksi koonilliset 
leikkaukset. Erikois-laatuina koonillisia leikkauksia on 
sitä paitsi pidettävä 1:o kaksi suoraa, jotka leikkaavat toi- 
sensa, 2:0 yksi suora, 3:o piste. Viimeksi mainitut leikkauk- 
set syntyvät, kun taso kulkee koonin kärjen kautta. 

92. Edellisessä $:ssä selitetty koonillisten leikkausten 
syntyminen herättää luonnollisesti kysymyksen, saattaisko 
mille koonille hyvänsä asettaa annetun ellipsin, hyperbolan 
tai parabolan. Tutkikaamme erittäin kutakin näistä käyristä. 

1:o Ellipsi. — Kolmiossa AA'K (kuva 51) on sivu 

AA" ellipsin isoakseli, sivu AK on polttopisteiden väli ja 
kulma AKA’ on komplementti koonin emäkulmalle. Taman 

kolmion saattaa aina tehdä, kun ellipsi ja koonin kulma ovat 
annetut. Sitten jaetaan sivu 4'K kahtia ja jakopisteestä
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vedetään kohtisuora: siten saadaan määrätyksi piste S ja 
välimatka ÅS sekä siis myöskin leikkaavan tason asema. 

2:0 Hyperbola. — Kolmiossa AA'K (kuva 52) ovat 
tunnettuja sivu AA’, joka on hyperbolan transversaalinen 
akseli = 2a, sivu AK, joka on polttopisteiden välimatka = %c, 
sekä kulma AK4A', joka on komplementti koonin emäkul- 
malle =909—y. Mutta koska annetun kulman vastainen 
sivu on pienempi, niin kolmion piirustaminen ei ole aina mah- 
dollista. Siihen on nimittäin tarpeellista, että a>ccosy 

elikkä, kun “ on cosini asymptootin ja hyperbolan-akselin 

väliselle kulmalle o, että cosm>cosy, siis että yoo. An- 
netun hyperbolan; saattaa siis asettaa semmoiselle koonille, 
jonka emäkulma ei ole pienempi kuin puolifasymptootien 
välistä kulmaa. 

3:0 Parabola. — Jos pallon keskiö O (kuva 53) yh- 
distetään pisteisin A ja G, niin syntyy kolmio, jonka kulma 
G on suora ja jossa sivu AG on neljännes parametria ja 
kulma O yhtäsuuri kuin koonin emäkulma. Piirustettuamme 
tämän kolmion, mikä aina on mahdollista, vedetään OS koh- 
tisuoraksi O4:lle, kunnes se kohtaa pitennetyn AG-sivun. 
Siten saadaan määrätyiksi piste S ja välimatka AS ja siis 

myöskin leikkaustason asema. 

Tästä seuraa, että annetulle koonille saattaa asettaa 
kaikki = ellipsit, kaikki parabolat ja ne hyperbolat, joissa 
asymptootin ja transversaalisen akselin välinen kulma ei ole 

isompi koonin emäkulmaa. 

Koonillisia leikkauksia tutkivat jo kreikkalaiset geometrit. 

Apollonio Pergalainen (v. 250 e. Kr.) on jälkeensä jät- 
tänyt teoksen kahdeksassa kirjassa, joihin hän on koonnut 
kaikki, mitä häntä ennen oli tästä asiasta tunnettu, ja omat- 
kin keksintönsä siinä. Häntä ennen olivat tutkinnon esi- 
neinä ainoastaan sellaiset leikkaukset, jotka syntyvät, kun 

leikkaustaso on kohtisuora koonin sivulle, s. o. emälle; sen- 

vuoksi jaettiin ne suorakulmaisen, teräväkulmaisen ja tylsä- 

kulmaisen  koonin leikkauksiin ja nimitettiin paraboliksi,
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ellipseiksi ja hyperboliksi aina sitä myöten kuin koonin 
kulma (emäkulma kaksinkertaisena) oli yhtäsuuri, pienempi 
tai suurempi kuin suora. Mutta Apollonio se ensimmäisenä 
todisti koonillisten leikkausten kaikki kolme laatua saatavan 

yhdestä koonista ja perusti parabolan, ellipsin ja hyperbolan 
nimet niihin ominaisuuksiin, jotka ovat mainitut 94 §:ssä. 

Toiseltakin kannalta nähdäksemme, missä yhteydessä 
koonillisten leikkausten eri lajit ovat keskenänsä, otamme 
ratkaistavaksi seuraavan probleeman. 

93. Haettakoon ura semmoiselle pisteelle P, 
jonka välimatkat annetusta pisteestä F ja anne- 
tusta suorasta SS' ovat toisiinsa vakinaisessa suh- 

teessa a fi PN 

Pisteestä F vedetään viiva DX kohtisuoraksi SS':lle 

ja määrätään siinä piste A, niin että kua si 
AF .. . ... Y 
D silloin on piste A myöskin g 

haetulla uralla. Mainittu piste A ote- N P   
taan originiksi, josta x-akseli laske- 
taan pitkin suoraa AX ja y-akseli 
kohtisuoraan sille pitkin viivaa AY. D x       

  Pisteen P koordinaatit tässä koordi- W 
naatistossa olkoot x, y ja välimatka s 
AF merkittäköön g. Ehdotuksemme 

WA Miseogiaig. mukaan on HIDE PID ja siis AD=". Koska nyt AM 

=a, MP = y, niin on FM=q—a, PN= MD =x +2 ja siis 

PN . n 

josta a 

V(x— 9? +? = ex + 9, 

(1) (1 — e?) 2—2 (1-H e) gx +y = 0,
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Siinä haetun uran yhtälö. Saadaksemme selville sen geome- 
trillistä merkitystä, muutellaan sitä eri lailla, aina sen mu- 

kaan kuin vakinainen suhde e on yhtäsuuri, pienempi tai 

suurempi kuin ykkönen. 
Jos e=1, saadaan edellisestä yhtälöstä 

y? = 4g%, 
ja tämä edustaa parabolata, jossa polttopisteen välimatka 

perästä on g. 

Muita tapauksia varten annamme yhtälölle (1) ensiksi 

seuraavan muodon 

1)? Lo) +yt=0, 
2 

josta, kun (1— e) E - lisätään kumpaankin jäseneen, 

saadaan " 

¢ Att TIN a = ate ee i Pa +y=d-4 (2) 
Jos nyt e<i, niin on 1—e positivinen suure ja sen- 

vuoksi saattaa panna 

a= 
yhtälöstä (2) tulee silloin 

(1N yö =(1.—e) ai. 
Siirretään nyt origini 4:sta siihen pisteesen suoralla AX, 
jonka abscissa on a, joten yhtälö sievistyy seuraavaksi 

(1— e)a? + y? = (1 — e?) a”. 

Kun viimein positivinen suure (1 —e?)a? merkitään 0?, josta, 

a? jän =. 

a eV 
a a 

niin saadaan 
= 

" + Ia 

joka osoittaa uran tässä v olevan ellipsin. Kaavat



= FW = 

oi il q=a(1 — e) 
a 

näyttävät, että e on ellipsin excentrisyys ja g polttopisteen 

välimatka perästä, ja siitä seuraa taas, että F on toinen 

polttopiste. Suoraa SS' sanotaan ellipsin johtajaksi. loi- 
sella polttopisteellä on eräs toinen johtaja; kumpikin johtaja 
on kohtisuorassa isoakselille, ja niillä on symmetrillinen 
asema ellipsin suhteen, jonka ulkopuolella ne kulkevat. 

Jos vihdoin e>1, niin sopii panna 

  
éG Iani 

jolloin a on positivinen; yhtälöstä (2) tulee silloin 

(2 —1) (7 + a)? — 4? = (e2— 1) 02. 

Originin siirtäminen siihen pisteesen x-akselilla, jonka abs- 
cissa on — a, sieventää yhtälön seuraavaksi 

1 1 a 

  

Kun positivinen suure (e2—1)a? merkitään 0?, josta 

p? Va? + 0? 
a 

2 SE, J e—1—=—,1 e= 
a? 

    
? 

saadaan vihdoin 

aal ti 
G0 

joka osoittaa haetun viivan tässä tapauksessa olevan hyper- 
bolan. Kaavoista 

gun fat 4 = a(e— 1) 
a 

näkyy, että e on hyperbolan excentrisyys ja g polttopisteen 
välimatka perästä, ja siitä taas seuraa, että F on toinen 

polttopiste. Suoraa SS' sanotaan johtajaksi. Toista poltto- 
pistettä vastaa eräs toinen johtaja; kumpikin johtaja on kohti- 
suorassa transversaaliselle akselille, ja niillä on symmetrilli- 
nen asema hyperbolan suhteen, jonka kumpaisenkin haaruk- 

keen välille ne lankeavat. i
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Haettu ura on siis kaikissa tapauksissa koonillinen 
leikkaus, nimittäin parabola, jos e= 1, ellipsi, jos e<1, hy- 
perbola, jos e>1. Kahdessa jälkimmäisessä tapauksessa on 

vakinainen suhde e ellipsin tai hyperbolan excentrisyys. Yh- 
denmukaisesti omannetaan parabolallekin excentrisyys e=1. 
Mitä näin on selville saatu, sopii lausua seuraavassa teo- 
reemassa: 

Koonillinen leikkaus on ura semmoiselle pis- 

teelle, jonka välimatkoilla annetusta pisteestä ja 
annetusta suorasta on toisiinsa vakinainen suhde. 
Annettu piste on polttopiste, annettu suora joh- 
taja ja vakinainen suhde koonillisen leikkauksen 
excentrisyys. 

94. Koonillisen leikkauksen yhtälö, perän ol- 

lessa originina, on, niinkuin näimme (1), 

(1-—e2)x2-—2(1Fe)4x+y?=0, 

jolloin e on excentrisyys ja q polttopisteen välimatka pe- 
rästä elikkä polttoväli. Pantuamme x = g, tulee y = puoli 
parametria = p, ja sijoitettuamme nämä arvot saamme 

(1—.e9 9? — 2(1+ e) + p? =0, elip? = (1+2e+ e?) q”, josta 

p=(1+099. 
Yhtälön (1) saattaa siis myöskin kirjoittaa näin 

(1— e?) 2? — 290 + y?=0 
eli 

(3) y= Apr (1 e)a. 

Tämä kaava näyttää, missä yhteydessä koonillisten leik- 
kausten eri lajit ovat keskenään. Suure 2px merkitsee 
suorakulmiota parametrilla ja abscissalla. Parabolassa on 
ordinaatan neliö yhtäsuuri kuin tämä suorakulmio; ellipsissä 
se on pienempi, hyperbolassa isompi sitä. Tästä johtuvat, 

kuten Pappus selittää, nimitykset ellipsi, parabola ja hyper- 
bola (maoafBol = yhtäsuuruus, F4erWg = puute,-vasopoln = 
liika). 

Jos samalle akselille tehdään samalla perällä useampia 

koonillisia leikkauksia, joilla ovat yhtäsuuret parametrit, mutta
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erisuuret excentrisyydet, niin sivuavat ne kaikki toisiansa 
perässä, mutta hajauvat tästä pisteestä lähtien; ellipsit jää- 

vät kokonansa parabolan sisäpuolelle, hyperbolat kokonaan 
sen ulkopuolelle. Mitä enemmin ellipsin excentrisyys kasvaa 

' ja mitä pienemmäksi hyperbolan excentrisyys käy, sitä lä- 
hemmälle parabolata ne tulevat; parabolata sopii senvuoksi 
pitää ellipsin vaihevälinä hyperbolaan. 

Kun parametri 2p katoaa, syntyy muutamia koonillis- 
ten leikkausten sivulajeja. Minkälaatuisia ne ovat, sen saat- 
taa suorastansa nähdä yhtälöstä (3), jonka muoto silloin on 

y=+xf/e-1. Tämä yhtälö edustaa kahta suoraa, jotka 
leikkaavat toisiansa, jos e>1; mutta jos e =1, niin sanottu 
yhtälö osoittaa yhtä suoraa, nimittäin x-akselia. Kun e<1, 

niin toteutuu mainittu yhtälö ainoastaan yksityisarvoissa 
x=0, y=0; se osoittaa silloin ainoastaan pistettä, nimit- 

täin originia. ; 

95. Koonillisen leikkauksen yhtälö polaari- 
sissa koordinaateissa. — Se saataisiin yhtälöstä (1) 
muuttamalla koordinaatit, mutta me otamme johdattaaksemme 
sen suorastansa 93 §:ssi selitetystä yleisestä ominaisuudesta, 
jonka mukaan välimatka jostakin P-pisteestä (kuva 54) koo- 
nillisella leikkauksella polttopisteesen 7’ ja välimatka samasta 

pisteestä johtajaan SS" ovat toisiinsa vakinaisessa suhteessa 
=e. Koordinaateiksi P-pisteen määräämiselle otetaan väli- 

matka polttopisteestä eli radius vector PF=r sekä poltto- 
säteen ja polttovälin muodostama kulma PFA =v. Senjäl- 
keen vedetään PM ja PN kohtisuoriksi akselille ja johta- 

jalle Silloin on FM=rcosv, FA =g, AD= 2 sekä PN 

=DA+ AF—FM= q+" —rcosv, josta 

PR r 
= eas eC) 

5 a+ L—reoso 

elikkä, vähitellen sieventämällä,
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;"=(1+3)g—6;—60872, 

(1+660827)7"=(1+6)g, 

ee et 
(4) = 13200080 

Siinä yhtälö poolaarisissa koordinaateissa (r, v) koonilliselle 
leikkaukselle, jonka excentrisyys on e ja polttoväli g. Jos 
viimeksi mainitun suureen sijaan tahdotaan panna parametrin 
puolikas p, niin huomattakoon vaan, että kun v = 90", on 

r=p; sijoitettuamme nämä arvot edelliseen kaavaan, saamme 

p=(1+e)g Yhtälön (4) saattaa siis myöskin kirjoittaa näin: 

i E 
(5) L T1+ecosv 

jossa p = puoli parametria. 
Parabolassa on e=1 ja siis 1+ecosv=1 + cosv 

=% 008%, ; sen polaari-yhtälö on siis [vrt. (4)] 
Q 

  r= 7 s 
v 

cos? — 
2 

Ellipsissä on e<1 ja siis 1 +ecosv sekä r positivisia 
kaikissa v:n arvoissa. Määrätäksemme, kuinka pitkä on iso- 

akseli 2a, huomattakoon, että tämä on yhtäpitkä kuin ne 

polttosäteet yhteensä, jotka vastaavat kulmia v =0 ja v =1800. 

Siis [katso kaavaa (5)] kun v = 0, onr = n ja kun v = 180°, 

Om = 25 tästä saadaan 

i 2 
Ba et ie eee el p= a(1 —e?’). 

1+e 1—e 1—ée 

Ellipsin polaari-yhtälönä on siis myöskin 

aal aal 
= 1+ecosv 

Hyperbolassa on e>1, ja 1 + ecosv on positivinen kai- 
kissa v-kulman arvoissa, jotka ovat pienemmät kuin 90%.



Kun v käy suuremmaksi kuin 90% on 1+ecosv edelleen 
positivisena, kunnes se katoaa, kun v saa semmoisen arvon g, 

että 08 a = Kun % vieläkin kasvaa, käy 1+ecosv 

negativiseksi.  Polttosäde saa siis myöskin yhtälön (5) mu- 
kaan sekä positivisia että negativisia arvoja. Kun v kasvaa nol- 

lasta arvoon a, kasvaa v arvosta ie äärettömiin Airet- 

tömän kaukana olevan pisteen polttosäde on nähtävästi asymp- 
tootin suuntainen, ja siitä päätetään, että asymptooti tekee 
transversaalisen akselin kanssa kulman 180°— a, jonka co- 
.. 1 i 5 . 

sini on —. Kun v tulee isommaksi kuin œ, muuttuu 7 nega- 
C 

tiviseksi; s. o. hyperbolan piste ei ole enää sanotun v-kulman 
määräämällä säteellä, vaan sen pitennyksellä vastaiseen suun- 
taan polttopisteestä. Positiviset v-suureen arvot kuuluvat 
hyperbolan toiseen, negativiset toiseen haarukkeesen. Hyper- 

ahi 
e+ 

kaisemmassa on v= 180" ja TT Näiden arvojen eroi- 

tus on transversaalinen akseli; sen pituus on siis 

bolan lähimmässä perässä on v = 0 ja siis (5) r = kau- 

Pp p 2; 
OE ee 2, josta py = a(e?— 1). 1 01] josta wn (e 1)   

Hyperbolan polaari-yhtälön saattaa siis myöskin kirjoittaa 

(N 
14 ecosv' 

ja tässä muodossaan sillä on suurin yhtäläisyys ellipsin äs- . 
kön mainitun yhtälön kanssa. 

  

Kaksiasteisen yhtälön geometrillinen merkitys. 

96. Kaksiasteisella yhtälöllä kahden tuntemattoman 

välillä on yleisenä muotona 

(1) 4x2+ By2 +20xy +2Dx+2Ey+F=0,



= itd = 

jossa eri terminien koefficienteillä saattaa olla mimmoisia 
todellisia positivi- tai negativi-arvoja hyvänsä. Yksi tai 
useampi näitä koefficienttejä saattaa olla nollakin. Sitä 
tapausta ei meidän kumminkaan tarvitse lukuun ottaa, jol- 

loin A, B, € yht'aikaa ovat nolla, sillä silloin olisi yhtälö 
yksiasteinen. Murtolukujen välttämiseksi muutamissa muu- 
toksissa vast'edes, on muutamat koefficientit jo ennakolta 
kerrottu 2:lla. 

Saadaksemme helpommin selville, mikä geometrillinen 
merkitys tuollaisella yhtälöllä on, otaksutaan ensinkin x ja 
y suorakulmaisiksi koordinaateiksi. Sopivalla tavalla muut- 
taen akselien suunnan, saattaa aina poistaa sen terminin, 

jossa on koordinaatien tulo 2y. Kääntyköön sitä vasten koor- 
dinaatisto originissa kulmalla & positiviseen suuntaan. Uudet, 
myöskin suorakulmaiset x- ja 4-akselit tekevät nyt alkupe- 
räisen +-akselin kanssa kulmat & ja 909 + a; siis (10 §, 2:0) 
saadaan entisten koordinaatien ja uusien koordinaatien x', y 
välille seuraavat suhdat 

X =X 080 —y' sind, 

Yy = œ" sina +y cosa. 

Sijoitettuamme nämä arvot yhtälöön (1), saa se muodon 

(2) Mx?+ Ny"? 4+2Px'y' + 26x' + 2Hy' +F=0, 
jossa 

M= Acos?a+ Bsin?« + Csin2ea, 

(3) N = A sin? &« + Bcos?a— Osin 2a, 
2P = (B— A)sin 20 + 2C cos 2a. 

Kun nyt « määrätään semmoiseksi, että 

(A— B) sin 2a = 2C cos 2a, 
eli 

2C 
tang 20 = Aaa 

mikä aina onkin mahdollista, niin katoaa P ja yhtälöstä (2), 
poisjättämällä aksentit, tulee 

(4) Ma? + Ny? + 2Ga + 2Hy + F=0.
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Jos ei koefficienteistä M, N kumpikaan ole nolla, niin saat- 
taa originia siirtämällä tästä yhtälöstä vieläkin poistaa ne 
terminit, joissa &% ja y ovat yksiasteisia. Yhtälön (4) saat- 
taa nimittäin silloin kirjoittaa myöskin näin: 

Kun nyt origini siirretään siihen pisteesen, jonka koordinaa- 

wif — He ja merkitään oikea jäsen lyhyyden vuoksi 

K, saadaan uusien koordinaatien välille seuraava yksinker- 
tainen suhta 

(D M? + Ny? = K. 

tit ovat 

Jos sitä vastoin jompikumpi koefficienteistä M, N olisi 
= 0, niin ei tämä muutos enää kävisi laatuun, sillä piste 

M N 
tapauksessa saattaa yhtälön (4) supistaa kaksi-terminiseksi. 

Olkoon esim. N= 0, silloin saattaa yhtälön (4) kirjoittaa 

(=5; m olisi silloin äärettömän kaukana. Mutta tässä 

12 2 . 

"(24772) + 23"+I—;;; =0, 

josta ad 
2 

Me +355) a ez (y+ SHM =) = 0. 
Siirretään nyt vaan origini siihen pisteesen, jonka koordinaa- 

G? — MF 
tit ovat — sarat Min saadaan yhtälölle yksinkertai- 

nen muoto : 

dy Max? + 2Ay = 0. 

Viimeksi mainittu muutos olisi mahdotonta ainoastaan 
silloin, kuin paitsi N myöskin H olisi nolla; mutta silloin 

saataisiin yhtälö Mz? = K, ja tämän muodon sisältää jo I. 
Yleiselle kaksiasteiselle yhtälölle saattaa siis koordinaa- 

teja muuttamalla aina antaa jommankumman muodoista (1), 

(ID. Sen geometrillinen merkitys on nyt silmiinpistävä. 

8
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Tutkittakoon aluksi yhtälöä (I), ja olkoot ensiksi M 
ja N yhdenmerkkisiä. Jos silloin suureella K on vastainen 
merkki, niin yhtälö lausuu mahdottomuuden, eikä sillä siis 

ole mitään geometrillistä merkitystä. Kun K=0, saattaa 

yhtälön toteuttaa ainoastaan arvoilla z = 0, y = 0; se edustaa 
silloin pistettä, nimittäin originia. Mutta kun K on saman- 
merkkinen kuin M ja N, niin osoittaa yhtälö (I) ellipsiä. 
Tämä ellipsi muuttuu kahdeksi yhdensuuntaiseksi suoraksi, 
jos toinen koefficienteistii M, N on nolla, ja nämä suorat 

yhtyvät, jos samassa myöskin K on nolla. 
Jos sitä vastoin M ja N ovat erinmerkkisiä, niin yh- 

tälö (I) osoittaa hyperbolata. Kun K=0, muuttuu hyper- 

bola kahdeksi suoraksi, jotka leikkaavat toisiansa. 
Yhtälö (ID) merkitsee yleensä parabolata, joka, kun 

H=0, supistuu yhdeksi suoraksi. 
97. Saattaaksemme annetusta yhtälöstä (1) suoras- 

taan päättää, mikä näistä tapauksista milloinkin on olemassa, 
palaamme kaavoihin (3), jotka osoittavat, missä yhteydessä 
ovat keskenänsä uudet koefficientit M, N, P ja alkuperäiset 

A, B, C. Sanotuista kaavoista johdetaan yhteenlaskun ja vä- 

hennyksen kautta 

M+N=44+4%5, 

M— N= (A— B) cos 20 + 20 sin 20, 

2P = — (A — B) sin 2a + 2C cos 2a. 

Kaksi jälkimmäistä yhtälöä, koroitettuina neliöön ja yhteen- 
laskettuina, antavat 

(M-N)? + 4P? = (A— B)? + 4C, 

ja kun tämä otetaan yhtälöstä 

(M+ N)? = (A 4- B)”, 

niin saadaan vihdoin 

MN— P? = AB— C. 

Kaikki nämä suhteet ovat voimassa, olkoon o-kulmalla miki 

arvo tahansa; mutta kun nyt tämä kulma on määrätty sem- 

moiseksi, että P katoaa, niin saadaan viimeisestä kaavasta 

N= AB — C.
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Tästä näkyy, että JM ja N ovat yhden- tahi erinmerkkisiä 
sitä myöten kuin AB — (€? on positivinen tahi negativinen, 

kuin myöskin, että jos AB — C? = 0, niin MN on nolla ja siis 
joko M=0 tahi N = 0. Geometrillinen merkitys yhtälössä (1) 
riippuu siis siitä, mikä merkki on suureella AB — C, ja me 
saatamme tutkimuksemme seuraukset yhdistää seuraavalla 
tavalla. 

Yhtälön 422—+ By?+4 2Cry 4 2Dx + 2Ey + F=0 geo- 
metrillisenä merkityksenä on: 

ellipsi, 

piste, kun AB — C2>0, 
ei mikään, 

hyperbola, 
kaksi suoraa, jotka > kun AB—C?<0, 

leikkaavat toisiansa, 

parabola, 
kaksi yhdensuuntaista ; 

suoraa, > kun AB—(02=0. 
suora, " 
ei mikään. 

98. Tähän saakka olemme ehdottaneet koordinaatit 
suorakulmaisiksi. Jos sitä vastoin x ja y yhtälössä (1) oli- 
sivat vinokulmaisia koordinaateja, niin käy ne muuttaminen 

suorakulmaisiksi tämänmuotoisella sijoituksella: 

x = mx" ny, 
y =m'x' +n'y. 

Koska tämmöinen linjallinen muutos ei saata isontaa eikä 
pienentää yhtälön astelukua, niin seuraa siitä, että kaksias- 

teinen yhtälö vinokulmaisissakin koordinaateissa, jos sillä 
vaan on mitään merkitystä, edustaa koonillista leikkausta 
tahi jotakin sen sivulaatuja. 

Yleisessä kaksiasteisessa yhtälössä on kuusi koeffi- 

cienttiä; mutta kun koko yhtälön saattaa jakaa yhdellä niistä, 
niin ei siinä oikeastaan olekaan kuin viisi toisistansa vapaäta 

koefficienttiä.  Koonillisen leikkauksen täydelliseksi määrää- 
miseksi on siis yleensä viisi ehtoa tarpeen ja kylläksi; mutta
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ne saattaa valita äärettömän monella eri tavalla. Niin saat- 
taa esimerkiksi vaatia, että koonillinen leikkaus kulkisi vii- 

den annetun pisteen kautta tahi sivuaisi viittä annettua suo- 
faa jie 

Yhdeksäs Luku. 

Harmonillisia ominaisuuksia kaksiasteisilla viivoilla. 

99. Harmonilliset pisteet. — Suureet a, O, c,... 

ovat harmonillisessa sarjassa%) silloin kuin niiden vas- 
" 111 " .. 

tavuoroiset arvot aap GR a muodostavat aritmetillisen 

sarjan. 

Kun kolme suuretta a, b, c ovat harmonillisessa sarjassa, 

sanotaan keskimmäistä toisten harmonilliseksi keski- 
suhdeluvuksi. Silloin on 

A 
a RE 

josta 
112 
n home! 

Neljä pistettä A, B, €, D samalla suoralla ovat har- 

monillisia pisteitä, kun välimatkat AB, AC, AD äärim- 
mäisestä muihiin kolmeen muodostavat harmonillisen sarjan. 

4 1 1 .. " 
Koska vastavuoroiset arvot AB” AC AD silloin tekevät 

aritmetillisen sarjan, niin on 

al slaeablll 
AB AC” AG AD’ 

+) Nimitys lainattu musiikista. Kun soittokieli antaa perättäin 
duurillisen kolmiäänen kolme säveltä, esim. ut, mi, sol (C, E, &), 

ovat värähtelevät pituudet toisiinsa niinkuin 1, 1, 1, ja näiden lukujen 

vastavuoroiset arvot 4, 5, 6 ovat aritmetillisessä sarjassa.



= MHP = 

josta 
AC— AB AD — AC 
AB JAG, AO AD 

elikkä, kun AC—AB= BC ja AD— AC = OD, 

BC CD) 

AB. AD 
se on 

AB. BO = AD? DC: 

Tästä näkyy, että pisteet A, B, C, D ovat harmonillisia, jos 
matkat pisteestä B pisteisin A ja € ovat toisiinsa niinkuin 
matkat pisteestä D pisteisin A ja €. Pisteet A ja € ovat 
silloin liittolaisia, samoin myös pisteet B ja D. "Tuskin 
tarvitsee huomauttaa, että pisteet, jotka ovat harmonillisia 

jossakin suunnassa (A, B, C, D), myöskin ovat harmonillisia 
vastaisessa suunnassa (D, €, P, A). 

Liitto-pisteistä B ja D lankeaa toinen välttämättömästi 

pisteiden A ja C väliin, toinen niiden kumpaisenkin ulko- 
puolelle. Seuratkoot pisteet toisiansa järjestyksessä A, B, 
C, D. Yllämainitussa analogiassa AP:BPC=AD:DC on 
silloin kolmas termini suurin ja siis toinen termini pienin; 
BC on siis pienempi kuin sekä AB että CD. Keskimmäi- 
set pisteet ovat siis lähemmällä toisiansa kuin kumpaakin 
äärimmäistä pistettä. Liitto-pisteet BP ja D lähenevät yht- 
aikaa niiden välillä olevaa pistettä O tahi etenevät siitä yht'- 
aikaa; kun B yhtyy pisteesen O, niin yhtyy myöskin D sii- 
hen, mutta kun PB on A:n ja C:n keskivälissä, on piste D 
äärettömän kaukana. 

Merkitkööt x, y, ja %,, y, koordinaateja kahdelle pis- 

teelle A ja C; näiden yhdistyssuoralla otetaan piste P kah- 
den ensinmainitun välillä ja toinen piste D niiden kumpai- 

senkin ulkopuolella, niin että AB:BC=AD:DC=1:1; 
silloin ovat koordinaatit pisteille B ja D respective (12 8) 

D I Mea AY a RTA 06 JU: 
as VR pede aaah 

Siinä nyt koordinaatit kahdelle pisteelle, jotka ovat harmo- 

nillisia pisteille (£,, 4,) ja (%,, y). Kun 4 pannaan vaihtu- 
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maan nollasta äärettömiin, niin saadaan siten kaikki sellaiset 

pisteparit edustetuiksi. 
100. Harmonillinen kimppu. — Neljä suoraa OA, 

OB, OC, OD, jotka lähtevät samasta pisteestä O, ovat har- 

monillisia säteitä ja tekevät harmonillisen kimpun, 
jos sinit niille kulmille, jotka kaksi näistä suorista OB, OD 
tekevät toisten kahden, OA:n, OC:n, kanssa, ovat suhteellisia, 

sin AOB : sin BOC = sin AOD : sin COD. 

Säteitä OA ja 00 sanotaan liittolaisiksi; samoin säteitä 
OB ja OD. " ; 

Harmonillisen kimpun leikkaa mikä suora (trans- 

versaali) hyvänsä neljässä harmonillisessa pisteessä 
Kuva SK A, B, C, D. — Sinit kulmille AOB, 

0 BOC nimittäin ovat toisiinsa niinkuin 

/ J pisteestä B säteille OA, OC vedetyt 
(N kohtisuorat, ja sinit kulmille AOD, 

iS COD ovat toisiinsa niinkuin kohti- 
A a 

I 

fa aa, suorat pisteestä D samoille säteille 

A OA, OC. Koska nyt nämä neljä siniä 
ovat suhteellisia, niin ovat sanotut 

neljä kohtisuoraakin suhteelliset. Mutta kohtisuorat pisteistä 
PB ja D säteelle OA ovat toisiinsa kuin AB: AD ja kohti- 
suorat pisteistä B ja D säteelle OO toisiinsa kuin BC: CD; 
senvuoksi on AB: BO= AD: DC, ja puheenaolevat neljä 
pistettä siis harmonilliset. 

Pisteestä O neljään harmonilliseen pisteesen 
A, B, €, D vedetyt suorat tekevät harmonillisen 
kimpun. — Analogiasta AB: BC= AD: DC seuraa nimit- 
täin ensin, että kohtisuorat pisteistä B ja D säteille OA ja 
OC ovat suhteellisia, ja siitä sitten päätetään, että sinit kul- 
mille AOB, BOC, AOD, DOC myöskin ovat suhteelliset. 

Harmonillisella kimpulla on muutamia samanlaatuisia 

yleisiä ominaisuuksia kuin harmonillisilla pisteilläkin. Kah- 
desta liitto-säteestä lankeaa toinen kahden toisen väliin, to1- 

nen näiden kumpaisenkin ulkopuolelle. HLiitto-säteet OB, 
OD lähenevät yht'aikaa heidän välillänsä olevata sädettä OC 

tai etenevat siitä yht'aikaa. Tässäkin on kaksi rajatapausta: 

  

x
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1:0 säteet OB ja OD yhtyvät yht'aikaa säteesen OC; 2:0 
jos OB lankeaa OA:n ja OC:n keskivälille, niin tulee OD 
kohtisuoraksi säteelle OB. Kaikki tämä seuraa välittömästi 
itse harmonillisten säteiden määrityksestä. 

Suora, joka on samansuuntainen kuin joku säde har- 
monillisessa kimpussa, leikkaa muut kolme sädettä pisteissä, 
jotka ovat yhtä kaukana toisistansa. Sillä jos transversaali 
AD olisi samansuuntainen kuin OD, niin jäisi leikkauspiste 
D äärettömän kauas, ja liittolainen B-piste lankeaisi keski- 

välille pisteitä A ja C. 
101. Harmonillisten suorain yhtälöt. — Olkoot 

A=«xcosa+ycosB —p=0, A’ =axcose’ + ycosp'—p’ =0 

perusmuotoisia yhtälöitä kahdelle suoralle; yhtälö A =44" 
edustaa silloin uraa sille pisteelle, jonka välimatkoilla näistä 

A 
massa A:n ja A':n muodostamassa ristikulmaparissa kuin ori- 
ginikin taikka toisessa parissa, sitä myöten kuin À on posi- 
tivinen tai negativinen. Tämä ura on nähtävästi suora viiva, 

joka kulkee suorain A ja A’ leikkauspisteen kautta, ja tekee 
niiden kanssa kulmia, joiden sinit ovat toisiinsa kuin 4:1. 

Tästä nähdään, että yhtälöt 

A—14'=0, A+14'=0 

edustavat kahta liitto-sädettä, jotka yhdessä annettujen suo- 
rain (4=0, 4'=0) kanssa tekevät harmonillisen kimpun. 

Jos annettujen suorain yhtälöllä on joku toinen muoto 
L= 4x+ By+C=0, L'=4'2+By+C'=0, 

niin tulevat ne perusmuotoisiksi, kerrottuina eräillä vakinai- 

silla tekijöillä R, R'. Yhtälöt 
L=0, L'=00E 11 =0,L+10—=0 

merkitsevät silloin myös neljää harmonillista suoraa, joista 
kaksi ensimmäistä ja kaksi jälkimmäistä ovat liittolaisia; 
mutta sinien suhde ei ole enää %:1, vaan 4R: R'. Sen nä- 

kee heti, kun yhtälöt kirjoitetaan näin 

RL =0, RL 20, BEFAR RE =0, 

suorista on toisiinsa vakinainen suhde —, = 2 ja joka on sa-
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102. Täydellinen nelisivukas. — Neljän epämää- 
räisen suoran M, N, P, Q sanotaan muodostavan täydellisen 
nelisivukkaan. Ne leikkaavat toisiansa kuudessa pisteessä, 
joihin siten syntyy kolme paria vastakkaisia kulmia A, B; 

Kuva 56. C, D; E, F. Näiden yhdis- 
tyssuorat muodostavat kolme 
diagonaalia, jotka tarpeeksi pi- 
tennettyinä leikkaavat toisiansa 
kolmessa pisteessä O, 0,, O,. 

Olkoot M=0,° N=0, 
P=0, 0=0 yhtälöitä maini- 
tuille neljälle. suoralle M, N, 

P, Q; silloin saattaa diago- 
— naalin AB merkitä sekä yhtä- 

P 0, löllä mM—nN= 0 että yhtä- 
lola pP—qQ=0, joissa m, n, p, q ovat eräitä vakinaisia 

lukuja. Koska nämä kaksi viimeksimainittua yhtälöä kum- 
pikin edustavat samaa suoraa, niin ei niiden välillä saata 
olla muuta eroitusta kuin joku vakinainen tekijä, ja jaet- 
tuamme tällä tekijällä, saamme yhtälöt aivan identtisiksi. Tä- 
män jaon saatamme ajatella jo tapahtuneeksi, niin että meillä 
on identtisesti 3 

mM-—nN=pP— 90 

  

ja siitä 

mM—pP=nN—qQ, mM + qQ=nN-+ pP. 

Helposti huomaa, että yhtälöt 

mM—nN=0, mM—pP=0, nN+pP=0 

silloin järjestyksessä edustavat kolmea diagonaalia AB, OD, 
EF. Yhtälö 

mM+nN=0, 

joka on syntynyt kahden jälkimmäisen yhdistämisellä, mer- 
kitsee siis suoraa, joka kulkee CD:n ja EF:n leikkauspis- 
teen, se on pisteen O,, kautta; se kulkee sitä paitsi sen 

pisteen kautta, jossa suorat M=0, N==0 leikkaavat toi- 

sensa, siis pisteen A kautta. Viimeksi mainittu yhtälö edus- 
taa niin muodoin suoraa AO,
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Näistä neljästä suorasta AD, AC, AO, AO,, jotka lih- 
tevät pisteestä A, saamme ensimmäiselle ja toiselle TI 
N=0, M=0; kolmannelle ja neljännelle mM—nN= 
mM-+nN=0; siitä saatamme päättää, että nämä suorat a 

kevät harmonillisen kimpun ja että siis pisteet D, O, C, O, 
kuin myöskin pisteet F, 0,, E, O, ovat harmonillisia. Tästä 
taas seuraa, että suorat FD, FC, FO, FO, myöskin muo- 
dostavat harmonillisen kimpun ja että siis pisteet A, O, B, 

O, ovat harmonillisia.. Täten päädymme seuraavaan tärkeään 
teoreemaan : 

Täydellisessä nelisivukkaassa ovat kunkin dia- 

gonaalin päät sekä sen ja kahden toisen diagonaa- 
lin leikkauspisteet harmonillisia pisteitä, joista 

kaksi edellistä keskenänsä ja kaksi jälkimmäistä 
keskenänsä ovat liittolaisia. 

Lyhemmin: kaksi diagonaalia jakavat kolman- 
nen harmonillisesti. 

Nyt saatamme helposti löytää neljännen harmonikaalin 
kolmelle pisteestä A lähtevälle suoralle AÐ, AB, AC. Jos- 
takin pisteestä P sillä suoralla, jonka liittolainen on etsittä- 
vänä, vedetään suorat CF, DF mielin määrin; yhdistetään sit- 

ten pisteet €, D, E, F, joissa nämä leikkaavat toiset kaksi an- 
nettua sädettä, ja pitennetään suorat CD, EF kunnes yhtyvät 
pisteessä O,; suora 40, on silloin haettu neljäs harmonikaali. 

103. Koonillisen leikkauksen ja suoran leik- 
kauspisteet. — Koonillista leikkausta edustaa yleensä, 
niinkuin olemme nähneet, kaksiasteinen yhtälö 

(1) U=Ax?+ By? + Cry + 2Dx + 2ky + F=0, 

jonka vasen jäsen lyhyyden tähden merkitään: U. Sijoitet- 
tuamme sen ohella seuraavat lyhennykset 

( X= Ax + Cy+ D, 

(2) Y= Cx + Byt E, 
P=Dx+ Ey + F, 

saattaa ensimmäisen yhtälön kirjoittaa 
(3) U=Xx+ Yy+P=0, 

jossa X, Y, P ovat algebrallisia yksiasteisia funktioneja suu- 
reista x ja y.
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Etsikäämme nyt leikkauspisteet, joissa toisensa leik- 
kaavat täten määrätty koonillinen leikkaus ja eräs suora, 
joka kulkee kahden mielin määrin otetun pisteen (%,, 4), 
(z,, 4) kautta. Tällä suoralla olevan kolmannen pisteen 

koordinaateille saadaan yleensä lausekkeiksi 

mh, + ne, my, + ny, 

E ju 0 IVE ypo 
jossa n:m näyttää missä suhteessa toisiinsa ovat kolmannen 
pisteen välimatkat kahdesta annetusta (x, y) ja (%, Y). 
Ajatellaanpa nyt, että tämä kolmas piste onkin itse koonil- 

lisella leikkauksella; saadaksemme tietää, millaiseksi suurei- 

den m ja m välinen suhde silloin käy, sijoitamme äskön saa- 
dut x:n ja y:n arvot yhtälöön (1), joka silloin järjestettynä 
suureiden m ja n» arvokertain mukaan, saa muodon 

0=(42,2+ By? + 20x,y, + 2Dx, + 2Ey, + F) m? 

+2[42,x, +By,y, + Cay, +4,X,) + D(2,+24,)+Hly,+4)+F]mm 
+ (Aw? + By? + 20x,y, + 2Dx, + 2Fy, + F)n2. 

Koefficientit suureille m? ja n? saadaan, kun annetun 
yhtälön vasemmassa jäsenessä U suureet x ja y sijoitetaan 
suureilla respective %,, y, ja x,, y,; nämä koefficientit ovat 
siis ne arvot, jotka U saa pisteissä (x,, y,) ja (x, y). Koef- 

ficientti suureelle 2m on symmetrillinen indicien 0, 1 suh- 

teen, ja sen saattaa kirjoittaa joko 

(Ax, + Cy, + D) x, + (Cr, + By, + E)y, + Dx,+ Ey, + F 

tahi s 

(Ax, + Cy, + D) x, + (Cr, + Py, + E)y, + Dx, + Ey, + F. 

Merkitkööt nyt U, X,, Y,, P, niitä arvoja, jotka funktio- 
nit U, X, Y, P saavat, pisteessä (s 4:),e)8 10 1 X vanki, 
samain funktionien arvoja pisteessä (x,, y); edellinen yhtälö 

supistuu siten seuraavaksi 

(4) U,m?42(X,x; + Yy + P)mn+ Un?=0. 

Jaettuamme suureella n? saamme kaksi arvoa suhteelle n 

  

ja siitä päätämme, että koonillinen leikkaus ja suora 

leikkaavat toisensa kahdessa pisteessä, jotka kum-
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minkin yksityisissä tapauksissa saattavat yhtyä tai olla aat- 

teisia. 
Seuraava tutkimus kun pääasiallisesti perustakse juuri 

suureen 2mn koefficienttiin, niin huomattakoon siitä vielä, 
ettei se muutu, vaikka %,, , ja %,, y, vaihdetaan keskenään, 
joten meillä siis identtisesti on 

XL, E By SPP Bae Vy iAP 

104. Harmonilliset polit ja polaarit. — Edelli- 

sessä §:ssä tarkastettu suora leikkaa koonillisen leikkauksen 
kahdessa pisteessä, jotka ovat harmonillisia pisteille (z,, 4,) 

ja (%,, 4), jos yhtälöstä (4) saadut kaksi arvoa suhteelle = 

ovat keskenään yhtäsuuret ja vastaismerkkiset, s. 0. jos nii- 
den summa on nolla, ja tämä tapahtuu joka kerta kuin toi- 
sen terminin koefficientti katoaa, se on joka kerta kuin pis- 

teet (x, y,) ja (x, y,) ovat semmoisessa asemassa, että ehto 

(5) KUTI 2-0 

on täytettynä. 

Kahden pisteen sanotaan olevan harmonillisia poleja 
koonilliselle leikkaukselle, jos koonillinen leikkaus jakaa 
harmonillisesti niiden yhdistyssuoran. Yhtälö (5) sisältää 
siis ainoan tarpeellisen ehdon harmonilliselle poli-parille. Jos 
toinen poli (x. y) on annettu tai otettu mielin määrin, niin 
saattaa toisena (x,, y,) olla mikä piste tahansa, jonka koor- 
dinaatit vaan toteuttavat yhtälön 

(6) Ker Yy + P=0i 
Tämä on yksiasteinen x:n ja y:n suhteen ja edustaa siis suo- 
raa; koefficientit X,, Y,, P, riippuen ainoastaan annetun pis- 
teen koordinaateista x, y, ovat nimittäin vakinaisia. Tätä 

suoraa sanotaan polaariksi pisteelle (x, y,), ja tata pis- 
tettä taas poliksi suoralle (6). Annetun pisteen polaari on 

siis sen polin ura elikkä, toisin sanoen, ura neljännelle har- 

monilliselle pisteelle annetun pisteen kautta vedetyillä sä- 
teillä; ja tämä ura on, niinkuin todistettiin, suora viiva. 

Kullakin pisteellä (x,, y,) suoraa viivaa (6) on myöskin 
oma polaarinsa, jonka täytyy kulkea pisteen (x, y,) kautta,
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koska tämä piste on yksi pisteen (x,, y,) poleista. Päinvas- 

toin on kullakin suoralla, joka kulkee pisteen (x, y,) kautta, 
oma polinsa suoralla (6), koska tämän polin täytyy välttä- 
mättömästi myöskin olla harmonillisena polina pisteelle 
(x,, y,). Sanalla sanoen: " 

Pisteen kulkiessa jotakin suoraa pitkin, kään- 

tyy sen polaari eräässä pisteessä, joka on poli sa- 
notulle suoralle. " 

Suoran kääntyessä jossakin pisteessä, muodos- 

taa sen poli suoran, joka on polaari sanotulle pis- 
teelle. 

105. Polion toisinaan kauempana, toisinaan lähempänä 

polaaria, aina sitä myöten, missä asemassa se on koonillisen 

leikkauksen suhteen; saattaa se olla itse polaarillakin. Ehto 

sen yhtymiselle polaarin kanssa saadaan yhtälöstä (6), kun 
vaihtuvat koordinaatit x, y sijoitetaan polin koordinaateilla 
X, Y; Siten tulee 

E 
ja tämä, niinkuin (3) osoittaa, lausuu, että (4, y) on piste 
koonillisella leikkauksella. Kukin sellainen piste on siis 

omalla polaarillansa. Tässä tapauksessa on polaarillakin mer- 
killinen ominaisuus. Olkoon nimittäin O joku piste koonil- 
lisella leikkauksella, P olkoon toinen piste O:n polaarilla; 

silloin ovat O ja P harmonillisia poleja ja suora OP leikkaa 
koonillista leikkausta kahdessa pisteessä, jotka ovat harmo- 
nillisia vastamainitun pisteparin (O, P) kanssa. Toinen näistä 
leikkauspisteistä yhtyy pisteesen O, toinen täytyy yhtyä 
myöskin siihen; se on: suora OP kohtaa koonillista leik- 
kausta kahdessa yhtyneessä pisteessä ja on siis tangentti 
sille. Siten on siis seuraava teoreema todistettu: 

Polaari jollekin pisteelle koonillisella leik- 

kauksella yhtyy saman pisteen kautta kulkevaan 
tangenttiin, ja päinvastoin on sivuamispiste tangen- 

tin poli. 

Yhtälö (6) on siis yhtälönä tangentille pisteessä (%,, 4,), 
jos tämä piste on koonillisella leikkauksella.
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106. Viimeksi esitetystä teoreemasta johtuu muutamia 
seurauksia, joista tärkeimmät mainittakoon tässä. 

Jos jostakin pisteestä O vedetään kaksi tan- 
genttia koonilliselle leikkaukselle, niin sivuamis- 
pisteitä yhdistävä suora (tangenttijänne) on polaari 

annetulle pisteelle. 

Koska tangentti OM on polaari sivua- = Kuva 57. 
mispisteelle M, niin ovat O ja M harmonil- ax 
lisia poleja; sama on pisteiden O ja N laita. 
Pisteet M ja N ovat siis kumpikin poleja P 
pisteelle O, jonka polaari siis yhtyy jäntee- = 

sen MN. NS 

Suorat, jotka yhdistävät jonkun jänteen MN ' 
päät sen poliin 0, ovat tangentteja koonilliselle 
leikkaukselle. M-pisteen poli on 0, sen polaari kulkee 

siis O-pisteen kautta; mutta tämä polaari yhtyy M-pisteen 

kautta kulkevaan tangenttiin, siis on OM tangentti koonilli- 

selle leikkaukselle. . 

Jänteen kääntyessäjossakin pisteessä P, muo- 
dostaa piste O, jossa jänteen pääpisteitten kautta 
vedetyt tangentit yhtyvät, suoran, joka on polaari 
pisteelle P. Tämä seuraa suorastaan siitä, että tangent- 
tien yhtymäpiste O on jänteen poli. 

Pisteen polaarilla on siis eri ominaisuuksia pisteen eri 
asemain mukaan. Tässä saattaa olla kolme tapausta. Jos 
piste. on koonillisen leikkauksen ulkopuolella (niin että siitä 
käy vetäminen kaksi tangenttia), niin on polaari tangentti- 

jänteenä; pisteen ollessa itse koonillisella leikkauksella, on 

polaari saman pisteen kautta kulkevana tangenttina; jos piste 
on koonillisen leikkauksen sisäpuolella, on polaari urana 
sille pisteelle, jonka tangenttijänne kulkee annetun pisteen 

kautta. 

107. Johtaja on polttopisteen polaari. — Ve- 
` detään polttopisteen F kautta suora, joka kohtaa koonillista 
leikkausta pisteissä M ja N ja johtajaa pisteessä G; vede- 
tään vielä pisteistä M ja N kohtisuorat MH, NK johtajaan;
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Kuva 58. koonillisten leikkausten yleisen ominaisuu- 
G den mukaan on nyt FM: MH=FN:NK, 
N josta i 

FM: FN=MH:NK=GM:GN: 
Jänne MN on siis harmonillisesti leikat- 
tuna pisteissä F ja G, toisin sanoen G 
on harmonillinen poli pisteelle F. Koska 
nyt tämän polin ura yhtyy itse johtajaan, 
niin on väite täten todistettu. 

Tästä teoreemasta johtuvat suoras- 
tansa seuraavat korollariot: 

Polttojänteen (s. o. polttopisteen kautta kulkevan 
. jänteen) pääpisteitten kautta vedetyt tangentit leik- 
kaavat johtajaa samassa pisteessä. 

Jos mistä pisteestä hyvänsä johtajalla vede- 
tään kaksi tangenttia ja yhdistetään sivuamispis- 
teet, niin kulkee yhdistyssuora polttopisteen kautta. 

108. Keskiön polaari on äärettömän kaukana. 

— Koska keskiö jakaa kahtia kaikki sen kautta vedetyt 
jänteet, niin on tietysti neljäs harmonillinen piste kullakin 
sellaisella jänteellä äärettömän kaukana. Keskiötä sopisikin 
senvuoksi määrittää poliksi äärettömän kaukaiselle suoralle 
elikkä pisteeksi, jonka polaari on äärettömän kaukana. 

Polaari Xx+ Yy+P,=0 leikkaa koordinaati-akselit 

  

välimatkoissa — = — = originista ; jotta polaari olisi äärettö- 

män kaukana, täytyy nimittäjäin X, ja Y, kadota. Koordi- 
naatit x,, y, polille, joka tässä tapauksessa on keskiö, to- 
teuttavat siis yhtälöt X=0, Y=0, se on 

Ax + Cy+tD=0, 
Cx + By + E=0, 

joista saadaan 

ee ee 
TapTvo' 97550 

Nämä keskiön koordinaatien arvot ovat äärellisiä, jollei vaan 
yhteinen nimittäjä AB— (? ole nolla, jolloin keskiö olisi
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äärettömän kaukana, s. o. sitä ei toden perästä olisi olemas- 
sakaan. Tämän nojalla on koonilliset leikkaukset jaettu kes- 
kiöllisiin ja keskiöttömiin viivoihin. Edelliseen luok- 

kaan, jonka tuntomerkkinä on ehto AB— (20, kuuluvat 

ellipsit ja hyperbolat; jälkimmäiseen, jonka tuntomerkkinä on 
AB— (2=0, luetaan parabolat. 

Originin ollessa koonillisen leikkauksen keskiönä, toteu- 

tuvat yhtälöt X=0, Y=0 arvoilla x =0, y=0 ja niistä ei 
jää kuin D= 0, H-=0. Ehtona keskiön ja originin yhtenä- 
oloon on siis se, että yhtälössä (1) ei ole yksiasteisia termi- 
nejä x:n ja y:n suhteen. Selväähän onkin, että jos yhtälössä 
ainoastaan on tasaisen luokan (0 eli 2) terminejä, niin vas- 

taa käyrällä kutakin pistettä (x, 4) toinenkin piste (— x, — y) 
vastaisilla koordinaateilla ja että näiden pisteiden yhdistys- 
suora jakautuu kahtia originissa. 

109. Jos poli (%,, y,) on äärettömän kaukana, niin ovat 
kaikki koonilliseen leikkaukseen sieltä tulleet säteet yhden- 
suuntaisia ja kullakin semmoisella säteellä on neljäs harmo- 
nillinen piste keskivälissä niitä pisteitä, joissa säde leikkaa 

koonillisen leikkauksen. Äärettömän kaukaisen pisteen po- 

laari jakaa siis kahtia kaikki jänteet, jotka ovat suunnitetut 

sanottua pistettä kohti ja siis samansuuntaiset kuin pisteen 
ja esim. originin välinen yhdistyssuora. 

Diametrin elikkä sen suoran, joka jakaa kahtia yhden- 

suuntaiset jänteet, saattaa senvuoksi määrittää polaariksi 
äärettömän kaukaiselle pisteelle, nimittäin sille, jossa 

yhdensuuntaisten jänteiden ajatellaan yhtyvän toisiinsa. Jos 
m on jänteiden kulmakoefficientti ja æ, y, niiden äärettömän 
kaukaisen yhtymäpisteen koordinaatit, niin on m kulmakoetf- 
ficienttinä myöskin sille suoralle, joka yhdistää pisteen (2, 4.) 

originiin; siis on am, Jo 103 8:ssä huomattiin, ett'ei yh- 
“0 

tälö (6) muutu, jos %,, y, ja %, y vaihdetaan keskenään; po- 
laarin yhtälön saamme siis myöskin kirjoittaa näin: 

Xr, + Yy, +P=0.
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Kun nyt jaamme SORI x, ja teemme te =m, 2, 0 , nin 
o 

saamme 

(7) X+mY=0. 
Siinä yhtälö niiden jänteiden diametrille, joiden kulmakoeffi- 
cientti on m. Sen muoto osoittaa diametrin kulkevan kes- 
kiön kautta, koska siinä pisteessä on X=0, Y=0. 

Yhtälö (7) täydellisessä muodossaan on 

(Ax + Cyd+ D) + m(Cx + By + F)=0; 

ratkaistuamme sen y:n suhteen, saamme oe kulma- 

koefficientille m' arvoksi 

A+ Om 

josta 

(9) Bmm' + C(m + m') + A=0. 

Tämä symmetrillinen suhta suureiden m ja m' välillä osoit- 
taa vastavuoroisuutta jänteiden ja diametrin suuntain välillä, 
niin että jos m" olisi jänteiden kulmakoefficientti, on m dia- 

metrin kulmakoefficientti. 
Kaksi diametria, joiden kulmakoefficienteillä on suhde 

(9), ovat siis liittolaisia, s. o. kumpikin jakaa kahtia toi- 

sensa suuntaiset jänteet. Parabolassa ovat kaikki diametrit 
yhdensuuntaisia, sillä kaikki kulkevat äärettömän kaukaisen 
keskiön kautta; liitto-diametrit ovat siinä äärettömän kau- 

EA O A ON 
kana. Suhdasta AB— C?==0 seuraakin CG por ba 

Olkoon siis jänteiden yhteinen suunta mikä hyvänsä, niin dia- 
metrin kulmakoefficientti, niinkuin (8) osoittaa, aina saa vaki- 

naiseksi arvokseen — pis ace 
C B 

Tämän johdolla saattaa helposti tutkia, onko koordi- 
naatisto samansuuntainen kuin joku liitto-diametristo. Kun ni- 
mittäin v-akselin kulmakoefficientti on ==0 ja y-akselin= 00, 
niin täytyy kaavasta (8), kun m=0, saada m'= &, mutta 
se on mahdollista ainoastaan, jos C==0. Jos siis koonillisen
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leikkauksen yhtälössä ei ole tuloa xy, niin tiedämme silloin 
koordinaatien olevan yhdensuuntaisia liitto-diametrin kanssa. 

110. Liitto-diametrit, ollessaan kohtisuoria toisillensa, 

ovat akseleina. Tällöin on suorakulmaisessa koordinaa- 

tistossa diametrin kulmakoefficienttien välillä suhta mm' 

= —1. Kaavasta (8) saadaan silloin m = — 

josta 

m? + m—1=0.   

Koska tässä yhtälössä kolmas termini on negativinen, niin 
antaa se aina kaksi todellista arvoa suurelle m, ja siten saa- 
daan kumpaisenkin akselin suunta määrätyksi. Epämääräisiä 
olisivat m-suureen arvot ainoastaan silloin, kuin yht'aikaa 
olisi C=0 ja A4=P; tässä tapauksessa on käyränä pyöriö. 
Kaikkein koonillisten leikkausten joukossa on siis pyöriöllä 
yksinänsä äärettömän monta akseli-systemaa eli akselistoa. 

111. Polaari pisteelle (%,, y,) on samansuuntai- 

nen kuin ne jänteet, jotka saman pisteen kautta 
vedetty diametri jakaa kahtia. — Diametrin yhtälö on 
nimittäin yleensä X+m Y=0, jossa m on jänteiden kulma- 
koefficientti; ja koska piste (z, y) on diametrilla, niin on 

  myöskin X,+m Y, = 0, josta m =— = Mutta = on 

myös kulmakoefficientti polaarin yhtälössä X,x+ Yy+P,=0; 

polaari on siis samansuuntainen kuin jänteet. 

Koska tangenttia saattaa pitää polaarina sivuamispis- 
teelle, niin seuraa siitä, että diametrin pääpisteen kautta 

vedetty tangentti on liittolaisen suuntainen. 

Välittömästi seuraa samasta teoreemasta myöskin, että 
jänteen pääpisteitten kautta vedetyt tangentit leik- 

kaavat toisensa saman jänteen diametrilla. 

112. Asymptooti, ollen tangentti äärettömän kau- 
kaisessa pisteessä, sallii myöskin määrätä asemansa edelli- 
sen analysin kautta. Ollen polaarina äärettömän kaukaiselle 

9
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pisteelle, täytyy nimittäin asymptootin yhtyä niiden jänteiden 
diametriin, jotka ovat suunnitetut tätä pistettä kohti, mutta 

toiselta puolen on asymptooti itsekin suunnitettu samaa pis- 
tettä kohti: siis: asymptooti on diametri, joka on yhty- 
nyt omaan liittolaiseensa. Sen suunta määrätään siten, 
että yhtälössä (9) tehdään m=m. Silloin saadaan 

(10) Bm? + 20m +4=0, 

josta asymptootin kulmakoefficientille johdetaan kaksoisarvo 

L 0 Hn 
= B 

Käyrällä on kaksi asymptootia, jos. C? —AB on positivinen, 
mutta ei yhtään, jos se on negativinen. Kaksiasteiset kes- 

kiölliset viivat jakauvat täten kahteen lahkoon, nimittäin 
asymptootittomat (ellipsit), joilla AB — C° >0, ja asymp- 
tootilliset (hyperbolat), joilla AB-—C?<0. 

Jos olisi AP— (2=0, niin saisi m arvoksensa — = 

s. 0. m olisi yhtäsuuri kuin kaikkien diametrien vakinainen 

kulmakoefficientti. Parabolan tangentti äärettömän kaukai- 
sessa pisteessä on siis akselin suuntainen; mutta se kun on 

äärettömän kaukana, niin ei parabolalla todenperästä olekaan 

asymptootia. 
Originin kautta asymptootin suuntaiseksi vedetyllä suo- 

ralla on yhtälönä y = mx eli = m. Sijoitettuamme tämän 

yhtälöön (10) saamme 

Ax? + By? + 20xy =0. 

Siis, jos koonillisen leikkauksen yhtälöstä heitetään pois kaikki 
muut terminit, paitsi kaksiasteiset, merkitsee se suoria, jotka 

originin kautta vedetään asymptootien suuntaisiksi. Samaan 
päätökseen tullaan, kun haetaan niitä originin kautta vedet- 
tyjä suoria, jotka kohtaavat koonillista leikkausta äärettömän 
kaukana. 

113. Liitämme tähän vielä muutamia yksityisiä seik- 
koja polaarin yhtälössä Xx+ Yy+P,=0. Kun X =0o, 
saa y vakinaisen arvon ja polaari tulee z-akselin suuntai-
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seksi. Suora X =0 on siis ura sille pisteelle, jonka polaari 
on x-akselin suuntainen; se on samalla diametri, koska se 

kulkee keskiön (X=0, Y=0) kautta. Siitä seuraa, että 
yhtälö X=0 eli 

Ax + Cy+D=0 

merkitsee sitä diametria, joka jakaa kahtia z-akselin suun- 
taiset jänteet. Samoin Y =0 eli 

Cx + By+F=0 

on yhtälönä sille diametrille, joka jakaa kahtia y-akselin 
suuntaiset jänteet. 

Kun P = 0, kulkee polaari originin kautta; suora P=0 
on siis ura sille pisteelle, jonka polaari kulkee originin kautta 

elikkä, toisin sanoen, yhtälö P=0, s. o. 

Dx + Ey+F=0 
edustaa originin polaaria. 

114. Harmonillisiksi polaareiksi koonilliselle leik- 
kaukselle sanotaan kahta suoraa OP, 00, jotka tekevät har- 

monillisen kimpun näiden leikkauspisteestä vedetyn tangentti- 
parin (OM, ON) kanssa. Ne leikkaavat tangenttijänteen MN 
kahdessa harmonillisessa pisteessä P, Q. 

Kolmesta pisteestä O, P, 0 on kukin polina sille suo- 

ralle, joka yhdistää muut kaksi pistettä. KA 59. 
Sillä O on poli tangenttijänteelle MN; P 
ja O ovat siis harmonillisia poleja; mutta 
P ja O ovat myöskin harmonillisia poleja, 
siis on P poli suoralle OQ. Samoin todiste- 
taan, että Q on poli suoralle OP. Täten , 
on myöskin seuraavat väitteet todistettu: 2 

Kaikki annetun suoran harmonilliset polaarit 

kulkevat sen polin kautta. 

Kahden harmonillisen polaarin polit ovat har- 

monillisia poleja, ja kahden harmonillisen polin 

polaarit harmonillisia polaareja. 

Kolme pistettä, jotka kaksittain ovat harmonillisia, muo- 

dostavat harmonillisen poliston. Sellaisia polistoja on 

  



— 489 — 

yhdistää kaksi näistä pisteistä, on polaari kolmannelle. Jos 
yksi pisteistä on keskiö, niin ovat toiset kaksi äärettömän 
kaukana, ja niiden suuntaviivat ensimäisestä määräävät sil- 
loin kaksi liitto-diametria. 

Jos OP olisi diametri, niin jakautuisi jänne MN kah- 
tia pisteessä P. Neljäs harmonillinen piste € olisi silloin 
äärettömän kaukana, s. o. OQ olisi samansuuntainen kuin 

jänne MN ja siis samansuuntainen kuin liittolainen diame- 
trille OP. Täten on todistettu, että kaikki diametrin 

harmonilliset polaarit ovat liitto-diametrin suun- 
taisia.. 

Hyperbolan asymptooteja saattaa pitää keskiöstä vedet- 

tyinä tangentteina; ne muodostavat siis harmonillisen kim- 
pun minkä liitto-diametri-parin kanssa hyvänsä. Tästä taas 
seuraa, että ne asymptooti-jänteet, jotka diametri jakaa kah- 
tia, ovat liitto-diametrin suuntaiset elikkä, toisin sanoen, 

sama diametrijakaa kahtia yhdensuuntaiset asymp- 
tooti- ja hyperbolajänteet. Tämän väitteen välittömiä 

seurauksia ovat 69 §:n teoreemat III ja IV. 

115. Lopuksi esitämme tässä kaksi teoreemaa koo- 

nillista leikkausta sisustavista ja verhoavista nelisivukkaista ; 
ne johtuvat helposti poli- ja polaari-opista. 

I Jos nelikulmio sisustaa koonillista leikka- 

usta, niin ne pisteet E, F joissa vastaiset.sivut 

kohtaavat toisensa, ja diagonaalien leikkauspiste 

O muodostavat harmonillisen pisteistön. 

Täydellisessä nelikulmiossa 
nimittäin muodostavat = suorat, 

ED, EC, HO, EF harmonillisen 

kimpun (102 §); suora HO leik- 
kaa siis sivut AB ja OD pis- 
teissä, jotka ovat harmonillisia 
pisteelle J’; HO on siis polaari 
pisteelle F. Samoin todistetaan 

että FO on polaari pisteelle Z. 
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Koska nyt 0 siis on poli sekä pisteelle Æ että pisteelle F, 

niin seuraa niitä, että EF on polaari pisteelle 0. Kolme 

pistettä £, F, O muodostavat siis harmonillisen pisteistön. 

Täten saadaan keino tangentin vetämiseen koonilliselle 

leikkaukselle ulkopisteestä E pelkän viivaimen avulla. Pis- 

teestä Æ vedetään kaksi suoraa EC, ED mielin määrin; 
senjälkeen tehdään nelikulmio ABCD täydelliseksi ja yhdis- 
tetään O ja F suoralla. Viimeksi mainittu suora on polaari 
pisteelle £ ja sen ja koonillisen leikkauksen leikkauspisteet 
määräävät kumpaisetkin sivuamispisteet. 

Kun nelikulmiona on suunnikas, leikkaavat diagonaalit 

toisiansa keskiössä, ja vastaiset sivut yhtyvät keskenänsä ää- 

rettömän kaukana. Suunnikkaan viereiset sivut määräävät 
silloin kahden liitto-diametrin suunnan. Tässä siis entinen 
teoreemamme supplementillisistä jänteistä. 

‘IL Koonillista leikkausta verhoavassa nelikul- 

miossa on kukin diagonaali MI toisten kah- 

den leikkauspisteelle. 

Koska nimittäin EO ja EF: Kuva 61. 

ovat harmonillisia polaareja, niin 2 
EF'n poli on suoralla EO; sitä 
paitsi täytyy sen myöskin olla 
suoraalla FO, koska FO ja FE 
ovat harmonillisia polaareja; siis 
O on poli diagonaalille HF. Koska 
sitten sekä B0, että DO, ovat 
harmonillisia polaareja diagonaa- 
lille BD, niin O, on poli sille. 

Samalla muotoa todistetaan, että O, on poli diagonaalille 40: 
Kolme pistettä O, O,, O,, joissa verhoavan nelikulmion: 
diagonaalit leikkaavat toisensa, tekevät niin muodoin harmo- 

nillisen pisteistön. 

Jos nelikulmiona olisi suunnikas, niin olisi O kes- 
kiönä ja pisteet O, O, äärettömän kaukaisia pisteitä diago- 

naalien suunnissa. Koonillista leikkausta verhoavan suun- 

nikkaan diagonaalit muodostavat siis parin liitto-diametreja. 
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Kaksiasteiset yhtälöt lyhennetyssä muodossa. 

116. Kahden koonillisen leikkauksen leikkaus- 
pisteet. — Kahden viivan leikkauspisteet löydetään yleensä 
siten, että haetaan suureille x ja y sellaiset arvot, jotka to- 
teuttavat kumpaisenkin viivan yhtälön. Kun viivoina on koo- 
nillisia leikkauksia, niin ratkaistaviksi tulee kaksi kaksiasteista 

yhtälöä kahdella tuntemattomalla. Sittenkuin toinen tunte- 
maton, esim. y, on poistettu, saadaan neli-asteinen loppu- 
yhtälö, jossa on ainoastaan toinen tuntematon x ja joka sille 
antaa neljä arvoa. Kukin x-suureen arvo antaa sitten vas- 
taavan arvon suureelle y. Niin muodoin saadaan neljä rat- 
kaisua elikkä arvo-systeemaa suureille x ja y ja päätetään 
siitä, että kaksi koonillista leikkausta leikkaavat toisiansa 

yleensä neljässä pisteessä, joista yksityisissä tapauksissa kum- 
minkin kaksi tai useampi saattavat olla yhdessä ja jotka 
asiain haarain mukaan saattavat myöskin olla kaksittain 
aatteisia. 

Olkoot S=0, S =0 yhtälöitä kahdelle koonilliselle 
leikkaukselle, jotka, niinkuin äskön sanottiin, leikkaavat toi- 

siansa neljässä todellisessa tahi aatteisessa pisteessä. Sil- 
loin merkitsee yhtälö S +kS = 0 kolmatta koonillista leik- 
kausta, joka kulkee samain neljän pisteen kautta; sillä se- 

hän on kaksiasteinen ja toteutuu niillä x- ja y suureiden 
arvoilla, jotka yht'aikaa tekevät S =0 ja S =0. Päinvas- 
toin on yhtälö mainittujen neljän pisteen kautta kulkevalle 
koonilliselle leikkaukselle aina muodoltaan S +%S =0; sillä 
simä täytyy olla yleensä kaksi osaa, joista toinen katoaa, 
kun $=0, ja toinen, kun S =O, siis kaksi terminiä, joista 

toisella on tekijänä S ja toisella S. Näillä tekijöillä taas ei 
saata olla kuin vakinaisia koefficienttejä, sillä muutoin olisi 
yhtälön asteluku isompi kuin kaksi. 

117. Jos 4=0,0=0 ovat yhtälöitä kahdelle suoralle, 
niin 4d=0 on kaksiasteinen yhtälö, joka yht'aikaa edustaa 
kumpaakin suoraa. Yhtälö 

S+kab=0 

merkitsee silloin koonillista leikkausta, joka kulkee niiden
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neljän pisteen kautta, missä mainitut suorat leikkaavat koo- 
nillista leikkausta S =0; sillä se toteutuu nähtävästi niillä 

v:n ja y:n arvoilla, jotka yht'aikaa tekevät joko S=0 ja 
a=0 tahi S =0 ja b=0. S+fFab on niin muodoin yhtälö 
koonilliselle leikkaukselle, jolla annetun leikkauksen (S= 0) 
kanssa on yhteisinä jänteinä a =0, b =0. Samoin huoma- 
taan, että 

ac + kbd = 0 i 

merkitsee koonillista leikkausta, joka kulkee niiden neljän 
pisteen kautta, missä toisiansa leikkaavat suorat a = 0,0 =0; 
D= 0060: 0—=0 d= 0 d=0,0—= 0" ja joka nin muo: 

doin verhoaa nelikulmiota abcd. 
Tämän nojalla on helppo löytää yhtälö koonilliselle leik- 

kaukselle, joka kulkee viiden annetun pisteen kautta. En- 
sin muodostetaan yhtälöt a =0, b=0, c=0, d=0 sivuille 

siinä nelikulmiossa, joka tehdään neljän pisteen yhdistyk- 
sellä; haettu yhtälö tulee sitten muotoon ac + kbd = 0. 

Koefficientille % saadaan sitten arvo, kun viidennen pisteen 
koordinaatit sijoitetaan äskön löydettyyn yhtälöön. 

Esim. Haettakoon yhtälö koonilliselle leikkaukselle, 

joka kulkee pisteitten (1, 2), (3, 5), (—1, 4), (—3, — 9), (— 4, 3) 

kautta. 

Ajatellen koonillista leikkausta ensin verhoavaksi neljän ensim- 

mäisen pisteen yhdistyksellä syntynyttä nelikulmiota, saadaan sen yh- 

tälöksi 
(8a —2y+1) (5a—2y + 13) =k (w—4y +17) (8a—4y +5); 

ja koska nyt viidennenkin pisteen koordinaatien (— 4, 3) tiiytyy toteut- 
994 

  = eden aya "," Ë 
taa tämä yhtälö, niin tulee = 195 sijoitettuamme tämän edelliseen, 

saamme vihdoin haetuksi yhtälöksi 

7922 — 320xy 43014724 1101x — 16657 + 1586 = 0. 

118. Edellä sanottiin, että S + kad Kuva 62. 

=0 on yhtälö koonilliselle leikkauk- i 
selle, joka kulkee neljän pisteen M, N, 
Ms N kautta; joissa suorat a,b, < 
leikkaavat koonillista leikkausta S, ja 
selvää on, että mitä lähemmälle toi- 

siansa jänteet a ja b tulevat, sitä 
enemmin lähenevät toisiansa pisteet  
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M' ja M sekä N' ja N. Yhtyköötpä suorat a, b toisiinsa; 
silloin yhtyvät myös M' ja M sekä N' ja N; koonilliset 
leikkaukset sivuavat toisiansa pisteissä M ja N. Tästä pää- 
tämme, että yhtälö 

S+ka?=0 

merkitsee koonillista leikkausta, joka sivuaa koonillista leik- 
kausta S yhteisen jänteen (4=0) päissä. 

Sen mukaan on 

ab + ke? = 0 

yhtälö koonilliselle leikkaukselle, joka c-jänteen päissä sivuaa 
suoria a ja b. Koska nyt a-funktionin arvo jossakin pisteessä 
(x, y) määrää, kuinka pitkä se kohtisuora on, joka sano- 
tusta pisteestä vedetään suoraan a =0, niin lausuu viimeksi 
saatu yhtälö seuraavan teoreeman: 

Suorakulmio, jonka tekevät välimatkat mistä 
pisteestä hyvänsä koonillisella leikkauksella kah- 
teen vakinaiseen tangenttiin, ja neliö saman pis- 
teen välimatkalla tangenttijänteesen ovat toisiinsa 

vakinaisessa suhteessa. 

Samalla muotoa johdetaan yhtälöstä ac + kbd =0 seu- 
raava teoreema: 

Jos mistä pisteestä hyvänsä koonillisella leik- 
kauksella vedetään kohtisuoria sisustavan nelikul- 
mion sivuihin, niin suorakulmio kahteen vastaiseen 

sivuun vedetyillä kohtisuorilla ja suorakulmio 
kahteen toiseen sivuun vedetyillä kohtisuorilla ovat 
toisiinsa vakinaisessa suhteessa. 

119. Koonillista leikkausta sisustava kuusi- 
kulmio. — Niinkuin tiedämme, on koonillinen leikkaus yleensä 
määrätty, kun tunnetaan viisi pistettä siitä. Kun viisi pis- 
tettä on annettuina, ei enää kuudetta käy ottaminen mielin 
määrin, toisin sanoen: koonillista leikkausta ei käy sovitta- 
minen minkä kuusikulmion ympärille hyvänsä. Koonillista 
leikkausta sisustavan kuusikulmion pitää siis täyttämän muu- 
tamia ehtoja, joita nyt lähdemme tutkimaan.
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Sisustavan kuusikulmion sivut merkitsemme a, b, c, a', 

Bee ja niden'yhtalot ‘a =0, b=:0) lc =:0;) ab 0, e0; 
<=0. Olkoon vielä d=0 yhtälönä Kuva 
diagonaalille d, joka yhdistää vastaiset 

kulmat (ac') ja (a'c). Koska koonilli- 
nen leikkaus verhoaa sekä nelikulmiota 

abcd että nelikulmiota a'b'c'd, niin on 
sen yhtälöllä jompikumpi muodoista 

ac + Abd = 0, a'e' + X'b'd = 0, 

jotka, merkiten samaa geometrillistä uraa, ovat identtisiä, 

lukematta vakinaista tekijää. Otaksutaan, että tämä tekijä 
jo sisältyy esim. suureissa a' ja b'; niin muodoin on meillä 
identtisyys " 

  

"c+2dbc?:cc"s"+3'b'"2, 
josta 

ac— a'c = d(A'b'— 20). 

Tästä näkyy, että kaksiasteinen yhtälö 

ac—a'c' =0 

hajoaa kahdeksi yksiasteiseksi yhtälöksi, nimittäin 

" "2=0,M'—";=0, 

ja siis edustaa kahta suoraa, joista toinen on diagonaali d, 
toinen eräs suora, vedetty sen pisteen (bb') kautta, jossa 

vastaiset sivut b ja b' yhtyvät. Näissä suorissa, koska ne 
tekevät uran yhtälölle ac—a'c' = 0, täytyy olla ei ainoas- 
taan pisteiden (ac') ja (a'c), vaan myöskin pisteiden (aa’) ja 
(cc). Kaksi edellistä pistettä ovat diagonaalilla d; kaksi 
jälkimmäistä nähtävästi eivät ole tällä diagonaalilla, niiden 
täytyy siis olla yllämainitulla pisteen (00') kautta kulkevalla 
suoralla, toisin sanoen, kolme pistettä (aa), (00), (ce") ovat 
samalla suoralla. Täten saadaan seuraava tärkeä teoreema: 

Koonillista leikkausta sisustavan kuusikulmion 
vastaiset sivut leikkaavat toisensa kolmessa pis- 
teessä, jotka ovat yhdellä suoralla viivalla. 

Tämän teoreeman on keksinyt Pascal, ja senvuoksi 
kuusikulmio, jolla on edellämainitut ominaisuudet, onkin ni- 
meltään Pascal'in kuusikulmio.
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Pascalin väite pitää paikkansa, olkoot sisustavat kuusi- 

kulmiot minlaatuisia hyvänsä, vaikka tähtimäisiäkin. Olkoon 

koonillisella leikkauksella annettuina kuusi pistettä, jotka 
merkitsemme 1, 2, 3, 4, 5, 6. Nämä saattaa yhdistää useam- 
malla eri tavalla, joten syntyy koko joukko kuusikulmioita, 
joilla kaikilla ovat samat kulmapisteet. Ne sopii ottaa esim. 

jarjestyksessé 1,°3, 5, 6, 45.2, Tatahi 5j01;/6,/2,14,3)) 16: 

ia 64 Siten syntyy, niinkuin on helppo huomata, 
3 60 erillaista kuusikulmiota; ja koska jokai- 

K ON sella niistä on se ominaisuus, että vas- 
\ 
\ , 

      

    

  

taisten sivujen yhtymäpisteet ovat yh- 
dellä suoralla, niin on Pascalin suorain- 

kin luku 60. 

Otettuamme pisteet esim. järjestyk- 
sessä 1, 3, 5, 2, 6, 4, 1, huomaamme, 

että ne pisteet, joissa toisiansa leikkaavat suorat 13, 26; 35, 

04; 52, 41 ovat yhdellä suoralla. 

  

G 5 

120. Koonillista leikkausta verhoavalla kuusikulmiolla 
on myöskin omituisia ominaisuuksia, jotka poli- ja polaari- 

opin johdolla helposti saa johdetuiksi Pascalin teoreemasta. 
Yhdistämällä sivuamispisteet, saadaan sisustava kuusikulmio, 
jonka sivut ovat polaareja verhoavan kuvion kulmille ja jonka 
kulmat ovat poleja verhoavan kuvion sivuille. Tästä seuraa, 
että ne pisteet, joissa sisustavan kuvion vastaiset sivut leik- 
kaavat toisiansa, ovat poleja niille diagonaaleille, jotka yhdis- 
tävät vastaisia kulmia verhoavassa kuviossa. Koska nyt 

ensinmainitut pisteet ovat yhdellä suoralla, niin täytyy nii- 
den polaarien, nim. diagonaalien, leikata toisiansa yhdessä 
pisteessä, joka on poli sanotulle suoralle. Täten saadaan 
n. s. Brianchon'in teoreema: 

Kolme diagonaalia, jotka yhdistävät vastaiset 
kulmat koonillista leikkausta verhoavassa kuusi- 
kulmiossa, kulkevat saman pisteen kautta. 

Eri kuvioiden luku on tässä yhtäsuuri kuin Pascalinkin 

teoreemassa. — 

121. Jos sisustavassa kuusikulmiossa kaksi kulma-
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kärkeä tulevat äärettömän lähelle toisiansa, niin muuttuu 
niitä yhdistävä sivu tangentiksi; siitä seuraava teoreema: 

Jos koonillista leikkäusta sisustavan viisikul- 
mion jostakin kulmasta vedetään tangentti, niin se 

piste, jossa tangentti kohtaa vastaisen sivun, ja ne 
pisteet, joissa toinen ja neljäs sekä kolmas ja vii- 
des sivu leikkaavat toisensa, ovat yhdellä suoralla. 

Tästä taas, verraten sisustavan ja verhoavan kuvion 
polaari-ominaisuuksia, seuraa: 

Jos koonillista leikkausta verhoavassa viisi- 
kulmiossa yhdistetään joku kulma vastaisen sivua- 
mispisteen kanssa ja muista kulmista toinen ja nel- 
jäs sekä kolmas ja viides, niin kulkevat yhdistys- 
suorat saman pisteen kautta. 

Tämä väite johtuu myös Brianchonin teoreemasta, jos 
verhoavan kuusikulmion kaksi sivuamispistettä päästetään 
yhtymään. 

122. Jos sisustavassa kuusikulmiossa kaksi sivua käy- 
vät äärettömän pieniksi ja muuttuvat tangenteiksi, saadaan 
Pascalin teoreemasta seuraava väite: 

Jos nelikulmio sisustaa ja toinen nelikulmio 
verhoaa koonillista leikkausta, niin että sisustavan 

kulmat ja verhoavan sivuamispisteet ovat yhdessä, 
niin ne neljä pistettä, joissa kumpaisenkin kuvion 

vastaiset sivut leikkaavat toisensa, ovat yhdellä 

suoralla. 
Verraten sisustavan ja verhoavan kuvion molemman- 

puolisia  polaari-ominaisuuksia, päätetään tästä taas, että 
mainittujen kahden nelikulmion neljä diagonaalia 
kulkevat saman pisteen kautta. 

123. Jos verhoavassa kuusikulmiossa vihdoin päästetään 

sivuamispisteet kaksitellen yhtymään, niin että kuusikulmiosta 
tulee kolmikulmio eli kolmio, saadaan Brianchonin teoree- 
masta seuraava väite: 

Jos koonillista leikkausta verhoavassa kol- 

miossa yhdistetään kukin kulma vastaisen sivun
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sivuamispisteen kanssa, niin nämä kolme yhdistys- 
suoraa leikkaavat toisensa samassa pisteessä. 

Vastaava ominaisuus sisustavassa kolmiossa seuraa 
suorastaan Pascalin teoreemasta, kun sisustavassa kuusikul- 
miossa annetaan joka toisen sivun käydä äärettömän pieneksi 
ja muuttua tangentiksi. 

Kymmenes Luku. 

Muutamia korkeampi-asteisia viivoja. 

124. Tähän saakka olemme tutkineet sellaisia viivoja, 
joiden yhtälöt ovat olleet algebrallisia, yksi- tai kaksiasteisia. 
Tässä luvussa esitämme muutamia viivoja, joiden yhtälöt ovat 
joko algebrallisia korkeampi-asteisia tahi transcendenttisiä. 

Useimmat niistä ovat tavalla tai toisella kuuluisia geometrian 

historiassa. Näiden viivain ominaisuuksien lähempi tutkimi- 
nen, niinkuin esim. tangentin suunnan määrääminen missä 
pisteessä hyvänsä y. m., kävisi liian vaikeaksi differentiaali- 
laskua käyttämättä; meidän täytyy senvuoksi tyytyä tutki- 
maan niiden yleistä muotoa ja hakemaan niiden yhtälöt. 

125. Kissoïdi. — Annettuina on pyöriö, diametri 
AB ja tangentti BO diametrin päässä. Jos nyt eräällä suo- 

Kuva 65. ralla AE, joka kääntyy A-pisteessa, 
E a mitataan A:sta lähtien pala AM yh- 

E täpitkäksi kuin se osa DF samaa 
suoraa, joka on pyöriön ja kiinteän 

tangentin välillä, niin on ura siten 

R x määrätylle pisteelle M kissoidi- 

niminen käyrä. 
Haetaan ensin kissoidin yhtälö 

polaarisissa koordinaateissa. A ol- 

(of koon poli ja AB akseli; pyöriön dia- 

metri olkoon a ja koordinaatit mille käyrän pisteelle M       >») Nimensä saanut kreikkalaisesta sanasta 000g == muratti, se 

kun on muratinlehden näköinen. Kissoidin keksi Kreikkalainen Dio- 

cles, hakiessaan kahta keskisuhdelukua kahdelle annetulle suoralle. 
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hyvänsä 7, v. Suorakulmaisista kolmioista ABF, ABD saa- 
daan silloin 

a 
AK =-—:; AD = acosv, 

COSY 

josta 

a asin? y 
r= DE=—-— —acosv = ——-- 

COs v COS v 

Kissoidin yhtälö polaarisissa koordinaateissa on siis 

r = asinvtang v. 

Kun polaarisesta koordinaatistosta tahdotaan siirtyä 
suorakulmaiseen, otetaan suora AB x-akseliksi ja sille kohti- 
suora AY y-akseliksi sekä tehdään seuraavat sijoitukset 

tang v = sinv = 5, v =/22 + Y°; 

siten saadaan kissoidille kolmi-asteinen yhtälö 

x(a? + y?) — ay? = 0. 

Koska siinä y ilmautuu ainoastaan neliönä, niin antaa 
kukin x:n arvo y:lle kaksi yhtäsuurta, vastaismerkkistä ar- 
voa; puheenaolevassa käyrässä on siis kaksi haaraa, symme- 
trillistä AP:n suhteen, se on: AB on kissoidin akseli. Tar- 
kemmin tutkiaksemme käyrän kulkua, ratkaistakoon yhtälö 
y:n suhteen, jolloin saamme 

a 
PSV ana 

Ordinaata pysyy todellisena ainoastaan niissä abscissan ar- 
voissa, joiden rajoina on 0 ja a; kissoidin rajoitteina pitkin 
koko sen ulottuvaisuutta ovat siis y-akseli ja sen suuntainen, 
diametrin päästä B vedetty suora CC. Kun x kasvaa ra- 
joissa 0, a, niin kasvaa y rajoissa 0, % ; kissoidi lähtee pis- 

teestä A, joka on sen kärkenä, ja ulottuu äärettömän kauas 
sekä ylös- että alaspäin. Samalla aikaa pienenee kissoidin 

ja CC'-suoran väli 4—x alinomaa ja lähenee nollaa; CC" on 
siis asymptooti.
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Akseli AB on tangenttina kissoidin kumpaisellekin haa- 
ralle pisteessä A; sillä jos sekantti AM kääntyy pisteessä A, 
kunnes jänne AM katoaa, niin lähenee se raja-asemaansa AB. 

126. Konkoidi”) — Annettuina on piste P ja suora 
OY; jos pisteessä P kääntyvällä sekantilla PD tehdään osat 
DM=DN=a, niin siten määrätyille pisteille M ja N 
on urana konkoidi. Tästä määrityksestä seuraa, että kon- 
koidissa on kaksi osaa, yksi kummallakin puolen suoraa OY. 

Saadaksemme käyrän yhtälöä polaarisissa koordinaa- 
teissa, otetaan P poliksi ja PX, joka on kohtisuorassa O Y:lle, 

bg polaari akseliksi. Olkoon PO=7?; 

Y koordinaatat pisteelle M tai N ol- 
M koot vr, v. Konkoidin määrityksen 

mukaan on silloin r = PD + a, se on 
    

= 

—x = osu“ 

Käyrän yhtälö suorakulmaisissa 
koordinaateissa, kun OX ja OY ote- 
taan koordinaati-akseleiksi, saadaan 

tästä, kun pannaan 

c0STT——, 00 (0-2) a. 

  

Siten saadaan neliasteinen yhtälö 

2 — (b 4 2)? (a2— 22) = 0. 

Koska y tässä on ainoastaan toisessa arvokerrassa, niin on 
käyrä symmetrillinen x-akselin suhteen. Sen yhtälö ratkais- 
tuna y:n suhteen on 

y=+" tys 

Ordinaata pysyy todellisena ainoastaan niissä absgeissan ar- 
voissa, joiden rajoina ovat — a ja + a; kun siis otetaan OA 
= OB =a ja pisteistä A ja B vedetään OY:n suuutaiset 

  

>”) Kreikkalaisesta sanasta xdyyn = karinkaukalo. Tämän käy- 

rän keksi Nicomedes, koettaessaan ratkaista mainioita probleemoja 

kulman kolmiajaosta ja kuution kaksinkertomisesta.
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suorat, niin jää konkoidi kokonansa näiden suorain väliin. 
Kun % numeroarvossansa vähenee rajoissa a ja 0, kasvaa y 
rajoissa 0 ja œ, josta seuraa, että OY on asymptooti kon- 
koidin kummallekin haaralle. 

Radius vector PM on suurempi kuin PA, sillä PD> PO 
ja DM= OA =a; kaarella AM ovat siis rajoitteina pyöriö, 
joka piirretään pisteestä P säteellä OA, ja sen tangentti 

pisteessä 4; konkoidin tangentti pisteessä A on siis kohti- 
suora OX-akselille. 

Sitä myöten kuin b on suurempi yhtäsuuri tai pienempi 
+ kuin a, saa konkoidi eri muotoja; nämä tapaukset ovat sen- 

vuoksi erikseen tutkittavat. 

1:0 0>4a. Käyrä on senmuotoinen, kuin edellinen kuva 
osoittaa. Mutta paitsi osia AM ja BN kuuluu siihen vielä 
yksinäinen piste P, koska senkin koordinaatit x = —%, 

y=0 toteuttavat konkoidin yhtälön. 

2:0 b=a. P on konkoidin toisen haaran kärkenä 
(kuva 67) ja tangentti samassa pisteessii yhtyy akseliin PA. 
Sillä kun sekantti PD kääntyy pisteessä P, kunnes jänne 
PN katoaa, niin lähenee se raja-asemaansa PO. 

3:0 b<a. Tässä tapauksessa on piste B vasemmalla 
puolen pistettä P (kuva 68). Olkoon PF=a; sekantin läh- 

tiessä kääntymään asemastansa PF vasemmalle, kohoaa piste 
N, joka alkujaan oli yhdestä pisteen P kanssa, ja piirtää 
äärettömän haarukkeen PK; sekantin kääntyessä asemasta 

Kuva 67. Kuva 68. 

/ Mog aye feg 

// 
MP 

dk Rey aa U TT 

ne < JA   
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PF oikealle, siirräkse N toiselle puolelle pistettä P ja muo- 
dostaa akselin alapuolelle kaaren PB. P on siis kaksois- 
piste, jossa kaksi käyrän haaraa leikkaavat toisensa. Tan- 
gentit tässä pisteessä yhtyvät symmetrillisiin suoriin PF 
jag Pie 

127. Pascalin kotelo. — Annettuina on pyöriö, ja 
sen kehällä piste 4, jossa kääntyy suora AD. Sanotulla 
suoralla määrätään pisteestä D kummallekin puolen kaksi 

yhtäsuurta osaa DM= DN = a; silloin on urana pisteille M 

ja N käyrä, jota sanotaan Pascalin koteloksi. 

Olkoon a pienempi kuin pyöriön diametri 0; AD' ol- 
koon = a. Sekantin kääntyessä asemasta AP asemaan AD', 
muodostavat pisteet M ja N kaaret G:M' ja HNA; jälkim- 
mäistä näistä sivuaa AD', joka on sekantin raja-asema sa- 

Kiva Ta. massa kuin AN katoaa. Sekan- 
M tin liikkuessa edelleen, siirtyy 

piste N diametrin AB alle. Se- 
kantin käännyttyä suoran kulman, 
on AD =0 ja AM" = AN" =a. 
Piste M on silloin muodostanut 
kaaren GM" ja piste N kaaren 
HAN"." Sekantin käännyttyä 
suoran kulman toisaanne päin 

AB:stä, on syntynyt jälleen kaksi 
kaarta, jotka ovat symmetrillisiä 

edellisten kanssa AB-akselin suhteen ja yhdistyvät niiden 
kanssa umpinaiseksi käyräksi. 

Kun 4 otetaan poliksi ja AB polaari-akseliksi, saa- 

daan käyrän yhtälöksi 

  

r=Dbcosvta. 

Helposti kumminkin huomaa, että koko käyrän saattaa edus- 

taa yhtälöllä 

r=Dbcosv+ a, 

kun vaan suostutaan ottamaan r:n negativiset arvot radius 
vectorin pitennyksellä päinvastaiseen suuntaan kuin se, jonka 

kulma v määrää.
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Tästä johdetaan sen yhtälö suorakulmaisissa koordi- 
naateissa 

(x? + y?— bx)? < a? (Ge + Y); 

jolloin A on origina ja AB x-akselina. 

128. Haettakoon ura semmoiselle pisteelle, 
että suorakulmio sen välimatkoilla kahdesta kiin- 

teästä pisteestä F, F" (kuva 70) on vakinaisesti = 0a?. 

Otetaan originiksi suoran. FF” keskus O, &-akseliksi ̀ 
OF ja y-akseliksi siile kohtisuora OY ja merkitään väli- 
matka FF" =2c. Haetun käyrän yhtälöksi tulee siten 

CI JE 12(2A17 A)YP P (23 BRATE 

Tässä kun % ja y ilmautuvat ainoastaan tasaisissa as- 
teissa, niin on käyrä symmetrillinen kumpaisenkin akselin 
suhteen ja sillä on keskiö, joka on originissa. Ratkaistuna 
y:n suhteen, antaa edellinen yhtälö 

y2== x? — c? V46% + at. 

Kumpikin y?-suureen arvo on todellinen; niiden summa on 
—2(x2+ e), siis aina negativinen; niiden tulo on (1?—2)2—44. 
Jos tämä tulo on positivinen, niin ovat y?-suureen kumpai- 

setkin arvot yhdenmerkkisiä ja siis kumpaisetkin negativisia, 

koska niiden summa on negativinen; y:n neljä arvoa ovat 

siis kaikki aatteisia. Todellisia arvoja y voi saada ainoas- 
taan, jos (v?—c?)? — at on negativinen ja niin muodoin x?— ¢? 
Pysyy rajoissa — a? ja +4a?, se on: x?-suureen täytyy silloin 
olla pienemmän kuin ¢ + a? ja suuremman kuin ce? — a?. Kun 
molemmat ehdot 

(2) LO FA, SCA-A? 

ovat täytetyt, on y?:n arvoista toinen positivinen, toinen ne- 

gativinen. 

Ratkaistuna x?:n suhteen, antaa yhtälö (1) 

a2 = c? — y FVat — 46272. 

Tästä näkyy, että 4c%? ei saata olla suurempi kuin at ja 
i .. (Ane ".. 

että y:n Isoin numero-aryo on 5 Kun y on tässä mak- 

10
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Ijmjininoööääin,jcäcoääjlluriuuuinjä32:62–"291jw2+"2:c22; 
2 

ne käyrän pisteet, joissa y on maksimi s ovat siis 

pyöriöllä, joka piirretään pisteestä O säteellä c ja jonka 

kehä kulkee kiinteäin pisteiden F ja F' kautta. Näillä pis- 

Vee 
aay L 

Lähemmin määrätäksemme käyrän muotoa, on meidän 
eroittaminen kolme tapausta. 

teillä on abscissana   

lio a<e. Abscissa on, kaavain (2) mukaan, suljet- 

tuna rajoihin /c?—a? ja Vc? + a? tahi -/— a? ja —-Ve + a. 
Tällöin saadaan kaksi erillänsä olevaa, pisteiden F ja F" 
ympärille piirrettyä, umpinaista käyrää (kuvassa merkityt 1). 

2:0 ac. Ehdot (2) ovat nyt supistuneina: 2?2<2c?, 

220. Jälkimmäinen on aina täytetty ja x saattaa vaihdella 

rajoissa —c/? ja +c]//2. Ordinaatan maksimi-arvona on 

= Käyrä, jonka yhtälönä tässä tapauksessa on 

(3) (2? + 49)? = 2 (2? — 99), 

kulkee originin kautta ja on muodoltaan: oo (kuvassa mer- 
kitty 2). Määrätäksemme tangenttia originissa, tarkastamme 
ensin sekanttia, joka kulkee originin ja pisteen (z, y) kautta 

käyrällä ja jonka kulmakoefficienttinä siis on J se raja, 

jota tämä suure lähenee, kun x ja y käyvät äärettömän pie- 

niksi, on tangentin kulmakoefficientti. Kun nyt yhtälö (3) 
jaetaan suureella x? ja sitten tehdään 2z==0, y=0, niin ka- 
toaa vasen jäsen ja seuraukseksi saadaan 0—=1 — m?, josta 
m==t 1; origini on siis kaksoispiste; käyrällä on siinä kaksi 

tangenttia, jotka jakavat kahtia koordinaati-akselien väliset 

kulmat. 

Tällä käyrällä on nimenä lemniskata (2uvioxog -= 
kääre); sen keksijä on Jaakko Bernoulli. 

3:0 a>c. Jälkimmäinen ehdoista (2) on aina täytetty, 

ja abscissa saattaa vaihdella rajoissa —/a?+c? ja +a? +.
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Jos 4ct—ouat on positivinen, s. 0. jos a<c/?2, niin leikkaa 
pyöriö c käyrää neljässä pisteessä, joiden koordinaatit ovat 

  V4ct — at a? 
= a Yo 

ja jotka määräävät ordinaatan maksimi-arvon; silloin on käy- 

ränä 3:lla merkitty viiva. — Kun a=c/?, yhtyvät nämä 
pisteet parittain y-akselilla ja pyöriö sivuaa käyrää, joka 
silloin on nimeltään Cassinin ovaali (kuviossa merkitty 

4:llä). — Kun vihdoin 4>c/?2, on käyrä kokonaan ulkopuo- 
lella pyöriötä (merkitty 5:llä). — 

Kuva 70. 

x   

  

129. Logaritmika. — Käyrän, jonka abscissat ovat 

logaritmeja vastaaville ordinaatoille, sanotaan logaritmi- 
kaksi. Sen yhtälö on 2=10gy, 71 

Kuva 7 èf 

y=, 

jolloin a on logaritmiston kan- 
taluku. 

Kun z kasvaa rajoissa —œ , 

+o , kasvaa y rajoissa 0, œ (kun 

vaan a>1; jos olisi a< 1, niin y 
päinvastoin vähenisi äärettömästä 

nollaan). Käyrä ulottuu niin muo- 
doin äärettömän kauas kummallekin puolelle y-akselia, toi- 
sella puolen poistuen yhä kauemmaksi x-akselista, toisella 
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puolen alinomaa lähestyen sitä; x-akseli on siis käyrän asymp- 
tooti.14 Kunpa ==0sdli, 32a0ajasaadaantyo=iluvadad, aire 

abscissain kasvaessa aritmetillisessa sarjassa, muodostavat 
ordinaatat geometrillisen sarjan. 

Logaritmikoita saattaa olla useampia eri lajeja eri ar- 
vojen mukaan kantaluvulla a. 

130. Sinusoidi. — Sen yhtälö on 

Y == Siny. 

Kukin abscissa merkitsee sen kaaren pituutta (1-säteises- 

Kuva 72. sä pyöriössä), jonka 

sini on ordinaatan pi- 

M tuinen. Kun #7 == 0, 

  

2 S nan’ + +2m, +30 j. 
" X   

N n. e., katoaa y; käy- 
W rä leikkaa niin muo- 

doin x-akselia ääret- 
tömän useissa pisteissä A,B, ... 4, B',..., jotka saadaan, 
kun tehdään 04==4B=.= 44 outa ANB ae... ==. PRIS- 
teiden O ja A välillä on ordinaata positivinen; sen suurin 

arvo MN=1, jolloin a jakaa kaaren OMA kahteen 

symmetrilliseen puoliskoon. Masi A ja PB välillä on 
ordinaata negativinen, ja niiden välinen kaari AM'B on yh- 

— teellinen kaaren OMA kanssa, ollen vain toisella puolen z- 

akselia. Pisteestä PB lähtien on ordinaata jälleen positivinen 
j. n. e. Käyrä tekee siis äärettömän monta samanlaatuista 
heilausta. 

Helppo on määrätä tangentin suunta pisteessä 0. Jos 
siitä vedetään jänne johonkin pisteesen (x, y) käyrällä, niin 

y sin x 
jänteen kulmakoefficienttinä on e < ja tämän murto- 

luvun rajana on 1, kun z käy äärettömän pieneksi; tangentti 
pisteessä O tekee siis z-akselin kanssa kulman, joka on 45°; 
sama on tangenttien laita pisteissä A, B,... 

Huomattakoon, että sinusoidilla on äärettömän monta 
keskiötä, nimittäin kaikissa pisteissä, joissa se leikkaa
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x-akselia; samoin on sillä äärettömän monta akselia, nimittäin 

ordinaatain sekä positiviset että negativiset maksimit. 

131. Kykloidi. — Kun pyöriö € liukumatta pyörii 
suoralla AB, niin muodostaa sen kehällä oleva piste P ky- 

kloidi-nimisen käyrän. 
Otaksutaan, että emäpyöriö alkujansa on sivunnut 

suoraa AP pisteessä A, ja Otti piirtävä piste P silloin myös- 

kin on ollut A:ssa. Si- 

  

      

Kuva 73. 
vuamispisteen siirryttyä E 

pisteesen K, ovat kaikki 
kaaren PK osat olleet 4 

oe . aI 

yhteydessä — vastaavain W 
osain kanssa suoralla 

AM KR D Hetil 
AK; kaari PK on siis 
yhtä pitkä kuin viiva AX. Olkoon pyöriön säde = a ja vaih- 

televa kulma PCK =o; silloin on 

PK =ao, PN=asino, CN=40050. 

Otetaan A originiksi, AB x-akseliksi ja kohtisuora AY y- 
akseliksi. Pisteen P koordinaatit ovat: 

«= AM=AK— MK=a0— asina, 

y= PM= CK — CN=a— acoso, 

Näiden väliltä vaan on nyt o eliminoitava. Jälkimmäisestä 

saadaan 
= Say — y? 

COS Ste sino= dt Ps 

oo = arc COS cite 

Sijoitettuamme nämä arvot edelliseen yhtälöön, tulee 

(1) Aare cos “SF V2ay — y?. 

Tämän yhtälön asemesta, joka osoittaa välittömän suhdan 

x:n ja y:n välillä, käytetään tavallisesti alkuperäisiä yhtälöitä 

x= a (w — sin w), 

@) y= a(1— cos o), 

poistamatta apukulmaa o.



— 150 — 

Pyöriön tehtyä puoli pyöräystä, on P kohonnut pisteestä 
A pisteesen E ja ordinaata kasvanut nollasta arvoon 2a; seu- 

raavan puolipyöräyksen aikana se jälleen vähenee 2a:sta nol- 
laan. Suurin ordinaata DE jakaa kykloidin kahteen sym- 
metrilliseen puoliskoon; 4B on yhtä suuri kuin koko emä- 

pyöriön kehä ja AD on puoli sitä. 

Samaa kosinia vastaa äärettömän monta kaarta; yh- 
tälö (1) merkitsee siis äärettömän monta sellaista osaa kuin 
AEB. Semmoinen on laita useiden transcendenttisten 
viivain, ja se oli ennakolta arvattava, sillä saattaahan aja- 
tella, että pyöriö O pyörii viivalla AX rajattomasti. 

Pisteitä A, B..., joissa kykloidi muodostaa kärkiä, 

sanotaan rebroussementti-(murto-)pisteiksi. Kussakin 

semmoisessa pisteessä on tangentti kohtisuora x-akselille, 

niinkuin helposti huomaa, hakien raja-arvoa suurelle W kun 

x ja y katoavat. 

132. Epikykloidi. — Kun pyöriö O' liukumatta pyö- 
rii kiinteällä pyöriöllä O, muodostaa edellisen kehällä oleva 
piste P epikykloidi-nimisen käyrän. 

Kullakin kierroksellaan muodostaa P yhden osan epi- 
kykloidia; semmoisia osia, jotka kaikki ovat yhtäsuuret, saat- 

taa olla enemmin tai vähemmin, aina sen mukaan mikä 

suhde pyöriöiden kehillä, toisin sanoen säteillä, on keske- 

nään. Jos liikkuvan pyöriön säde olisi kiinteän pyöriön sä- 
teesen kuin 5:ll, niin että 11 kertaa edellisen kehä oli 

yhtä kuin 5 kertaa jälkimmäisen kehä, niin olisi epikykloi- 
dissa 11 osaa, jotka kaikkiansa 5 kertaa ympäröisivät kiin- 
tein pyöriön, kunkin osan täyttäessä %, sen kehästä. Sitä 
vastoin olisi osia äärettömän monta, jos pyöriöiden säteet 

olisivat yhteismitattomia. 

Otaksutaan, että muodostava piste P alkujaan on ka- 

jonnut kiinteään pyöriöön A:ssa; silloin ovat kaaret CA ja 
CP yhtäsuuret. Olkoon kiinteän pyöriön säde = a, liik- 
kuvan pyöriön säde=0 ja vaihtelevat kulmat C04=o, 
CO'P=a'; niin muodoin CA= aw, CP =ba' ja siis aw =be'
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eli o'="0. Vedetiin O'B ja PM kohtisuoriksi 04:lle ja 

PN viimeksi-mainitun 
suuntaiseksi ; silloin tu- 

lee kulma O'PN näh- 
tävästi supplementiksi 

kulmalle @- a’, toi- 
sin sanoen kulmalle 

a + b a . — o; niin muodoin 
  

X. 

on 

NP =: — b cos pin 

ON= bsin oe jä Z 

Nyt on epikykloi- 

din yhtälö helposti joh- 

dettu. Otetaan O originiksi, OA x-akseliksi ja sille kohti- 

suora viiva y-akseliksi. Koordinaateiksi pisteelle P (v=0M 

— OB 4+ BM, y=PM=0'B— O'N) saamme siten 

  

x = (a + b) c08 0 — boost o, 

(1) 

y=(a+0) sino—bsin" Pa. 

Haettu x:n ja y:n keskinäinen suhta saadaan täten, vaikka 

välillisesti, määrätyksi apukulmalla œ. Kun suureet a ja b 

ovat yhteismitallisia, niin saattaa tämän apukulman poistaa 

ja siten saadaan epikykloidille algebrallinen yhtälö. Mutta 

mahdotonta. on tämä poistaminen silloin kun a ja 6 ovat 

yhteismitattomia; epikykloidin yhtälö on silloin transcendent- 

tinen, jonka jo voi päättää siitäkin yllämainitusta asianhaa- 

rasta, että epikykloidilla silloin on äärettömän monta osaa 

ja että suora saattaa leikata sitä äärettömän monessa pis- 

teessä. 

133. Tarkastakaamme erittäin sitä tapausta, jolloin 

ba. Suureiden x ja y arvot (1) ovat silloin:
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O=2260Sw—uu082w:cö(2608c5——26052w+1), 

@) y = 2a sin o — asin? = a (2 sin w — 2 sin w cos w), 
josta 

L— 4 = 2acos@ (1 — cosa), 

y = 2a sin w (1 —- c08 w), 
ja siis 

(3) (x — a)? + y? = 4a? (1 — cos w)?. 

Kun yhtälöt (2) koroitetaan neliöön ja lasketaan yhteen, saa- 

daan toiselta puolen 

X? + y? = 4042 — 402 cos m ++ a? 

eli 
(4) a? Fy? — a? = 40? (1 — 608 0). 

Eliminoidaan vielä 1 — coso yhtälöjen (3) ja (4) välillä, niin 
saadaan epikykloidille viimein neliasteinen yhtälö: 

(22 4521092 = 402 [ka — aA 

Sen yhtälö polaarisissa koordinaateissa johtuu välittö- 
mästi yhtälöstä (3), jossa vasen jäsen nähtävästi on yhtä- 
suuri kuin neliö välimatkalla AP. Olkoon tämä välimatka 
= o. Otettuamme neliöjuuren, saamme 

=2a (1 — 008 0). 

Siinä epikykloïdin polaarinen yhtälö, kun A on polina ja AX 

polaari-akselina. Koska nimittäin a=0 ja CA= CP, niin 
on AP nähtävästi samansuuntainen kuin O0' ja kulma PAX 
= kulma O'OX; o merkitseekin siis kulmaa, jonka välil- 
lensä tekevät radius vector o ja akseli AX. 

Herttamaisen ulkomuotonsa tähden on se epikykloidi, 

joka syntyy molempain pyöriöiden, liikkuvan ja kiinteän, ol- 
lessa yhtäsuuria, saanut erityisen nimen: kardioidi. Sen 
polaariyhtälö osoittaa, että se samalla on erikoislaatu Pa- 
scalin koteloa, niin kuin huomaa yksinkertaisen geometril- 
lisen piirustuksen avulla. Tarkastetaanpa liikkuvaa pyöriötä 
kahdessa diametrillisesti vastaisessa asemassa O', O" ja pi- 
tennetään PA, kunnes se kohtaa pyöriöt O ja O” pisteissä 
Q, R. Koska tämä suora on samansuuntainen kuin 0'0”, 
niin ovat myös säteet OQ, O"R samansuuntaiset kuin O'P
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ja PQ= QR= 2a; ja R on piste epikykloïdilla, sillä kaaret 
C'R ja C'A ovat nähtävästi yhtäsuuret. Puheenaolevan 
käyrän saattaa senvuoksi ajatella syntyneeksi siten, että se- 

kantti AQ kääntyy O-pyöriön kehällä olevassa pisteessä A 
ja että siitä pisteestä ( lähtien, jossa se kohtaa pyöriön, lei- 
kataan sanotusta sekantista kummallekin puolelle osat OR, 
OP yhtäpitkiksi kuin pyöriön diametri 2a. 

Kardioidilla on fysiikissä huomattava ominaisuus, joka 
tässä sivumennen mainittakoon. Jos nimittäin O-pisteen ym- 
pärille piirretään pyöriö säteellä 3a, joka siis ummelleen ym- 
päröi liikkuvata pyöriöä ja sivuaa kardioidia pisteessä D, 
nim on tämä käyrä katakaustika (polttoviiva) niille sä- 

teille, jotka, pisteestä D lähtien, heiastuvat sanotun pyöriön 

kehältä. 

Polttoviivana yhdensuuntaisille : säteille, jotka heiastu- 
vat jonkun pyöriönkaaren ontevalta (sisä-) pinnalta, on myös- 
kin epikykloidi, syntyvä silloin kun kiinteän pyöriön säde 

on puoli ja liikkuvan pyöriön säde neljäsosa heiastavan 
pyöriön sädettä. 

134. Hypokykloidi. — Kun pyöriö O' liukumatta 
pyörii sisäpuolella toisen, kiinteän O-pyöriön kehää, niin 

muodostaa edellisen kehällä oleva piste P hypokykloidi- 
nimisen käyrän. N 

Otetaan O originiksi ja Kuva 75. 
OA x-akseliksi, jolloin A on 
se piste, jossa P alkujansa 

on kajonnut kiinteään pyöriöön. 
Olkoon kuin ennenkin kiinteän 
pyöriön säde = a, liikkuvan 
säde = b ja kulma 0'04 = w. 
Silloin saadaan pisteen P koor- 
dinaateille x ja y samat lau- 
sekkeet kuin 132 $:ssä (1), 

sillä eroituksella vain, että D 

nyt saa joka kohdassa vastaisen merkin, siis 
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a—b x = (a — b) cos w + Db cos 57% 

y= (a—2)sino— bsin w, 

. .. 55... . . 
Jos esim. olisi 0 = x niinkuin kuvassa on asianlaita, 

saadaan näistä kaavoista 

a 
X = —(3C08 m + C0830) = a cos? W, 

y==(3sino — sin3&) = asin’ ow. 

P
S
 

BS 

Kun w eliminoidaan näiden välillä, jää hypokykloidille seu- 

raava yksinkertainen yhtälö 

Go W" 

Käyrä on symmetrillinen kumpaisenkin koordinaati-akselin 
suhteen ja tekee neljä kärkeä, niinkuin kuvasta näkyy. 

5 Og ass . 
JOS =) niin saavat x ja y seuraavat arvot 

x = 408 0, 

y=0; 

ja tämä osoittaa P-pisteen koko aikana pysyvän 2-akselilla 
ja hypokykloidin niin muodoin yhtyvän pitkin matkaa dia- 

metriin AP. È 

Tähän nojakse hypokykloidin käyttäminen muutamissa 
koneissa, kun tahdotaan muuttaa pyörivää liikuntoa suora- 

viivaiseksi tai päinvastoin. 

135. Arkimedeen spiraali. — Spiraaliksi yleensä 
sanotaan käyrää, joka kiertää äärettömän monta kertaa kiin- 
teän pisteen ympäri, ulottuen yhä ulommaksi sitä. Yksin- 

kertaisin spiraali syntyy seuraavalla tavalla. Epämääräinen 
säde OR kääntyy tasaisella nopeudella kiinteässä pisteessä 
O, samalla Kuin eräs piste P, tasaisella nopeudella sekin, 

kulkee pitkin sanottua sädettä. Tämän kahdenkertaisen liik-
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keen vaikutuksesta piirtää piste P käyrän, jota sanotaan 

Arkimedeen spiraaliksi. 

Otaksutaan, että P-pisteen ollessa O:ssa, liikkuvalla 

säteellä oli asema OX. 
Otetaan O poliksi, OX 
polaari-akseliksi, ja ol- 
koot P-pisteen polaari- 
set koordinaatit r = OP, 
v= POX. Käyrän mää- x 
rityksestä seuraa, että 

r:llä ja v:llä on keske- / 
nänsä vakinainen suhde, 

Kuva 76. 

  

niin että 5 on yhtäsuuri 

kuin joku vakinainen pi- 

tuus a; siitä saadaan suorastaan spiraalin yhtälö 

r= av. 

Kun v=1, on r=a. Jos kulman mitaksi, niinkuin analy- 

sissä on tavallista, otetaan vastaavan kaaren pituus 1-sätei- 

sessä pyöriössä, niin että x vastaa 180 asteen kulman, niin 
merkitsee siis a edellisessä yhtälössä sitä radius vectoria, 

) 

joka vastaa kulmaa v v = i oe 

Originissa O sivuaa spiraalia OX-akseli; sillii OX on 
raja-asema sekantille OR, tämän kääntyessä pisteessä 0, 
kunnes kaari OP katoaa. " 

Liikunnon saattaa ajatella jatketuksi toisellekin puolelle 
OX-akselia; v saa silloin negativisia arvoja ja niin muodoin 
tulee myöskin » negativiksi, ja se merkitsee, ettei piste P 
ole v-kulman määräämällä säteellä, vaan sen pitennyksellä 

päinvastaiselle puolelle pistettä O. Siten syntyy toinen spi- 
raali OS’, aivan samanlainen kuin OS, toiselle puolelle vaan 
kääntynyt. 

136. Logaritmisella spiraalilla on polaari-yhtälönä 

Ne
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Kun v kasvaa nollasta äärettömiin, kasvaa r ykkösestä myös- 
kin äärettömiin; kun v vähenee rajoissa 0, — 0, vähenee 

myöskin » ykkösestä nollaan. Spiraali kiertää siis äärettömän 
monta kertaa polin ympäri, läheten sitä alinomaa, mutta saa- 
vuttamatta sitä koskaan. 

Logaritmisella spiraalilla on se merkillinen ominaisuus, 
että tangentti jok'ainoassa pisteessä tekee yhtäsuuria kul- 
mia radius vectorin kanssa. Tämän todistamiseksi tarvitaan 
kumminkin korkeamman analysin tuntemista, jonka vuoksi 
siitä olkoon tässä vain ohimennen mainittu.



JÄLKIMMÄINEN OSA. 

AVARUUDEN GEOMETRIA. 
  

Ensimmäinen Luku. 

Pisteet ja suunnat avaruudessa. 

137. Perustus-väitöksiä projektioni-opista. — 

Avaruudessa oleva piste projicioidaan suoralle viivalle elikkä 
akselille OX siten, että lasketaan sen kautta taso (tahikka 

vaan suora viiva) kohtisuoraksi akselille OX. Pisteen liik- 

kuessa suoraa 4B myöten, kulkee sen projektioni matkan 
A'B' joko suunnassa OX tai X0. Toinen näistä suunnista, 
esim. OX, pidetään positivisena, toinen XO negativisena, ja 
niinpä annetaan matkalle A'B’ merkiksi joko + tai —, aina 
sitä mukaan kuin se ajatellaan kulkeneeksi edellisessä tai 
jälkimmäisessä suunnassa. Tämä näin merkitty matka on 
silloin suoran AB projektioni akselilla OX. Näin ollen 
väitetään: 

Määrätyn suoran projektioni toisella suoralla 

on sekä pituuden että merkin suhteen = edellisen 

suoran pituus, kerrottuna molempain suorain väli- 

sen kulman cosinilla. 
Todistusta varten pannaan anne- 

" " Kuva 77. 
tun suoran päitten (4, P) kautta kohti- E 
suorat tasot akselille OX, jonka ne 
kohdatkoot pisteissä A', B'; pisteestä 4 y 
A vedetään AC, OX:n suuntaisena, 

kunnes se pisteessä € kohtaa B-pis- 
teen kautta pantua tasoa. Nyt on 

A0:=.4'B! = suoran 4B..projektioni 9 4 Poitou 
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suoralla OX: kulma BAC on yhtä suuri kuin se kulma «, 
jonka AB ja OX välillensä tekevät.”) Koska kolmio ABC 
on suorakulmainen (C-kulma on nimittäin suora, koska AC 

vedettiin kohtisuoraksi tasolle BB'C), niin on siis A'B' = 

AB cosa. 

Aina kuin kulma « on terävä, lankeaa B’ oikealle puo- 

lelle pistettä A' ja projektioni on silloin positivinen; asia 

on päinvastoin, kun œ on tylsä. Mutta kun cosa myöskin 

on edellisessä tapauksessa positivinen, jälkimmäisessä nega- 
tivinen, niin lausuu AB cosa joka tapauksessa tarkasti, niin 
pituuden kuin merkinkin suhteen, AP:n projektionin akse- 

lilla OX. 

138. Jos umpinainen polygoni projicioidaan 

suoralle, niin summa sivujen projektioneista on = 0. 

Polygoneilla, joilla on samat pääpisteet, ovat 
summat sivujen projektioneista yhtäsuuret. 

Väite ulottuu siihenkin tapaukseen, että polygonien 
kaikki sivut eivät olekaan samalla tasolla. Todistus on sama 
kuin taso-polygoneistakin on osoitettu (6 8), joten ei sitä 

enään tarvinne uudistaa. 

139. Jos avaruudessa olevan käyrän kaikista pisteistä 
vedetään tasolle kohtisuorat, niin muodostavat nämä cylin- 
derimäisen pinnan. Tämän pinnan ja tason leikkausta sano- 
taan käyrän projektioniksi tasolla.) Jos projicioitu ava- 
ruus-viiva on suora, niin muuttuu cylinderipinta tasoksi ja pro- 

jektioni on silloin myös suora viiva, ollen kahden tason leikkaus. 

+) Kulma kahden, avaruudessa olevan, suoran välillä, jotka eivät 

ole samalla tasolla eivätkä siis saata yhtyä, on nimittäin yhtä suuri 

kuin kulma kahden muun suoran välillä, jotka jonkun pisteen kautta 

vedetään edellisten suuntaisiksi. Kun kumpikin suora otetaan määrä- 

tyssä suunnassa, niin on kulmakin niiden välillä tarkoin määrätty. 

rk) Tässä on puhe ainoastaan suorakulmaisesta projektio- 

nista. Vinokulmainen projektioni avaruus-viivasta tasolle saadaan 

siten, että sen jokaisen pisteen kautta vedetään tasolle suoria, jotka 

kyllä ovat yhdensuuntaisia keskenänsä, olematta kumminkaan kohti- 

suoria tasolle.



Suoran ja tason välisen kallistuksen määrää se kulma, 
jonka välillensä tekevät suora ja sen projektioni tasolla. 
Määrätyn suoran projektioni on siis suoran pituus, kerrot- 

tuna suoran ja tason kallistuskulman cosinilla. 

140. Pinta-ala tasokuvion projektionilla toi- 
selle tasolle on = annetun kuvion pinta-ala kerrot- 

tuna tasojen välisen kulman cosinilla. 

Tasokuvio projicioidaan toiselle tasolle siten, että kai- 
kista sen perimetrin pisteistä vedetään kohtisuorat jälkim- 
mäiselle tasolle. Saman kuvion projektionit yhdensuuntai- 
sille tasoille ovat tietysti yhteelliset. 

Olkoon annettuna ensinnäkin kolmio ABC, jonka asema 
AB on samansuuntainen kuin se taso P, jolle se on proji- 
cioitava. Suoran AP kautta panemme 

tason ABC', joka on samansuuntainen 
kuin P, ja vedämme pisteestä C kohti- 
suoran CC" tasolle ABC' ja pisteestä C' 
kohtisuoran C'D viivalle AB. Viiva AP 
on silloin kohtisuora tasolle CDC" >) ja 
kulma CDC' on tasojen ABC ja ABC' 
kallistuskulma.  Merkitköön nyt 7 kol- 
mion ABCO pinta-alaa, 7" sen projektio- 
nin ABC’ pinta-alaa ja 0 tasojen kallis- 

tuskulmaa CDC’; niin muodoin saamme T=14AB.0CD, 
I, =14B.C'D; mutta €'D = CDcos 0; siis on T' = Teos. 

Jos ei yksikään kolmion sivuista ole P-tason suuntai- 
nen, niin ajateltakoon kolmion pinta vedetyksi ulos, kunnes se 
leikkaa P-tasoa suoraa viivaa myöten. Vedettäköön nyt 
kolmion kärjistä tämän leikkausviivan suuntaisia suoria; yksi 
niistä tietysti jakaa kolmion 7' kahteen pienempään kolmioon 
T,, T,, joissa siis kumpaisessakin yksi sivu on projektioni- 

Kuva 78. 

  

") Jos nimittäin D-pisteen kautta vedetään suora samansuuntai- 

seksi kuin CC”, niin on tämä suora tasolla CDC” ja samalla kohtisuo- 

rassa tasolle ABC" ja siis myöskin viivalle AB. Tämä AB, oller. samalla 

myös kohtisuora viivalle DC, on siis kohtisuorassa kahdelle eri vii- 

valle tasolla CDC", siis itse tasollekin.
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tason suuntainen ja joiden projektionit edellisen todistuksen 
mukaan ovat Zcos@ ja Z,cos@. Koko kolmion projektioni 

on siis 7 cos0 + T, cos 0 = (T + 7) cos 0 = Tcos0o. 

Koska kerran väite on todistettu kolmion suhteen, niin 

saattaa sen helposti todistaa minkä monisivuisen tasokuvion 
suhteen hyvänsä, sillä senhän saattaa aina jakaa kolmioihin. ̀ 
Mutta väite on voimassa käyräviivaistenkin tasokuvioiden 
suhteen, sillä käyräviivaista kuviota saattaa ajatella suora- 
viivaiseksi, jossa sivut ovat äärettömän pieniä ja sivujen luku 
äärettömän suuri. 

141. Suuntais-koordinatit. — Jonkun avaruudessa 
olevan pisteen P määräämiseksi käytetään kolmea koor- 
dinaati-akselia XX’, YY', Z7', jotka leikkaavat toi- 
siansa origini nimisessä pisteessä O eivätkä ole samalla 

tasolla. Nämä akselit pidetään annettuina ja muuttumatto- 
mina. Joka akselissa eroitetaan kaksi vastaista suuntaa, 

toinen (OX, OY, OZ) positivinen ja toinen (OX', OY', OZ’) 
negativinen. Nämät akselit parittain määräävät kolme ta- 
soa XOY, XOZ, YOZ. joita sanotaan koordinaati-ta- 

soiksi. 

Jos P-pisteen kautta pannaan kolme tasoa PA, PB, 
PC samansuuntaisiksi kuin koordinaati-tasot, niin syntyy pa- 

rallelipipedi, joka on kaikin puolin mää- 

  

  

            

Kuva 79. a: a . 
> rätty, niin kohta kuin tunnetaan sen 

kolme särmää OA, OB, OC. Merkittä- 
C M Gina .. a 

köön ne z, y, 2 ja pidettäköön positi- 
L (p visina tai negativisina sitä myöten kuin 

ne lankeavat vastaavain koordinati- 
UY akselien positiviseen tai negativiseen 

INCL ARG .." .." 
—" Juuniinäin.Nämni-V;J/„sninijininö— 

2?- " ti tarkoin määräävät P-pisteen ase- 
Y man; siksipä sanotaankin niitä P-pis- 

teen koordinaateiksi. Pisteen väli- 

matka OP originista on nimeltään radius vector. 

Koordinaati-akseleita OX, OY, 07 sanotaan %-, y-, 2- 

akseleiksi ja koordinaati-tasoja XOY, XOZ, YOZ nimite-
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tään 2y-, w2-, ye-tasoiksi. Piste, jonka koordinaatit ovat 
siy rig 6 merkitään. (dan, , 

Puheenalaiset kolme koordinaati-tasoa, ulotettuina joka 
haaralle, muodostavat kahdeksan triedrillistä kulmaa (nurk- 
kaa), vastaten kahdeksaa eri yhdistelyä (kombinationia) koor- 
dinaatien merkkien välillä. Pisteellä nurkkakulmassa XYZ 
ovat kaikki koordinaatit positivisia; nurkkakulmassa X'YZ 
on % =—jy = +4,2=-; nurkkakulmassa X" Y'Z on 2 = +, 
Y=,2=+,j. 0. €. Kaikki pisteet avaruudessa saadaan 

siis määrätyiksi, kun x, y, 2 kukin erikseen pannaan vaih- 
telemaan negativisesta äärettömästä (— oo) positiviseen ää- 
rettömään (+ œ). 

Koskteh = O4 EP ES ye Ob = P, 92'200 = PN, 
niin saattaa koordinaatit x, y, 2 piirtää sitenkin, että P-pis- 

teestä vedetään suorat PL, PM, PN samansuuntaisiksi kuin 
OX, OY, 07 ja pitennetään kunnes ne kohtaavat kolme 
koordinaati-tasoa. Kun koordinaatit %, y, 2 ovat annetut, 

niin löydetään piste P paraiten seuraavalla tavalla: z-akse- 

lista leikataan kappale OA = x, A-pisteestä vedetään AN = y 
samansuuntaiseksi kuin y-akseli ja N-pisteen kautta NP = 2 
samansuuntaiseksi kuin 2-akseli. Nämät suorat 04, AN, NP 

otetaan vastaavain koordinaati-akselien positivisessa tai nega- 

tivisessa suunnassa sitä myöten minkämerkkisiä æ, y, 2 ovat. 

Siten syntyy koordinaati-polygoni OANP, joka yhdis- 
tää toisiinsa originin ja P-pisteen. jä 

Koordinaati-akselien ollessa suorakulmaisia (kohtisuoria 

toisilleen), on parallelipipedi OP suorakulmainen ja silloin 
ovat x, y, z radius vectorin (OP) projektioneja koordinaati- 
akseleilla. Tässä tapauksessa saattaa myös sanoa, että x, 

y. 2 ovat kohtisuorat välimatkat pisteestä P koordinaati-ta- 
soihin, otettuina merkkeinensä. 

142. Polaariset koordinaatit. — P-pisteen asema 
kolmen kohtisuoran akselin (OX, OY, OZ) suhteen määrä- 

tään toisinaan myös polaarisilla koordinaateilla, joita ovat: 
1:0) radius vectorin (OP) pituus », 2:0) radius vectorin ja 
07. akselin välinen kulma y ja 3:0) kulma g, jonka välil- 

11
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lensä tekevät tasot ZOP ja ZOX, toisin sanoen kulma, jonka 
radius vectorin projektioni xy-tasolla, ON, tekee x-akselin 
kanssa, otettuna määrätyssä suunnassa, ajateltuna esim. 

syntyneeksi niin, että ON on siirtynyt z-akselin suunnasta 
y-akselin suuntaan. Missä suhteessa 
nämä polaariset koordinaatit 7, v, p 
ja suorakulmaiset a, y, 2 ovat toi- 
siinsa, näkyy seuraavista yhtälöistä: 

Kuva 80. 

x =r siny cosy, 

Yy = r siny siny, 

2 = 7 COSY. 

  

Nämä yhtälöt johdetaan helposti. Suora- 
kulmaisesta kolmiosta OPN (kulma ONP on näet suora) saa- 
daan ensinnäkin 2 = PN = OP sin PON =rcosy ja ON = 
rsiny. Suorakulmaisesta kolmiosta ONA (kulma A on suora) 
saadaan y= AN=ONSing ja c=OA=ONcosg. Kun 
nyt suureiden %, y, 2 arvoihin sijoitetaan ON=rsiny, niin 
saadaan ylläolevat yhtälöt. 

143. Radius vectorin pituus ja suunta. — Suora- 
kulmaisessa parallelipipedissä on diagonaalin neliö yhtäsuuri 
kuin summa kolmen, samasta nurkkapisteestä lähtevän, sär- 

män neliöistä. Koska nimittäin (kuva 79) 0P" = ON? + NP” 

ja ON'= DÅ AN’, niin, on QP se Ode AN a NP 
OA” + OB”+ OC”. Jos nyt r merkitsee P-pisteen radius 
vectoria, toisin sanoen välimatkaa originista siihen pistee- 
sen, jonka suorakulmaisina koordinaateina ovat x, y, 2, niin 
on siis 

rg +y?te?, josta rv = Vx? +y? te, 

Radius vectorin suunnan määräävät ne kulmat « = POX, 
B= POY, y=POZ, jotka radius vector tekee koordinaati- 
akselien positivisen suunnan kanssa. Suorakulmaisessa koor- 

dinaatistossa ovat x, y, 2 radius vectorin projektioneja ak- 
seleille; niin muodoin on



= B — 

- x 
. L =rCcoso, TT y 

Y = r Cosh, joista 4 cosp =, 
r 

2 
2=rC08y, GP = 

Kolmesta jälkimmäisestä kaavasta saadaan lasketuiksi arvot 
suureille a, P, y. Korotettuamme kumpaisetkin jäsenet ne- 
liöihin ja laskettuamme yhteen, saamme 

PEA cos?a + cos? B + cos?y = ja ; 

mutta kun 22+y?2+22=7z-?, niinkuin äskön näimme, niin on 

(1) cos? a + cos?B + cos?y = 1, 

ja semmoinen on yleensä keskinäinen suhta kulmilla, jotka 
suora tekee kolmen toisillensa kohtisuoran akselin kanssa. 
Tästä näkyy, että kulmat «, B, y eivät ole itsenäisiä elikkä 
toisistaan riippumattomia. Niissä on kuitenkin enemmän 

kuin tarpeeksi OP-viivan suunnan määräämistä varten, niin- 
kuin helposti huomataan. Ajateltakoon nimittäin, että OP 
heilahtaa vuorotellen akselien OX, OY, OZ ympäri. Siten 
syntyy kolme koonia, jotka leikkaavat toisiansa OP-viivaa 
myöten. Jos nyt ainoastaan o-kulma olisi annettuna, niin 
saattaisi jok'ainoa ensimmäisen koonin emäviiva edustaa suo- 
raa OP. Mutta jos samalla tunnetaan myöskin fB-kulma, 
niin on selvä, että OP-suoran tulee kuulua sekä ensimmäi- 
seen että toiseen kooniin ja siis olla jommankumman niistä 
suorista, joita myöten nämä koonit leikkaavat toisiansa. Vas- 
tamainitut kaksi suoraa tekevät z-akselin kanssa kumpikin 

kulman, jotka ovat toistensa supplementit. Toisen tai toisen 

näistä kulmista täytyy niin muodoin olla y-kulman. OP-viivan 

suunnan määräämiseksi siis ei tarvitsisi tietää muuta kuin onko 

y terävä vai tylsä, toisin sanoen onko cosy positivinen vai 

negativinen. Mitä taas vastamainitun eosinin ominaiseen ar- 

voon tulee, niin saattaa sen laskea kaavasta (1), kun « ja 

p tunnetaan.
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144. Kahden pisteen välinen matka ja suunta. 
— Olkoot P ja P' (kuva 81) kaksi pistettä, joiden koordi- 
naatit x, y, 2 ja &', 4, ' ovat annetut.  Haettakoon niiden 
välimatka o = PP' ja kulmat «, P, y, jotka tämä välimatka, 
suunnassa PP', tekee koordinaati-akselien kanssa. 

Vedetään P-pisteen kautta suorat PX', PY', PZ' sa- 
mansuuntaisiksi kuin OX, OY, OZ ja otetaan edelliset suo- 

  

Fiia (Sili rat akseleiksi uudessa suorakulmai- 
LL sessa koordinaatistossa. Silloin ovat 

P' P'-pisteen koordinaatit uudessa koor- 

L XxX’ dinaatistossa: x' x, y' —y, 2'— 2 ja 
£ siis on 

p SITAN 803 kyi OENE Et N A 

E josta haettu välimatka saadaan, otta- 
malla neliöjuuri. Huomaten, että koor- 
dinaatit z'-— 2, y'— y, 2—2 ovat PP'- 

suoran projektioneja uusilla akseleilla ja samalla myös nii- 
den suuntaisilla akseleilla OX, OY, 07, saadaan 

a —x 
ocosa =X'— 22, Cos « = HA fi 

Marr Y 
e 

, 
Knin 

ocospB=y—y,' joista < cosp= 

W   a 

cosy = 2—72, COS y = 

Kulmain «, P, y suhteen ei saata tulla mitään epäselvyyttä, 
koska o aina otetaan positivisena. 

145. Haettakoon koordinaatit pisteelle P, joka 
jakaa kahden annetun pisteen P' ja P" välisen mat- 

Kuva 82. kan niin, että PP': PP" m:n. 
Suora- tai vinokulmaisessa ko- 

ordinaatistossa olkoot P-pisteen ko- 
ordinaatit x, y, 2; P'-pisteen x', 
Y, 2' ja P"-pisteen x" y" 2" Ve- 
detään pisteitten P, P', P" kautta 
z-akselin suuntaiset suorat; nämä 

suorat ovat samalla tasolla, joka 

  

K
N
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leikkaa xy-pintaa pitkin suoraa N'N". Silloin on PN 
ee BN Slew Ri eign stig PL = 2: hB M ia 

Yhdenmuotoisista kolmioista P'PL ja PPM saadaan nyt 
PL:P"M=m:n, se on 

2—2 12" —z=m:n, 

josta n(2— 2) = m(2" — 2) eli (m4 n)2 = nz +m". Sa- 
manlaatuiset yhtälöt saadaan myös z- ja y-suureiden suh- 
teen. P-pisteen koordinaatit ovat siis 

_ me!" nar } my" + ny’ me" + ne. 
= TE AS ae eg J). kus 

m + n y men m -nN 

Nämä arvot on koordinaateilla silloin kuin piste P on pisteit- 
ten P' ja P" välillä. Jos taasen haettaisiin koordinaateja pis- 
teelle P, joka on semmoisen matkan päässä kahdesta anne- 
tusta pisteestä P’ ja P" (P'P"-suòran pitennyksellä), 

että PP': PP” = m:n, niin saataisiin, todistaen samalla ta- 
valla kuin ennenkin: 

— ma — na" jina: my! — ny" ja 1 Te 
m—n m-—n m—n 
  

Jos P on puolivälissä P'P"-matkaa, niin sen koordi- 
naatit ovat: 

      

toisin sanoen, ne ovat aritmetilliset keskiarvot an- 

nettujen pisteiden vastaavista koordinaateista. Kun 
x" =—2x, Yy" =— y, 2" = — z, niin nämä keskiarvot ka- 
toavat ja silloin on 2 =0, y=0,2=0; siis: jos kahdella 
pisteellä vastaavaiset koordinaatit ovat yhtäsuu- 

ret, mutta vastaismerkkiset, niin niiden yhdistys- 

suora jakautuu originissa kahtia. 

146. Radius vectorin projektioni. — Radius vec- 
torin OP projektioni (kuva 80) mille suoralle hyvänsä on 

yhtä suuri kuin projektioni koordinaati-polygonista OANP 

samalle suoralle. Jos suora, jolle OP projicioidaan, tekee



—166— 

koordinaati-akselien kanssa kulmat a, B, » ja jos P-pisteen 
koordinaatit ovat x, y, 2, niin projektioni OA-sivusta on 
zcosa, AN-sivusta ycosB ja NP-sivusta 2cosy (vrt. 9 8); 
summa 

-xcosa+ycosB + z2cosy 

lausuu niin muodoin koko koordinaati-polygonin elikkä ra- 
dius vectorin projektionin. Sama on asianlaita vinokulmai- 
sessakin koordinaatistossa. 

Jos suora, jolle projicioidaan, on yhtenä OP-suoran 
kanssa, niin mainittu projektionikin on yhtäsuuri kuin ra- 
dius vector 7, siis 

r = 7c0osa + ycosB + 2cosy. 

Mutta koska «a, B, y merkitsevät radius vectorin ja koordi- 

naati-akselien välisiä kulmia, niin saadaan, koordinaatiston 

ollessa suorakulmaisen, 143 8:n mukaan x =r cosa, y=rcosf, 

2 =rcosy; sijoitettuamme nämä arvot edelliseen kaavaan, 
tulee 

r =r(cos?a + cos? B + cos?y), josta 

cos? a + cos?B + cos?y = 1, 

ja samaan päätökseenhän tulimme jo 143 §:ssä. 

147. Kahden suoran välinen kulma. — Olkoon 
annettuina kaksi suoraa OZ, OL' (tai niiden suuntaiset suo- 
rat avaruudessa), joista edellinen tekee kulmat «, B, y ja 

jälkimmäinen kulmat «’, fB', y' koordinaati-akselien kanssa. 
Mainittujen suorain suunta on nyt täydellisesti määrätty; 
kysymys on: mitenkä niiden välinen kulma € saadaan las- 
ketuksi? Se lasketaan seuraavalla tavalla, koordinaatiston 

ollessa suorakulmaisen. " 
Kuva, 63. Otetaan suoralla OL joku piste 

P, jonka koordinaatit merkittäköön 
x, Yy, 2 ja radius vector r. Radius 
vectorin OP ja koordinaati-polygonin 
OANP projektionit suoralle OT, ollen 

x indenttisiä, antavat 

70080 =xcosa+ycosf +2cosy. 

Kun tähän sijoitetaan 2x="7 cos «, 

E 
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y=rcosfp, 2=rcosy ja sitten jaetaan suureella r, saadaan 

(2) cos @=cos «cos & 4- cosB cos B’ + cosy cosy’, 

ja tämän kaavan mukaan saatiaa laskea 0-kulman arvon. 
Tämä kulma otetaan aina rajoissa 0 ja 1809, jolloin se aina 
erehdyksettä on määrätty cosininsa kautta. 

Kun «a, P, 7, a, P, y ovat semmoiset, että oikea jä- 
sen yhtälössä (2) katoaa, tulee cos0—0 ja 6—90. Jos 

siis asianlaita on semmoinen, että 

COS a cosa + cos Pecos f' + cos yeosy'=0, 

niin ovat suorat kohtisuoria toisillensa. Ne ovat nähtävästi 
yhdensuuntaisia, jos kumpikin tekee yhtä suuria kulmia 
koordinaati-akselien kanssa, siis kun «=4a, B=fB', yy’. 

148. Suuntakulmat ja suuntakosinit. — Kul- 
mia a, B, y suoran viivan ja kolmen suorakulmaisen koor- 
dinaati-akselin välillä sanotaan lyhyesti suuntakulmiksi. 
Analytillisessä geometriassa käytetään tavallisesti näiden kul- 
main kosineja, jonka vuoksi, Englantilaisten kirjailijain mu- 
kaan, nimitämme niitä suoran viivan suuntakosineiksi 

(engl. kielellä direction-cosines). 
Olkoot a, b, c suoran kolme suuntakosinia. Yhtälön 

(1) mukaan 143 S:ssä on a?+0?+c2=1, ja tästä kaavasta 
saamme niiden arvot lasketuiksi, kun vaan tiedetään niiden 

keskinäinen suhde. Olkoot a, &, c suhteellisia kolmeen an- 

nettuun suureesen, siten että 

Lat. 
ARBO 

jokainen näistä murtoluvuista on myös (katso 58 &:n viittaa) 
yhtäsuuri kuin 

Vestre sil " 
"—"73M——NT2737732' 

niin muodoin on 

d= va Mva == +B c= ata Gee a 

VAY Bp O v VAP BE? VAEB. 
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Tässä saattaa yhdistellä keskenään joko kaikki + merkit 

tahi kaikki -— merkit, joten suureille a, b, c saadaan kaksi 

arvoryhmää. Nämä eri arvot eivät kumminkaan osoita muuta 
kuin suoran kahta vastakkaista suuntaa. 

Cosini 0-kulmalle kahden suoran välillä, joiden suunta- 
kosinit ovat a, b, c jaa’, 0’, €, on, niinkuin yhtälö (2) osoittaa: 

c080 = ad' + bb' + ec', 
josta 

cos? 6 = aa? + D2b2 + c26'? + 2aba'b' + 2aca'c' + 2beb'c 

Sen ohella on myös 

= (a? + 02 4 0?) (a? +b + 6") 

= aa’? + bb"? 6262 4 420724 12024 02624224 0207241202, 

Kun tästä otetaan pois edellinen yhtälö, niin saadaan 

1 –90J"0:cö'5"2+""202+öö"5„'—f(5"52 + 2c/""'+b"2c2 

———"csin72—–23w"5—0055 
se on: 

(3) sin? @ = (ab'—a'b)2 ++ (be! — D'e)? + (ca’ — c'a)?. 

Tätä kaavaa tarvitaan seuraavassa probleemassa. 

149. Haettakoon suuntakosinit suoralle, joka 
on kohtisuorassa kahdelle annetulle suoralle. 

Annetut suorat OL, OL" ajateltakoon selvyyden vuoksi 
kulkeviksi originin kautta; edellisen suuntakosinit olkoot a, 

Db, c, jälkimmäisen «, b, c'. Kolmas suora OL" on kohti- 
suorassa kumpaisellekin ensinmainitulle; laskeaksemme sen 

suuntakosineja a”, J €", on meillä kolme yhtälöä 
a BIF E Te 

+007 +" =0, 
a! at + 00 +c'c ”"” =O, 

aa) bb" +e Mx 

Eliminoidaan nyt c” ensimmäisestä ja toisesta yhtälöstä, y 
joten saadaan 

ae U! 

ÚO =p Ut As Uig C'a
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Kun sitten samoista yhtälöistä eliminoidaan 0”, niin saadaan 
1 ” 

a eC 

Bee 0'0"; UB =D 

Meillä on siis 

” 
a b" C 

G GC n ota ab a'b 

1 

  

t päätökseen olisi tultu, jos viimeksi olisi elimi- 
noitu a”). 

Kukin näistä murtoluvuista on yhtäsuuri kuin se murto- 
luku, jonka osoittajana on neliöjuuri osoittajain neliöiden 

summasta, siis +/a”?24 024 ce? joka on 1, ja nimittä- 
jänä neliöjuuri nimittäjäin neliöiden summasta, joka kaavan 

(3) mukaan on ——+sin9. Kun 9 merkitsee kulmaa suo- 

rain OZ ja OL’ välillä saamme siis lopullisesti 

(4) 
Tästä nyt saadaan a", 0", €" lasketuiksi siten, että kukin 
kolmesta ensimmäisestä murtoluvusta verrataan neljänteen 

ja karkoitetaan nimittäjä. 

Kaava (4) pitää paikkansa, olkoon suorakulmaisella 
koordinaatistolla mikä asema tahansa, siis siinäkin tapauk- 
sessa. kuin y-akseli lankeaa suoraa OL ja 2-akseli suoraa 
ET myöden, jolloin, 0H. 7 = 0,0 = 100 2 0,0 £ 0, 

a" sd L E oe 1 

be be Ga ab Ea i — sin @ 

c'=1. Kolmannesta jäsenestä kaavassa (4) tulee silloin 5, 

jolloin on a=- sin 9. Mutta a merkitsee tässä cosinia 
sille kulmalle, jonka OL tekee uuden x-akselin kanssa ja 
tämä kulma on nähtävästi terävä tai tylsä sitä myöten kuin 
OL on samalla puolen yz-tasoa kuin x-akselikin tai vastai- 
sella puolella. Koska sin0 aina on positivinen, niin on kaa- 
vassa (4) edellisessä tapauksessa käytettävä +, jälkimmäi- 
sessä —. 

Merkin laita on sama, olkoon koordinaatistolla mikä 

muu asema hyvänsä eikä ainoastaan vasta puheena ollut eri- 
koisasema. Saattaahan nimittäin ajatella, että koordinaatisto
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muuttuu asemasta toiseen perättäisen kiertymisen kautta, 
” 

jolloin lausekkeella a niinkuin kaava (4) osoittaa, 

aina on joko toinen tai toinen vakinaisia arvoja tan 6 

Mutta kosk'ei tämän lausekkeen arvo äkkiä saata muuttua 
toisesta toiseksi, niin on helppo ymmärtää, ettei se ollenkaan 
saata muuttaa merkkiänsä. Mikä merkki kaavassa (4) mil- 

loinkin on käytettävä, huomataan pian, kun ajatellaan koor- 
dinaatiston muuttuvan sillä tapaa, että y-akseli lankeaa OL'- 
suoraa ja -akseli OL”-suoraa myöten, ja tutkitaan sitten, 
onko OL samalla puolen yz-tasoa kuin x-akselikin vaiko vas- 
taisella. Tämän saattaa lausua seuraavassa säännössä: Jos 

kolme suoraa OL, OL', OL", katsottuina O-pisteestä, 
seuraavat toisiansa samassa järjestyksessä (myötä 
tai vasten päivää) kuin kolme koordinaati-akselia OX, 

OY, OZ, niin käytetään kaavassa (4) 4 merkkiä, 

muussa tapauksessa — merkkiä. 

Kaava (4) on voimassa, olkoon annetuilla suorilla mikä 
asema avaruudessa tahansa, sillä originin kautta saattaa 

aina vetää niiden suuntaisia suoria. 

150. Tasokuvion pinta-alan neliö on yhtäsuuri 

kuin summa, joka saadaan, kun neliöt kuvion pro- 
jektioneista kolmelle toisillensa kohtisuoralle ta- 

solle lasketaan yhteen. 
Olkoon 4 annetun kuvion pinta-ala ja «, 6, y kulmat, 

jotka sen taso tekee kolmen toisillensa suorakulmaisen ta- 
son YOZ, ZOX, XOY kanssa, elikkä toisin sanoen kulmat, 
jotka A-tason normaali tekee kolmen suorakulmaisen ak- 
selin OX, OY, OZ kanssa. Projektionit 4-kuviosta ovat 

silloin 
A=4c0osa; B=4Acosp, C=Aeosy; 

niiden neliöiden summa on 

A? + B? + 0?= A, 

koska cos?«+ cos?fB + cos?y=1.
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Koordinaatien muutos. 

151. Originin siirto. — Jos koordinaatisto siirre- 
tään itsensä suuntaisesti originista O uuteen originiin O, 
jonka koordinaatit ovat «, 6, y, niin on P-pisteen alkupe- 

räisillä koordinaateilla x, y, 2 ja uusilla koordinaateilla x’, 

y', 2' seuraavat suhdat: 

gata, 

y=y +8; 
Pra fa 

Koska nimittäin y2-taso itsensä suuntaisesti siirtyy pisteestä 
O pisteesen O', niin vähenevät kaikki abscissat (algebral- 
lisesti) vakinaisella suureella &, niin että '=2—«c& eli 
“=x +a. Samoin todistetaan että y=y+Bjaz2=2+). 

152. Akselien suuntain muutos. — Tässä otetaan 
vaan puheeksi suorakulmaisen koordinaatiston muutos toi- 
seksi, suora- tai vinokulmaiseksi, samalla originilla. Olkoot 

P-pisteen koordinaateina edellisessä koordinaatistossa x, y, 2, 

jälkimmäisessä x', y, 2". Uusien akselien suunta määrätään 
cosineilla niille kulmille, joita ne tekevät alkuperäisten ak- 

selien kanssa, merkiten suuntakosinit x'-akselille a, 0, c, 
y'-akselille a’, b, c' ja 2-akselille a”, 0", c". Kun nyt 
x-akselille projicioidaan sekä välimatka OP että se koordi- 
naati-polygoni, joka uudessa koordinaatistossa yhdistää toi- 
siinsa originin ja P-pisteen, niin saadaan ensimmäinen alem- 

pana olevista yhtälöistä; toiset kaksi saadaan, projicioimalla 
samat viivat y- ja z-akseleille: 

( x= a% + a'y + a", 

(1) y=bx' +by' +Db"2', 
I 2=0x' Fey + 0. 

Koska alkuperäinen koordinaatisto oli suorakulmainen, niin 
on edellisissä kaavoissa olevain yhdeksän suuntakosinin vä- 
lillä seuraavat suhdat: 

a? +b? +¢? =1, 
(2) a’? +6 +¢%=1, 

a'24 024 62—1.
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Jos uusikin koordinaatisto on suorakulmainen, niin saa- 

daan vielä seuraavat ehto-yhtälöt: 

aw +0b' +c =0, 
(3) aa" + bb" + cc" =0, 

aa +b b + cle =O, 

joista edellinen lausuu, että x'- ja y'-, toinen että x'- ja 2'-, 
kolmas että y- ja 2'-akselit ovat kohtisuorat toisillensa. 

153. Jos taas päinvastoin tahtoo lausutuiksi uudet 
koordinaatit alkuperäisten kautta, kun kumpikin koordinaa- 

tisto on suorakulmainen, niin on OP-matka ja koordinaati- 
polygoni xyz projicioitava kullekin uudelle akselille. Samaan 
päätökseen tullaan myös yhtälöistä (1). Koordinaatille x’ 
saadaan arvonsa siten, että mainituista yhtälöistä ensimmäi- 
nen, toinen ja kolmas järjestyksessä kerrotaan suureella a, 
D, c, jonka jälkeen yhtälöt lasketaan yhteen. Koordinaatit 

y ja 2' saadaan samoin, yhteenlaskemalla yhtälöt (1), sit- 
tenkuin ne järjestyksessä on kerrottu suureilla a’, b', c' ja 
a", 0, e". Huomaten samassa ehtoyhtälöt (2) ja (3), saa- 

daan siten i 
x =a% by + ce, 

y'=am.+hb'y +2, 
2 =a'w+ by + ez. 

Koska cosinit niille kulmille, jotka a- ja y- sekä 2-ak- 
seli tekevät uusien koordinaati-akselien kanssa, ovat järjes- 
tyksessä a; a', a"! ja b, b, D sekä o, €; €", niin on näiden 
yhdeksän suureen välillä vielä seuraavat suhdat: 

a?+a?2+a42=1, ab-+a'b'+a"b'=0, 

b?4+0°40%=1, acta +a''c’ =0, 
e+¢2+¢%=1, be + b'c' + bc" =0, 

joista kolme ensimmäistä seuraa uuden koordinaatiston suo- 
rakulmaisuudesta ja kolme jälkimmäistä osoittavat, että al- 
kuperäiset koordinaati-akselit parittain ovat kohtisuorassa 
toisilleen. Nämä kuusi kaavaa lausuvat siis vain toisella 
tavalla samat ehdot kuin yhtälöt (2) ja (3), joista ne saat- 

taa johtaakin.
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154.ILSSKIUSUSSUSnibinsniinököc:jöniöjllä0,22,6;"'„" 
saattaa lausua vielä toisellakin tavalla. Koska nimittäin %'- 
akseli on yht?-aikaa kohtisuora sekä y'- että 2'-akselille ja 
viimeksi mainittujen akselien välinen kulma on 9009, niin 

149 8:n mukaan on 

FRERET TET Taa t: 
Tässä on käytettävä plus tai minus merkkiä, sitä myöten 
kuin koordinaatien %', y', 2' akselit, katsottuina O-pisteestä, 
seuraavat toisiansa samassa järjestyksessä kuin koordinaa- 
tien x, y, 2 akselit tahi päinvastaisessa, toisin sanoen, sitä 

myöten kuin kumpaisenkin koordinaatiston, (molemmat suo- 

rakulmaisina) saattaa ajatella yhtyvän toisiinsa tahi ei. Edel- 
lisessä tapauksessa on siis 

able bic’, a =b"eo— be, ENA 
D Gd sd V = c"a—cea", V' = ca'—c'a, 
c=ab"—a"b', c = a"b— ab", €" = 0b" — a'b. 

Tuskin tarvinnee muistuttaa, että kaikki nämä kaavat seu- 

raavat ehdoista, jotka jo ovat lausuttuina kuudessa yhtälössä 

(2) ja (3). 9) 

155. Eulerin kaavat. — Koska yhdeksällä koeffici- 
entillä a, 0, c, a, ... on kuusi ehto-yhtälöä (2) ja (3), niin 
saattaa ainoastaan kolme niistä ottaa mielin määrin. Tästä 

seuraa, että kahden suorakulmaisen koordinaatiston keski- 

") Koska tässä kirjassa ei tule käytettäviksi kaavoja vinokul- 

maisen koordinaatiston muuttamiselle toiseksi vinokulmaiseksi, niin 

mainitsemme ne vain viitassa. 
Olkoot: 4, u, » kulmat, jotka x-akseli tekee yz-tason, y-akseli 

wg-tason ja e-akseli ay-tason kanssa ja @, B, y, &, B', 7’, &, B’, y” ne 

kulmat, jotka koordinaatien a, y', 2 akselit tekevät edellämainittujen 

koordinaatitasojen kanssa. Jos nyt koordinaati-polygoonit »yz ja xyz 

projicioidaan sanottuja tasoja vastaan vedetyille normaaleille, niin 
saadaan 

A w sin 4 = a" sin & 4 //' sin & + 2’ sin 0, 

y sin u= æ sin P + y' sin [' +- %' sin p", 

z sin v = æ sin y + y siny + £ sin y”.
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näisen aseman määräämiseksi tarvitaan ja on kylläksi yleensä 

kolme vakinaista. 

Ajateltakoon origini keskiöksi pallolle, jonka säde on 
otettu mielinmäärin. Pisteet X, Y, Z ja X', Y', Z', joissa 
koordinaatistot kohtaavat pallon pintaa, määräävät kaksi 
pallokolmiota XYZ ja X'Y'Z', joissa kaikki sivut ja kaikki 
kulmat ovat = 90%. Pitennetään isopyöriön kaari X" Y' kun- 

nes se kohtaa XY-kaarta N-pis- 
teessä; merkitköön y kaarta XN, 

g kaarta NX' ja 0 kulmaa YNY', 
jota myös vastaa isopyöriön kaari 
ZZ'. Suureet 0, o, v saattavat nyt 
määrätä uuden ja alkuperäisen koor- 
dinaatiston keskinäisen aseman, ja 
niillä täytyy siis voida lausua kaikki 

koefficientit kaavoissa (1). 

Kuva 84. 

  

Tätä varten ei tarvitsekaan muuta, kuin sovittaa tähän 

pallo-trigonometriasta tuo tunnettu sääntö, että pallokolmion 

sivun cosini on = tulo toisten kahden sivun cosineista + nii- 

den sinien tulo kerrottuna välisen kulman cosinilla. 

Huomattakoon ensin, että isopyöriön kaaret ) XX", YX’, 

ZX', XY', YY', ZY', XZ’, YZ’, ZZ’ ovat asteluvultaan 

yhtäsuuret kuin ne kulmat, joita a’-, y’-, 2’-koordinaatien 

akselit tekevät alkuperäisten koordinaati-akselien kanssa, että 

niin muodoin 4=cos XX', b=cos YX', e=cos ZX' j. n. e. 

Määrätäksemme nyt esim. a-suuretta, tarkastamme pallo- 

kolmiota NXX', jossa NX'=g, NX==v ja välinen kulma 

= 1809 — 0; samoin saadaan b kolmiosta NX'Y, jossa kaksi 

sivua ja välinen kulma ovat p— 90, v, 0; c saadaan kol- 

miosta NX'Z, jossa NX'=g, NZ=909 (koska % on po- 

lina isopyéridlle XY) ja kulma X’NZ=90°—6 j. n. e. 

Yleensä on joka kerta tarkastaminen pallokolmiota, jonka 

+) Epäselvyyden karttamiseksi ei näitä kaaria ole kuvassa piir- 

retty; lukija olkoon hyvä ja itse piirrustakoon ne tai, vielä paremmin, 

kuvailkoon ne vain mielessänsä.
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kärkenä on N ja asemana se kaari, jonka cosinia haetaan. 
Siten saadaan: 

a =008 XX — cos pcos — sin 9 sin Y cos 0, 

b =cos YX' == cos psin p+ sin p cos eoso, 

c =cos ZX' == sin y sind, 
a’ = cos X Y'==— sin p cos — cos y sin Y cos 0, 
V =cos YY' = — sin sin y + cos p cos v cos 0, 

6 =cos ZY'=cosysino, 
a" =cos XZ"=sinvsin 0, 
0" = cos YZ'= — cos sin 0, 
e" =cos ZZ'==cos0. 

Sijoitettuamme nämä arvot kaavoihin (1), saamme n. s. 
Eulerin kaavat koordinaatien muutokselle; ja näissä on ai- 
noastaan kolme vakinaista 0, p, y, jotka ovat tarpeelliset 

uuden koordinaatiston määräämiseksi. 
Tässä otaksutaan, että kumpaisenkin koordinaatiston 

akselit ovat samassa järjestyksessä, niin että ne saattaa lan- 
gettaa yhteen. Siinä tapauksessa saattaa ajatella koordi- 
naatiston muuttuneeksi kolmen perättäisen kääntymisen kautta, 
nimittäin niin, että se on kääntynyt 1:0) z-akselin ympäri 

w-kulman, 2:0 x-akselin ympäri, joka nyt on yhdessä ON- 
sivun kanssa, 0-kulman sekä 3:0) uuden z-akselin ympäri, 
jolla nyt on asema 0Z', p-kulman. Kukin kääntyminen pi- 
detään positivisena, jos se tapahtuu suunnassa XY, YZ tai 
ZX, mutta negativisena vastaisessa tapauksessa. 

Viivain ja pintain yhtälöt. 

156. Avaruudessa olevan pisteen asema on määrätty, 
kun tunnetaan sen kolme koordinaatia, jotka saattavat olla 
annettuina välittömästi, tai kolmella yhtälöllä, jotka ensin 
ovat ratkaistavat. Jos sitä vastoin koordinaatit x, y, 2 ovat 
lausuttuina ainoastaan kahdella yhtälöllä, niin yksi niistä, 

esim. x, on mielivallan alainen, sille: saattaa antaa jonkun 

arvon, minkä hyvänsä ja johtaa sitten yhtälöistä vastaavat 
arvot suureille y ja 2. Kukin semmoinen arvosto määrää
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avaruudessa jonkun pisteen; niin esim. arvot <= 04, y=A4N, 
2=NP määräävät avaruudessa P-pisteen. Suureet x ja y it- 

seksensä taas määräävät N-pisteen, 
joka on P-pisteen projektioni tasolla 
vy, 2-ordinaatan suunnassa. Jos nyt 

% pannaan vaihtumaan perättäisesti, 

niin vaihtuu samalla myös y, (koska 
se riippuu x:stä elikkä, niinkuin sa- 

notaan, on x:n funktioni) ja silloin 
muodostaa N-piste ry-tasolla jonkun 
viivan. Mutta samalla vaihtuu myös- 

kin 2, jolloin P muodostaa avaruudessa erään viivan, jonka 
projektionina on N-pisteen muodostama viiva xy-tasolla. 
Näemme siis, että kaksi yhtälöä suureissa x, y, 2 edustavat 

viivaa avaruudessa. 

  

Kuva 85. 

  

Kun taas päinvastoin joku viiva avaruudessa on annet- 
tuna, niin on samalla sen projektionikin zy-tasolla määrätty. 
Jok'ainoa arvo suureella x antaa vastaavat arvot suureille 
y ja z, niin että kaksi koordinaatia riippuvat kolmannesta. 

Tämmöisen riippuvaisuuden lausumiseen analytillisesti tar- 
vitaan kaksi yhtälöä, ja niinpä saattaa sanoa, että avaruus- 
viivan edustajana on kaksi yhtälöä suureissa 2, y, 2. 

Jos on annettuna yksi ainoa yhtälö koordinaateissa 2, 

y, 2, niin saattaa kahdelle niistä (esim. x, y) antaa mielin- 

määräisiä arvoja, jonka jälkeen yhtälöistä saadaan vastaava 

arvo suureelle 2: Jok'ainoata mielinmäärin otettua pistettä 

ay-tasolla vastaa siis piste avaruudessa ja viimeksi mainitun 

pisteen ura on nähtävästi pinta. Yksi yhtälö suureissa 

x, y, z edustaa siis pintaa. 

Päinvastoin on kullakin, määrätyn säännön mukaan 

tehdyllä pinnalla yhtälönsä. Koska nimittäin zy-tasolla saat- 

taa ottaa pisteitä mielinmäärin ja niiden kautta vetää 2-ak- 

selin suuntaisia suoria, kunnes ne sattuvat annettuun pintaan, 

niin huomataan, että yksi koordinaateista, esim. z, riippuu toi- 

sista kahdesta, joiden arvot ovat mielinmääräisiä, ja tämän 

riippuvaisuuden saattaa lausua yhtälöllä.
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Poikkeustapauksissa saattaa kumminkin yksi yhtälö edus- 
taa viivaa tahi pistettä, nimittäin silloin kuin annettu yhtälö 
voi hajautua kahdeksi tai kolmeksi yhdenaikuiseksi (yht'aikaa 
voimassaolevaksi) yhtälöksi. Semmoinen on esim. seuraavain 
yhtälöjen laita: 

(++ 2=0, 
(2—4)2 + (y — 0)2 + (2 — 6)? =0. 

Edellinen vaatii että yht'aikaa on «+y=0 ja ¢=0; se 
edustaa siis suoraa wy-tasolla. Jälkimmäinen taas merkitsee 
pistettä; sillä se toteutuu ainoastaan määrätyillä arvoilla 

BEY =O, BSAC. 

Saattaa niinkin tapahtua, ettei yhtälöllä ole yhtään to- 
dellista juurta; siinä tapauksessa ei sillä ole mitään geome- 
trillistä merkitystä. Niin esim. yhtälöllä 

2° +y +2? +1=0. 

157. Yhtälö, jossa ei ole kuin x, esim. z= a, mer- 
kitsee jokaista pistettä, jonka ahbscissalla on vakinainen 
arvo a. Kaikki nämä pisteet ovat silminnähtävästi samalla 
tasolla, joka on yz-tason suuntainen ja leikkaa x-akselia 
a-matkan päässä originista. Samoin merkitsevät yhtälöt 
y=bd ja 2=c kahta tasoa, joista edellinen on x2-, ja jäl- 
kimmäinen xy-tason suuntainen. Yhtälöt z=0, y=0,2=0 
edustavat siis kukin eriksensä itse koordinaati-tasoja. 

Yhtälö, jossa on ainoastaan kaksi koordinaatia x, y, 
mutta ei kolmatta z, määrää ensinnäkin erään viivan NN’ 
(kuva 85) xy-tasolla; mutta ei siinä kyllin, sillä saattaahan 
mistä N-pisteestä hyvänsä mainitulla viivalla vetää z-akselin 
suuntaisen suoran, jonka jok'ainoalla pisteellä ovat x ja y 
saman arvoisia kuin N-pisteelläkin; näiden koordinaatit to- 
teuttavat niin muodoin annetun yhtälön, jossa z-suuretta ei 

ole. Tämä yhtälö edustaa siis cylinderimäistä pintaa, 

jonka on muodostanut NN'-viivaa myöten kulkeva, z-akselin 
suuntainen suora. Yhtälö, jossa on ainoastaan x ja 2 taikka 

y ja 2 edustaa samaten cylinderimäistä pintaa, jonka emä- 
viiva (emä) on y- tahi z-akselin suuntainen. 

12
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. 158. Koska viivaa aina saattaa pitää kahden pinnan 
läpileikkauksena, niin onkin avaruus-geometrian päätehtävänä 
pintain esittäminen yhtälöillä. Pinnan yhtälö suorakulmai- 
sissa koordinaateissa saattaa olla algebrallinen tahi tran- 
scendenttinen ja edellisessä tapauksessa yksi-, kaksi-, kolmi- 
tahi useampi-asteinen. Tässä kirjassa on puhe vain sem- 

moisista pinnoista, joiden yhtälöt ovat yksi- tai kaksi-asteisia. 
Lopuksi vielä muuan tärkeä muistutus. Suorakulmai- 

sesta koordinaatistosta siirrytään toiseen 151 ja seuraavan 
pykälän mukaan siten, että %-, y-, 2-suureiden sijaan pan- 
naan eräitä linjallisia (yksiasteisia) funktioneja uusista koor- 
dinaateista x', y', 2', se on eräitä algebrallisia lausekkeita, 

joissa uudet koordinaatit ovat ensimmäisessä arvokerrassa. 

Semmoinen sijoitus tietysti ei saata muuttaa yhtälön aste- 
lukua. Tästä päätetään, että annetun pinnan yhtälö on saman- 
asteinen, otettakoon se missä koordinaatistossa hyvänsä. 

Toinen Luku. 

Taso. 

159. Tason yhtälö. — Tason asema on määrätty, 
niin kohta kuin tunnetaan kuinka pitkä ja minkäsuuntainen 
on se normaali elikkä kohtisuora, joka originista vedetään 
siihen. Normaalin pituutta, jonka aina sopii pitää positivi- 
sena suureena, merkitköön p; sen suunnan määräävät enem- 

mänkin kuin tesmällensä sen ja koordinaati-akselien väliset 
kulmat «, B, v. 

Tasolla on se ominaisuus, että jos radius vector mille 
pisteelle tahansa siinä projicioidaan mainitulle normaalille, 
niin on projektioni vakinainen ja yhtä suuri kuin itse nor- 
maali p; sillä tätä ominaisuutta ei ole yhdenkään pisteen 

radius vectorilla ulkopuolella tasoa. Kun siis tämä omi- 
naisuus on saatu analytillisesti lausutuksi, niin on samalla 
tason yhtälökin saatu. "
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Olkoot x, y, 2 koordinaateja jollekin tason pisteelle; 
silloin osoittaa 7 cos&+ycosfB-+ 2cosy projektionia sen ko- 
ordinaati-polygonista ja siis radius vectoristakin mainitulla 
normaalilla; niin muodoin saadaan 

(1) x eosa-+ycospB+2cosy—p=0, 

ja koska tämä on voimassa jok'ainoan pisteen suhteen ta- 
sossa, niin on se siis tason yhtälö. 

160. Päin vastoin käy todistaminen, että jokainen yksi- 
asteinen yhtälö suureissa x, y, 2 edustaa tasoa. Semmoisen 

yhtälön yleinen muoto on nimittäin 

(2) Ax + By+ Cz2+D=0. 

Otetaan koordinaati-akseleilla pisteet L, M, N, joiden väli- 

matkat originista (kunkin akselin positiviselle tai negativi- 
selle puolelle) ovat suhteellisia suu- 
reille 4, B, C, niin että 

OL= kA, OM=kB, ON=hC;: 

jossa & on mielinmääräinen tekijä. Pan- 
naan vielä kohtisuorat tasot: L-pis- 
teen kautta x-akselille, M-pisteen kaut- 
ta y-akselille ja N-pisteen kautta 2- 
akselille; silloin nämä tasot leikkaa- 
vat toisiansa jossakin pisteessä 0, ja 

projektionit sen radius vectorista 00 koordinaati-akseleille 
ovat kA, kB, kC. Cosinit niille kulmille, jotka 00 tekee 

%-, y-, 2-akselin kanssa, ovat siis, pannen 00=1, järjestyk- 

sessä i ao = Olemme siis aluksi löytäneet suoran, 

Kuva 86. 

  

jonka suunta-cosinit ovat suhteellisia suureille A, B, C. 

Otetaan nyt tarkastettavaksi joku piste (x, y, 2), jonka 

koordinaatit toteuttavat yhtälön (2) ja projicioidaan sen ra- 

dius vector (taikka koordinaati-polygoni) suoralle OQ; sil- 

loin saadaan 

kD 
a + ey + Ks (Ax -+ By + Ce) =—7"
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sillä olemmehan otaksuneet, että Az + By + C2=—D. Pro- 

jicioitakoon siis suoralle OQ radius vector miltä pisteeltä 
hyvänsä, jonka koordinaatit vaan täyttävät ehdon (2), niin 

on projektioni aina sama, nimittäin eres siitä seuraa 

selvästi, että kaikki nämä pisteet ovat tasolla, joka on kohti- 
suora viivalle 00. 

Täten on todistettu, että yhtälö (2) edustaa tasoa, ja 

sen lisäksi sekin, että tasolle vedetty normaali tekee koor- 
dinaati-akselien kanssa kulmat, joiden cosinit ovat suhteel- 
lisia suureille A, B, C; ja näin on laita, olkoot koordinaatit 
suora- tai vinokulmaisia. 

161. Yhtälöä (1) pidämme perus-yhtälönä tasolle ja 
lähdemme nyt osoittamaan kuinka mikä yksiasteinen yhtälö 
hyvänsä saadaan siihen muotoon. Jos yhtälöt (1) ja (2) 
edustavat samaa tasoa, niin huomaamme että 4, B, O, D 
ovat toisiinsa samassa suhteessa kuin cosa, cosf, cosy, —p; 
niin muodoin saatamme panna 

cosa = RA, cosp =RB, cosy =RC, — p= RD, 

ja nyt on vaan tuo tuntematon tekijä R määrättävä. 
Koordinaatiston ollessa suorakulmaisena, on aina 

cos? a + cos?B + cos?y=1 

RUA? + B2 4 0)=1, 
ja siis 

josta 

=+ 1 miea 

VAN BO 
Kaava —p=RD osoittaa, että R on otettava positivisena, 
jos D on negativinen ja päinvastoin. Täten on siis mää- 
rätty se tekijä, jolla yhtälö (2) on kerrottava, kun sitä tah- 
dotaan perusmuotoiseksi. Normaalin kulmille saadaan nyt 
lausekkeiksi 

R 

AE TÄT pis aitaa aa K UI, 
COs = m VT PA BeN N any Bey oF
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tason kohtisuora välimatka originista on taas 

-FD 

"(EBL 
Koska vastaavia kaavoja vinokulmaisissa koordinaateissa har- 
voin käytetään, niin jätämme ne johdattamatta. 

p 

"162. Määrättäköön kulma 9 kahden tason vä- 
lillä, joiden yhtälöt suorakulmaisissa koordinaa- 
teissa ovat 

Ax + By + Ce + D =0, 
A'z + B'y + 0'2 + D' = 0. 

Tasojen välinen kulma on sama kuin niiden normaalien vä- 
linen kulma. Edellisen §:n mukaan määrätään cosinit kul- 
mille, jotka kumpikin normaali tekee koordinaati-akselien 
kanssa ja 147 §:n mukaan saadaan sitten 

COSO = i= == ee . 
—]/;42+32+02.1/;4'2+B'2+6„2 

Tästä johdetaan 

Si age (AB BA) BO SOB + (CA AC)? 

S (4840) (42483409 

  

  

  

Jos . 
AA'+ BB'+CC'=0, 

niin on cos@=0 ja tasot siis kohtisuoria: toisillensa. 

Sitä vastoin on sin09=0 ja tasot niin muodoin yhden- 
suuntaisia, jos yht'aikaa on 

AB'—BA'=0, BC'—CB'=0, CA'—AC'=0, 

toisin sanoen, jos x-, y-, 2-suureiden koefficientit kummankin 
tason yhtälössä ovat suhteellisia, nimittäin 

ay 
ATB KO 

Ja helppohan onkin edellisestä selityksestä huomata, että 
kumpaisenkin tason normaalit tekevät silloin koordinaati-ak- 
selien kanssa yhtäsuuret kulmat ja että näin on asian laita
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ei ainoastaan suora-, vaan vinokulmaisessakin koordinaa- 

tistossa. 

163. Määrätäksemme pistettä, jossa taso 

Ax+ Byt Ce+ D=0 

leikkaa x-akselin, panemme y=0, 2=0, joten yhtälöstä 

saamme Av+D=0 ja siitii a 2130 siinähän on arvo 

mainitun pisteen abscissalle. Samoin saadaan y = E pis- 

teelle, jossa taso leikkaa y-akselin, ja K 0 sille pis- 

teelle, jossa taso leikkaa z-akselin. Jos nyt a, b, c mer- 

kitsevät tason leikkaamia osia koordinaati-akseleista, niin 
on siis 

i TRE KN 
a= oh = B’ = Cr 

josta 

a b C 

Sijoitettuamme nämä arvot ensimmäiseen yhtälöön, saamme 
tason yhtälölle muodon 

Ga Ue er 
®) a ostaa! 
164. Jos taas on määrättävänä se suora, jota myöten 

taso Av+ By+Cz+D=0 leikkaa my-tasoa, niin sijoite- 

taan tason yhtälöön 2 =0. Kun samalla lailla sijoitetaan 
7 =0 ja 2=0, niin saadaan määrätyiksi suorat, joita myöten 
taso leikkaa x2- ja ye-tasoja. Tason leikkauksia xy-, xz- ja 
y2-tasojen kanssa osoittavat siis järjestyksessä yhtälöt 

Ax + By +D=0, Ax+02+D=0, By+(:2+D=0. 

165. Yhtälössä (2) on neljä 'koefficienttiä A, B, C, D, 
joilla eri tasojen yhtälöissä on eri arvot. Koska kumminkin 
yhtälöä saattaa, sen arvoa muuttamatta, jakaa yhdellä niistä, 

niin ei itsenäisiä vakinaisia olekaan oikeastaan kuin kolme,
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ja määräten nämä sopivalla tavalla, saattaa löytää tason, 
joka täyttää kolme ehtoa. 

Jos esim. vaaditaan, että taso 

Ax + By + C2+D-=0 

kulkisi kolmen annetun pisteen kautta, nimittäin (x, 4, 2), 

(Li Ye Le) jdt ot 4 6.4) Un, pitas, koeticienttion A, B, 
C, D saada semmoiset arvot, että jok’ainoan annetun pis- 
teen koordinaatit toteuttavat yhtälön; siten saadaan 

Ax' + By' + 027 +D=0, 
Ax" + By” + Ce" +D=0, 
AX” + By" + Ce" + D=0. 

Tässä on nyt kolme tuntematonta, nimittäin suhteet g a 

= niiden arvot, saatuina ylläolevista kolmesta yhtälöstä, si- 

joitetaan sitten tason yhtälöön, joka silloin on kaikin puolin 
määrätty Tarpeetonta on kumminkin ruveta näitä laskuja 
tässä tekemään. 

Jos annettuna olisi ainoastaan yksi piste (x, y', 2’), 
jonka kautta taso on määrätty kulkevaksi, niin olisi koeffi- 
cienteillä yleisessä yhtälössä 

Ax + By+ C2+D=0 

ehtona ainoastaan 

Ax’ + By'+ C2’ + D=0. 

Näistä saattaa eliminoida ainoastaan yhden vakinaisen, esim. 

D, joten tason yhtälö saa tämän usein käytetyn muodon 

A(x —x') + Biy—y') + C(2—2') = 0. 

Koefficientit A, B, C pysyvät tässä epämääräisinä ja riip- 
puvat siitä, mihin suuntaan taso pannaan; tunnettuhan on, 

että nämä koefficientit ovat toisiinsa kuin cosinit niille kul- 

mille, jotka tason normaali tekee koordinaati-akselien kanssa. 

166. Pisteen ja tason välimatka. — Olkoot x', 
y', 2' annetun pisteen koordinaatit ja 6 sen kohtisuora väli-
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matka annetusta tasosta, jonka perusmuotoinen yhtälö olkoon 

xc0S a + ycosp+2cosp—p =0. 

Pisteen (x', y', 2) radius vector ja ð-matka muodostavat 
murtoviivan, jonka projektioni originista tasolle vedetyllä 
kohtisuoralla on yhtä suuri kuin itse tämä kohtisuora. Ra- 
dius vectorin projektionilla on lausekkeena %'cosa+9y'cosf 
+ cosy; -matkan projektioni taas on joko +ò tahi —ò, 

sitä myöten kuin piste (x, 4, 2') on samalla puolen tasoa 
kuin originikin tai vastaisella puolella. Siis on 

%' cosa +y'cosp+2'cosy-+d=r6, 
josta 

+0=2' cosa +y' cos B + 2’ cosy —p. 

Sanoihin puettuna tämä kuuluu: 

Pisteen ja tason välimatka saadaan, jos vasem- 
paan jäseneen tason perusmuotoista yhtälöä suu- 
reiden z, y, 2 sijaan pannaan annetun pisteen koor- 
dinaatit. Näin saatu lauseke on negativinen tai po- 

sitivinen sitä myöten kuin piste ja origini ovat 
samalla puolen tai eri puolilla tasoa. 

Yleensä lausuu xcose-+ycosp+2cosy—p (merkkiä 
vailla) välimatkan siitä pisteestä, jonka koordinaatit ovat 
%, y, z, siihen tasoon, jonka yhtälö on 

X Cosa + ycosp+2cosy—p=0. 

Jos tason yhtälö ei ole perusmuodossa, vaan jossakin 

muussa, esim. j 

Ax + By+Cz+ D=0, 

niin saadaan se perusmuotoiseksi, kun se kerrotaan eräällä 

vakinaisella tekijällä R, joka riippuu ainoastaan koefficien- 
teista A, B, C (161 §). Pisteen (x', y', 2") ja puheenalaisen 
tason välimatkalla on silloin lausekkeena 

+0 = R(Ax' + By' + C2' + D). 

Yleensä lausuu Ax + By + Cz+ D, kerrottuna eräällä vaki- 

naisella tekijällä, välimatkan pisteestä (x, y, 2) siihen tasoon, 
jonka yhtälönä on Ax + By + C2 +D = 0.
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8u0r31cu1m3j86583KooräinänijswsöäonRTSKinIIKSS 
arvo, joka on saatu sille 161 sissä; edellinen kaava on siinä 
tapauksessa 

Ax’ + By’ 4- Cz +D 

V+ BLO 
se on: pisteen ja tason välimatka saadaan, jos va- 
semmassa jäsenessä tason yhtälöä x, y, 2 sijoitetaan 
annetun pisteen koordinaateilla ja siten syntynyt 

lauseke jaetaan neliöjuurella summasta, joka saa- 
daan, kun 7-, y-, 2-suureiden koefficienttien neliöt 
lasketaan yhteen. 

Koska R ja D ovat vastaismerkkisiä, nim on selvä, 
että vasta mainittu välimatkan lauseke saa saman merkin 
kuin D:llä on, jos piste ja origini ovat samalla puolen ta- 
soa, mutta vastaisen merkin, kun ne ovat eri puolilla tasoa. 

m O   

Lyhempi merkitsemistapa. 

167. Avaruudenkin geometriassa on usein edullista 

merkitä yhtälöitä lyhemmällä tavalla, josta jo 29 &ssä oli 
puhetta. Otamme muutamia esimerkkejä asian selvikkeeksi. 

Merkitkööt A ja 4' seuraavia lausekkeita 

A =xcosa + ycosp + 2cosy —p, 
A' = x cosa! + ycos B' + 2cosyt—p'; 

silloinhan A ja A' myös osoittavat kohtisuoria välimatkoja 
pisteestä (x, y, 2) tasoihin, joiden yhtälöinä ovat 4=0 ja 
A'=0. Jos pannaan 4=4, niin lausutaan «sillä, että 
mainitut välimatkat ovat yhtäsuuret ja yhdenmerkkiset. Siinä 
tapauksessa on pisteen (x, y, 2) urana nähtävästi taso, joka 
jakaa kahtia tasojen välisen kulman, nimittäin sen, jonka 
aukeamassa origini on. Niinmuodoin on 

A—A' =0 

tämän jakajatason yhtälö. Jos taas pannaan 

A+A'=0,
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niin on sillä lausuttu, että välimatkat pisteestä (x, y, 2) ta- 

soihin ovat yhtäsuuret, mutta vastaismerkkiset. Tämä yh- 
tälö edustaa siis tasoa, joka jakaa kahtia toisen annettujen 
tasojen välisistä kulmista. Siis: 

Jos A=0 ja A’=0 ovat kahden annetun tason 
perusmuotoisia yhtälöitä, niin merkitsevät yhtälöt 
A—4'=0 ja A+4A4A'=0 tasoja, jotka jakavat kah- 

tia annettujen tasojen väliset kulmat. 

Jakajatasojen välinen kulma on nähtävästi suora. Jos 
siis tahtoo todistaa, että kaksi tasoa jossakin annetussa ta- 
pauksessa ovat kohtisuoria toisilleen, niin on niiden yhtälöt 
pantavat muotoon 4—A'=0, 4A+4'=0. 

168. Jos L=0 ja M=0 ovat kahden L- ja M-tason 
yhtälöt, missä muodossa hyvänsä, siis kaksi yksi-asteista 
yhtälöä suureissa x, y, 2, niin yleensä 

L+kM=0 

on yhtälö kolmannelle tasolle, joka kulkee kahden edellisen 
tason leikkaussuoran kautta. Tämä yhtälö on nimittäin yksi- 
asteinen ja edustaa siis tasoa; sen toteuttavat sitä paitsi 
kaikki ne &-, y-, 2-suureiden arvot, jotka yht'aikaa tekevät 

L=0 ja M= 0, toisin sanoen kaikkien niiden pisteiden 
koordinaatit, jotka ovat yhteisiä sekä L- että M-tasolle. 
Uuden tason suunta riippuu ainoastaan koefficientista %; 

antaen tälle eri arvoja, saadaan vähitellen määrätyiksi kaikki 
tasot, jotka kulkevat L- ja M-tason leikkausviivan kautta. 

Jos esim. olisi annettuina kaksi tasoa 

Ax + By + (G+D=0, A'x+By+0C2+D=0 

ja haettaisiin yhtälöä kolmannelle tasolle, joka kulkee edel- 
listen leikkausviivan ja sitä paitsi pisteen (x', 4, 2') kautta, 
niin muodostetaan ensin uusi yhtälö 

Ax + By + C2 + D 4+ k(A'x + B'y + C'2 + D)=0 

ja määrätään % semmoiseksi, että koordinaatit x', y', 2' to- 
teuttaisivat edellisen yhtälön, että siis 

Ax' + By' + Ce + DL h(A'a' + By’ + C'e' + D) =0.
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Kun nyt % on näiden välillä eliminoitu, niin saadaan hae- 
tuksi yhtälöksi 

Ax + By +C2+D A'a + B'y + 0'2 aA 
Ax' + By + 02'+ D A'r + B'y' + 0'2 + D' 

169. Kolme tasoa, joiden yhtälöt L=0, M==0, 
N=0 täyttävät identtisyyden 

IL+mM+nN=0, 

leikkaavat toisiansa samaa suoraa myöten. 
Tämän identtisyyden nojalla katoaa nimittäin N kai- 

kissa niissä x-, y-, 2-suureiden arvoissa, jotka yht'aikaa te- 
kevät L=0 ja M=0, ja siitä seuraa, että kaikki pisteet 
L- ja M-tasojen leikkaussuoralla kuuluvat myöskin N-tasoon. 

Neljä tasoa, joiden yhtälöt L=0, M=0, N=o, 
P=0 täyttävät identtisyyden 

IL+ mM+nN+,P=0, 

leikkaavat toisiansa samassa pisteessä. 
Kolmen ensinmainitun tason yhteinen leikkauspiste saa- 

daan nimittäin siten, että haetaan ne %-, y-, 2-suureiden 

arvot, jotka yht'aikaa toteuttavat yhtälöt L=0, M=0, 
N=0. Mutta voimassaolevan identtisyyden nojalla täytyy 
samain arvojen toteuttaa myös yhtälö P=0, ja tämä to- 
distaa saman leikkauspisteen kuuluvan neljänteenkin tasoon. 

Näiden kahden väitteen avulla saattaa usein helposti 
todistaa, että muutamat tasot leikkaavat toisiansa samaa 

suoraa myöten tahi samassa pisteessä. Siitä muutama esi- 
merkki. 

170. Olkoon tunnettuina kolmen tason perusmuotoiset 
yhtälöt 

4:=07. 41300, 1:20. 

Nämä tasot muodostavat kahdeksan triedrillistä kulmaa eli 
nurkkaa, joista otamme tarkastettavaksi sen, jossa origini on. 

Tasot, jotka jakavat kahtia kussakin nurkassa kahden an- 
netun tason välisen kulman, merkitään (167 8) yhtälöillä 

d,—=4:=0 2-40 4=-4=0.
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Koska nyt summa näiden yhtälöiden vasemmista jäsenistä 
on identtisesti — 0, niin seuraa siitä ensimmäisen väitteen 

mukaan edellisessä &:ssä, että kolme jakajatasoa leikkaavat 
toisiansa samaa suoraa myöten. 

Saadaksemme tätä sopivammin lausutuksi sanoilla, aja- 
teltakoon pallo, jonka keskiönä on kolmen annetun tason 
yhteinen leikkauspiste. Nämä kolme tasoa leikkaavat pal- 
lon pintaan sferillisen kolmion. Kolme jakajatasoa taas muo- 
dostavat pallon pinnalla kolme isopyöriötä, jotka jakavat 
kahtia sferillisen kolmion kulmat. Niin muodoin: 

Isopyöriöt, jotka jakavat kahtia sferillisen 
kolmion kulmat, leikkaavat toisensa samassa 

pisteessä. 

Yhtälöt taas niille tasoille, jotka jakavat kahtia yllä- 
mainittujen nurkkien ulkopuoliset kallistuskulmat, ovat 

A, +4,=0, 4.44,=0, 4,4 4,;=0. 

Kun vasemmat jäsenet kahdessa jälkimmäisessä yhtälössä 
yhdistetään vasemman jäsenen kanssa yhtälössä 4,—4,=0, 
niin saadaan identtisyys 

(4,44) — (4. + 4) + (4, — A) =0 
ja siitä päätetään: - 

Isopyöriöt, jotka jakavat kahtia sferillisen 
kolmion kaksi ulkokulmaa ja kolmannen sisäkul- : 
man, leikkaavat toisiansa samassa pisteessä. 

171. Samoin saattaa tutkia niitä neljää tasoa, jotka 
muodostavat tetraedrin ja joiden perusmuotoisina yhtälöinä 
olkoot , 

Aaa A OA OAO. 

Originin ollessa tetraedrin sisässä, saamme tasoille, jotka 

jakavat kahtia sivutasojen väliset sisäkulmat, yhtälöiksi: 

A,—A,=0, A—A,=0, 4,—4.—=0, 

(1) 14,—4,=0, 4,—4,=0, 
A,— A,=0,
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ja yhtälöiksi tasoille, jotka jakavat kahtia ulkokulmat: 

RY ETA JUOPEH NOU M 
(2) A A= R 

ATE 40020) 

Koska nyt kolmesta ensimmäisestä yhtälöstä systeemassa (1) 
saattaa johtaa saman systeeman muut kolme yhtälöä, niin 
seuraa (toisen väitteen mukaan 169 &:ssä), että: 

Kuusi tasoa, jotka jakavat kahtia sivutaso- 
jen väliset kulmat tetraedrissa, kulkevat kaikki 
saman pisteen kautta. Tämä piste on, niinkuin tiede- 

tään, tetraedriin sovitetun pallon keskiö. 
Mutta seuraavatkin yhtälöt 

A,— 4,=0, A +4,=0, 
A 42208004. 14, =0, 0 
A,— A,= 0, A,+ 4,=0, 

merkitsevät tasoja, jotka leikkaavat toisiansa samassa pis- 
teessä, koska vasemman puoliset kolme yhtälöä saattaa joh- 
taa kolmesta oikeanpuolisesta. Täten on todistettu, että: 

Tasot, jotka jakavat kahtia kolmen sivuta- 
son väliset kulmat tetraedrissa, ja ne tasot, 
jotka jakavat kahtia ulkokulmat neljännen sivu- 
tason ja muiden kolmen välillä, leikkaavat toi- 
siansa samassa pisteessä. Tämä piste on keskiönä 
pallolle, joka ulkopuolella sivuaa tetraedrin sivutasoja. 

172. Harmonilliset tasot. — Tarkastelkaamme 
vielä kahta tasoa, joiden perusmuotoisina yhtälöinä ovat 
4.==0 Ja4 = 051 Yhtäjö 

A,—iA,=0, 

elikkä A,: 4,==4:1, lausuu silloin, että kummallekin ta- 
solle pisteestä (x, y, 2) vedetyt kohtisuorat ovat toisiinsa 
niinkuin 4:1. Semmoisen pisteen urana on nähtävästi taso, 
joka kulkee annettujen tasojen leikkaussuoran kautta ja te- 
kee niiden kanssa kulmat, joiden sinit ovat toisiinsa kuin 
4:1. Samalla lailla nähdään, että yhtälö 

A4,+14;=0
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edustaa toista tasoa, joka kulkee saman leikkaussuoran kautta 
ja jakaa toisen kulman annettujen tasojen välillä niin, että 

osakulmain sinit ovat toisiinsa kuin 1: 1. 

Neljä tasoa A, B, €, D, jotka kulkevat saman suoran 

kautta, ovat harmonillisia, jos sinit niille kulmille, jotka 

kaksi niistä, esim. B ja D, tekevät toisten kahden kanssa, 
ovat suhteellisia, nimittäin 

sin (BA) : sin (BC) = sin (DA) : sin (DO). 
Silloin sanotaan. että A ja € toiselta sekä PB ja D toiselta 
puolen ovat keskenänsä liittolaisia (konjugillisia) elikkä 
että ne muodostavat harmonilliset parit. 

Edellisestä seuraa, että yhtälöt 

A = 0, 140 A — A AT JA = 

edustavat neljää harmonillista tasoa, joista kaksi edellistä 
tekevät toisen ja kaksi jälkimmäistä toisen liittolaisparin. 

Yleensä, jos tasot on annettu minkä-muotoisissa yhtä- 

löissä tahansa 
== 05 M—0, 

niin yhtälöt 
L—kM=0, L+kM=0 

osoittavat toista kahta tasoa, jotka ovat harmonillisia kah- 
den edellisen suhteen. Sen huomaa pian, jos edelliset kaksi 
yhtälöä tehdään perusmuotoisiksi, kertoen nimittäin eräillä 

vakinaisilla tekijöillä 7, m. Silloin saattaa nämä neljä yh- 

tälöä kirjoittaa näin: 

(£.=0.,. 10), L mM=0, 4 mM=0 

ja nyt nähdään niiden edustavan neljää harmonillista tasoa, 

joiden välikulmain sineillä on suhda Al: m. 

Neljästä harmonillisesta tasosta saattaa valita kolme 

mielinmäärin, ja nämä määräävät neljännen. Jos pari A, € 

on annettuna ja B kääntyy tasojen leikkaussuorassa, niin 

saattaa, tutkien kulmain sinien välistä yhtäläisyyttä, pian 

huomata, minkä aseman neljäs taso erikoistapauksissa ot- 

taa. Jos esim. B jakaa kahtia toisen kulman A- ja C-tason
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välillä, niin neljäs taso D jakaa kahtia toisen; jos B-taso 
yhtyy C-tasoon, niin D-tasokin yhtyy C-tasoon. 

Ajateltakoon, että suora leikkaa harmonilliset tasot A, 
B, C, D neljässä pisteessä a, b, c, d ja että D-pisteestä ve- 
detään kohtisuorat p, g sekä d-pisteestä kohtisuorat p', g 
tasoille A ja C. Silloin nähdään, että sinit niille kulmille, 

jotka B ja D tekevät A- ja C-tason kanssa ovat toisiinsa 
kuin nämä kohtisuorat; ja koska mainitut neljä siniä ovat 
suhteellisia, niin on myös p:g4g=p':g eli 

DONG NOR 

Mutta nyt on silminnähtävästi p:p'=ba:da ja 9:7 = 
be: de; niin muodoin on myés ba: da = be: de elikkä muut- 
tamalla 

babe "da > de, 

s. 0. välimatkat pisteistä 6 ja d pisteisin a ja c ovat suh- 
teellisia, ja siiti seuraa, että puheenalaiset neljä pistettä 
a, b, €, d ovat harmonilliset. 

Jos taas tiedetään, että pisteet a, 0, c, d ovat harmo-: 

nilliset, niin saattaa päinvastaisessa järjestyksessä todistaa, 
että tasot A, B, €, D ovat myöskin harmonilliset. Täten 
olemme saaneet seuraavat kaksi väitettä: 

Kukin suora leikkaa neljää harmonillista ta- 
soa neljässä harmonillisessa pisteessä. 

Neljä tasoa, jotka leikkaavat toisiansa samaa 
suoraa myöten, ovat harmonilliset, jos ne kulkevat 
neljän harmonillisen pisteen kautta. 

Kolmas Luku. 

Suorat avaruudessa. 

173. Avaruus-suoran yhtälöt. — Suoraa avaruu- 
dessa saattaa aina pitää kahden tason leikkauksena; sen
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vuoksi sitä merkitäänkin yleensä kahdella yht'aikaisella yksi- 
asteisella yhtälöllä 

(1) JAx + By + Cz +D=0, 
\A’e+ By+ Cz+ D'=0. 

Kun näistä yhtälöistä eliminoidaan ensin y ja sitten x, niin 
saadaan toista kaksi yhtälöä, joiden muoto on: 

m Em p; 
© y=ne + 9. 

Nämä toteutuvat samoilla %-, y-, 2-suureiden arvoilla kuin 
edellisetkin ja saattavat niin muodoin olla niiden sijassa. 
Yhtälöt (2), erikseen tarkastettuina, edustavat kahta tasoa, 

- joista edellinen on y- ja jälkimmäinen x-akselin suuntainen 
ja joiden kautta niiden leikkaussuora projicioidaan (sanot- 
tujen akselien suunnassa) x2- ja yz-tasolle. Ahtaammassa 
merkityksessä edustaa yhtälö 2 = m2+p suoran projektio- 
nia x2-tasolla ja yhtälö y=nz2+p sen projektionia y2- 
tasolla. 

Koordinaatit sille pisteelle, jossa suora sattuu xy-ta- 
soon, ovat 2=p, y=9, 2=0, niinkuin huomataan, jos 

yhtälöissä (2) tehdään 2 =0. Suoran suunta riippuu koeffi- 
cienteistä m, n. Koska yhdensuuntaisten suorain projektionit 
samalla tasolla ovat yhdensuuntaisia, niin on selvä, että mai- 
nittujen koefficienttien täytyy olla samat kahden yhdensuun- 
taisen suoran yhtälöissä. Tämän mukaan merkitsevät yhtälöt 

Came) vy == ne 

suoraa, joka originin kautta vedetään samansuuntaiseksi kuin 
suora (2). 

Itse koordinaati-akseleja edustavat seuraavat yhtälöt: 

%-akselia:. 4=0, 2=0, 

y-akselia: 2=0, 7=0, 

g-akselia; 2=0, 4 =—0. 

174. Suoran yhtälössä (2) on neljä vakinaista m, 7 

P, q, joiden arvo riippuu suoran suunnasta, ja nämä vaki- 
naiset saattaa määrätä niin, että suora täyttää jotkut ehdot.



—193— 

Vaadittakoon ensin, että suora kulkisi kahden annetun 
pisteen kautta, nimittäin (x, 4', 2) ja (2", 2"). Yh- 

tälöt (2) toteutuvat silloin, jos niihin %-, y-, 2-suureiden sijaan ; J J 
pannaan annettujen pisteiden koordinaatit, joten saadaan 

(e) B N n kg 

B) a= me" Ep, y= ne" q. 

Näistä yhtälöistä saattaa nyt laskea suureet m, n, p, q ja 
sijoittaa niiden arvot yhtälöihin (2). Mutta eliminationi toi- 

mitetaan paraiten siten, että («) otetaan pois yhtälöistä (2) 
ja sitten (B) pois yhtälöistä (e); siten tulee 

2 —a=mle —2"), yy =n(2 e"), 
g—xe"=m(e—e2"), y—y =n(e'—2"), 

ja kun nämä jaetaan kaksittain, niin saadaan kaksois-kaava 

G—L yy ee 
(3) Pa ja a 

aa" = yy! aa 
  

joka vastaa kahta yhtälöä ja edustaa haettua suoraa. 
Jos taas vaadittaisiin, että suora kulkisi yhden an- 

netun pisteen (x, y', 2') kautta, niin toimitetaan eliminationi 
ainoastaan yhtälöjen (e) ja (2) välillä. Siten eliminoidaan 
p ja g ja saadaan 

%—xX' = ml(2—2), yy =nl(2—2") 
eli : : 

aa yy 3 
(4) ‘Woes. OA 

Tämä kaava merkitsee siis yleensä suoraa, joka kulkee pis- 
teen (x', y', 2) kautta. Koefficientit m, n ovat tässä vielä 
epämääräisiä ja riippuvat siitä, minkä suunnan tahtoo suo- 
ralle antaa. 

175. Suoran ja tason leikkauspiste saadaan, kun 
tutkitaan, mitkä %-, y-, 2-suureiden arvot yht'aikaa toteut- 
tavat sekä suoran yhtälöt 

C= MES py y= Neg 

että tason yhtälön " 

Ax + By + C2+D=0. 

13
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Kun x ja y näistä eliminoidaan, niin saadaan 

A(mz+p)+ B(nz+ g) + C2+D=0, 

vdp+ Bat D, 
Am + Bn + C 

ja kun tämä sijoitetaan suoran yhtälöihin, niin saadaan niistä 

æ- ja y-suureiden arvot. 

Jos nimittäjä A4m+Pn+C on =0o, niin on 2=200 
ja silloin on leikkauspiste äärettömän kaukana. Yhtälö 

Am + Bn-+C=0 

lausuu siis, että suora ja taso ovat yhdensuuntaisia. 

Jos olisi yht'aikaa 

Ap + Bg+D=0, A4m-+t+Bn+C=0, 

niin olisi 2-suureen arvo epämääräinen. Suoralla ja tasolla 
olisi silloin äärettömän monta yhteistä pistettä, toisin sanoen 
suora olisi itse tasolla. Viimeksi mainituista yhtälöistä lau- 

suu jälkimmäinen, että suora ja taso ovat yhdensuuntaisia, 
ja edellinen, että tasolla on se piste (p, g, 0), jossa suora 
kohtaa xy-tasoa. i 

josta 

S 

176. Kahden suoran leikkauspiste. — Suorain 

yhtälöinä olkoot 

t= me+ py = M's pl 

y=netg) ysnetd 
Näiden suorain leikkauspiste löydetään jälleen, kun tutkitaan, 
mitkä %-, y-, 2-suureiden arvot toteuttavat kumpaisenkin 

suoran yhtälöt. Mutta tätä ei saakaan aina ratkaistuksi, 
koska tässä on yhtälöitä enemmin kuin tuntemattomia. Ja 
erikoistapauksenahan onkin pidettävä se, että kaksi suoraa 

avaruudessa kohtaavat toisensa. 
Eliminoimalla % ja y saadaan 

(m-—m')ec +Pp—p'=0, 

(n— v) 2+g9—9=0; 
ja kun näistä vielä eliminoidaan z, niin saadaan yhtälö pel-
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kissä tunnetuissa suureissa, joka lausuu, millä ehdolla 
suorat leikkaavat toisiansa, nimittäin 

m—m' n—n (5) Sate. 
PP Ia 

Kun tämä ehto on täytetty, niin leikkaavat suorat toisiansa 
pisteessä, jonka 

  

' 

nn Uid, 
A B i Hup 1? 

mMm- M RENA 

    

ja jonka muut koordinaatit saadaan, kun tämä 2-suureen 
arvo sijoitetaan toisen tai toisen suoran yhtälöön. 

Muist. Kun m=m'" ja n=n, on ehto (5) täytetty, 

vaikk'eivät suorat silloin leikkaakaan toisiaan, vaan ovat yh- 
densuuntaiset. Erehdyksen välttämiseksi on senvuoksi yh- 
tälö (5) oikeastaan ymmärrettävä ainoastaan ehtona siihen, 
että suorat ovat samalla tasolla ja niinmuodoin saattavat 
sattua toisiinsa, sattukoot sitten äärellisen tahi äärettömän 

matkan päässä. 

177. Tähän saakka on suoraa tutkittu kahden tason 
leikkauksena, jonka vuoksi sitä on merkittykin kahdella yksi- 
asteisella yhtälöllä. Sopivampi muoto suoran yhtälölle saa- 
daan sitä vastoin, jos määrätään suoran asema jonkun siinä 
olevan A-pisteen koordinaateilla a, 0, c ja niillä kulmilla ø, 
B, v, jotka suora tekee koordinaati-akselien kanssa. Olkoon 
selvyyden vuoksi koordinaatisto suorakulmainen. 

Otetaan suoralla mielin määrin joku piste P; olkoot 
x, y, 2 sen koordinaatit ja o sen välimatka annetusta A-pis- 
teestä. AP-suoran projektionit kolmelle koordinaati-akselille 

ovat 
T— 4 = 0C0sa, 

Ua b= 0 COS B, 

2—0 = 0 CO8Y, 
(6) 

ja kun näistä o eliminoidaan, niin saadaan 

(7) Lord mymih, 1857166 
cosa — cosp cosy 
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Tämä kaava vastaa kahta yksiasteista yhtälöä suureissa 
%, y, 2 ja edustaa niin muodoin suoraa, joka kulkee pisteen 

(a; D, e) kautta ja tekee koordinaati-akselien kanssa kulmat 
a, B, y. Viimeksi saadun kaavan (7) asemesta käytetään 
välistä kolmea yhtälöä (6), joissa on neljä vaihtuvaa x, y, 2, o 

ja joiden geometrillinen merkitys on sama. 

Koska kaava (7) ei muutu arvossansa, jos kukin ni- 
mittäjä kerrotaan samalla luvulla, niin sopii suureiden cos «, 
cos B, cosy sijaan ottaa kolme muuta suuretta 17, m, n, jotka 
ovat suhteellisia niille. Kaava 

(8) (Ers pt SE der a 

merkitsee siis yleensä suoraa, joka kulkee pisteen (a, b, c) 
kautta ja jonka suuntacosinit ovat suhteellisia suureille 

L, m, n. 

Jos taas kaava (8), joka osoittaa keskinäistä yhteyttä 
pisteen koordinaatien x, y, 2 välillä, on annettuna, niin on 

helppo löytää mainitun pisteen ura. Uran täytyy nimittäin 
olla suoran viivan, koska kaava (8) on sama kuin kaksi yksi- 
asteista yhtälöä suureissa x, y, 2; tämän suoran täytyy sitä 
paitsi kulkea pisteen (a, d, c) kautta, koska kaava toteutuu 

arvoilla «=a, y=b, 2 =c; lopuksi täytyy suoran suunta- 
cosinien olla suhteellisia suureille 7, m, n, sillä nämä cosinit 

ovat suhteellisia suureille 2—a, y—0b, 2—c ja nämä taas 
kaavan (8) mukaan ovat toisiinsa kuin /, m, n. 

Saadaksemme taas kulmat a, P, y, suoran ja koordi- 

naati-akselien välillä, annamme vaan sen yhtälölle muodon 
(8); silloin nimittäin on 

Cosa COS P cosy 1 >   
l m n VP mn? 

") Tämä neljäs murtoluku on saatu kolmesta edellisestä siten, 

että on otettu neliöjuuri sekä osoittajain neliöiden summasta että ni- 

mittäjäin neliöiden summasta (vrt. viittaa siv. 65).
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josta 

COSA 4- aN n 

VP Em FR 
m 

9 COSB, 
5 BS inn + m? ++ jm? 

COSY iG 
My ta 

Koska näissä kaavoissa saattaa ottaa joko kaikissa + mer- 
kit tai kaikissa — merkit, niin saadaan suureille cos «, cos fp, 

cosy kaksi eri arvoryhmää, jotka vastaavat suoran kahta 

vastaista suuntaa. 
Jos /=0, niin on suora viiva kohtisuorassa x-akselille 

ja siis y2-tason suuntainen; jos yht'aikaa on 7=0 ja m=0, 

niin suora on z-akselin suuntainen. 

Koska yhtälöt (2) z =m2 ++p, y = nz + q saattaa aset- 

taa muotoon 

niin nähdään niiden edustavan suoraa, joka kulkee pisteen 
(p, q, 0) kautta ja jonka suuntacosinit ovat toisiinsa kuin 

Mm 1, 1: 

Esim. 1. Jos suoran yhtälöinä ovat € =22—1, y=32+2, 

niin saattaa ne muodostaa näin: 

Add Yr 

2 13) = 
ja siitä näkyy, että suora kulkee pisteen (—1, 2, 0) kautta ja että 

sen suuntacosinit ovat toisiinsa kun 2, —3, 1. 3 

  

Esim. 2. Mikä suunta on suoralla my — næ = 0, z = c? — Koska 

nämä yhtälöt myöskin saattaa kirjoittaa 

v UY 710 
  

m n O 

niin huomataan, että suora kulkee pisteen (0, 0, c) kautta z-akselilla 

ja että sen'suuntacosinit ovat - 

m n 
ae >? 

Suora on siis kohtisuorassa z-akselille. 
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178. Kahden suoran välinen kulma. — Jos 
I, m, n ja V, W, n' merkitsevät cosineja kulmille, jotka kaksi 
suoraa tekevät koordinaati-akselien kanssa, ja 0 itse suorain 
välistä kulmaa, niin on 147 8:n mukaan 

cos 0 = +mm' + nn’. 

Mutta jos 7, m, n ja U, m', n" merkitsevät suureita, jotka 
ovat ainoastaan suhteellisia suorain suuntacosineille, niin 

saadaan, kuten kaavoista (9) näkyy, näille cosineille todel- 

liset lausekkeensa, kun kukin suureista 7, m, n jaetaan suu- 

reella + VP4m?2+n? ja kukin suureista V, m', n' suureella 

+ V/V24+m?2+4n%. Silloin saadaan suorain väliselle kulmalle 
lausekkeeksi 

W + mm' +-nn' 
cos 0===1" 

VF m+n? VE m? -pa 

Suorat ovat kohtisuoria toisilleen, jos - 

W-+ mm +n'=0; 

ne ovat yhdensuuntaisia, jos 

  

Es. Olkoot suorain yhtälöinä: 

a=- 2245 ae 
y= 32—1j' yee : 

Silloin ovat edellisen suoran suuntacosinit toisiinsa kuin — 2, 3, 1 ja 

5 
+ 

/84 

179. Suoran ja tason välinen kulma on komple- 
mentti sille kulmalle, jonka suora tekee tason normaalin 
kanssa. Jos normaalin suuntacosinit ovat toisiinsa kuin A, 
B, C ja suoran suuntacosinit kuin 7, m, n sekä jos p mer- 
kitsee suoran ja tason välistä kulmaa, niin on 

. Al- Bm-+ Cn 
+ lita STR än daa 

TS Ja BOP ma 

  jälkimmäisen kuin 1, 2, 1; cosini suorain väliselle kulmalleon =
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ja tästä päätetään, että suora on tason suuntainen, jos 

Al+-Bm-+ Cn=0, 

ja että suora on kohtisuorassa tasolle, jos 

A roi 
IN mom 

Probleemoja suorasta ja tasosta. 

180. Haettakoon yhtälö suoralle, joka kulkee 
annetun pisteen kautta ja on kohtisuora annetulle 
tasolle. 

Olkoot x', y', 2’ annetun pisteen koordinaateja ja 
Ax+tPBy+t Ce+D=0 annetun tason yhtälö. Cosinit niille 
kulmille, jotka tason normaali tekee koordinaati-akselien 
kanssa, ovat silloin suhteellisia koefficienteille A, P, C (160 8). 
Koska nyt haetulla suoralla on sama suunta kuin normaa- 
lillakin, niin saamme siis sen yhtälöiksi: 

%—x yy 2—2 
Ban) VR SIG n 

  

181. Haettakoon yhtälö tasolle, joka kulkee 
annetun pisteen (x, y', 2’) kautta ja on kohtisuorassa 
annetulle suoralle. 

Yhtälö tasolle, joka kulkee pisteen (x', y’, 2’) kautta, 
on yleensä muodoltaan 

Alx--x)+Bl(y— 4) + C(2—2)=0. 
Taso on kohtisuorassa annetulle suoralle, kun vaan koeffi- 
cientit A, B, € ovat toisiinsa kuin suoran suuntacosinit. 

Jos suoran yhtälöinä on esim. " 

w:ins+2;,":"s+g, 

jolloin sen suuntacosinit ovat suhteellisia suureille m, n, 1, 

` niin tulee tason yhtälöksi 

m (a — &')+n(y—y)t+2—2=0.



= 200 = 

182. Haettakoon välimatka pisteestä (x', 4, 2) 

suoraan 

in A METN a Vans 
i lulas] m n 

Suorakulmaisesta kolmiosta APM (kuva puuttuu), jossa 
P on annettu piste (x', y', 2), M sen projektioni annetulla 
suoralla ja A se piste samalla suoralla, jonka koordinaatit 

ovat a, b, c, saadaan haetun PM-matkan lausekkeeksi 

PM= APsin PAM. 

Nyt on a 

AP’ =(0' — a)? (y' — 02+ — 0)? 
ja jos a, P, y sekä «', B', y' merkitsevät kulmia, joita suo- 
rat AM ja AP tekevät koordinaati-akselien kanssa, niin on 
myös (vrt. 148 $): 

sin? PAM = (cosa cosp"— cosacosp)? + (cosp cosy'— cosp'cosy)? 

+ (cosy cos «’ — cosy’ cos a)?. 

Mutta AM-suoran suuntacosinit ovat 7, m, m, jaettuina suu- 

reella +7/2+m?+n?; AP-suoran suuntacosinit ovat x'— a, 
y'—b, 2'—e, jaettuina suureella +) (a’—a)?+ (y’—b)?+(2'—0)?. 
Sijoitettuamme nyt nämä arvot, saamme PM-matkan neliölle 
lausekkeeksi: 

[m(x'—a)—(y'—0)]?+-[n(y' —b)—ml(2' —0)]?4-[U2'—0)—n(x'—0)]? 
P+ m? + n? : 

183. Haettakoon semmoisen tason yhtälö, joka 
annetun suoran kautta vedetään kohtisuoraksi an- 
netulle tasolle. 

Suoran yhtälöinä olkoot 
A'x+P'y+ Cz+D=0, A"%+B"y+ ea Dg= 

ja annetun tason yhtälönä 

Ax + Byt 024+ D=0. 

Kaksi edellistä yhtälöä edustavat kumpikin erikseen kahta 
tasoa, joiden leikkauksena on annettu suora. Yhtälö kol-
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mannelle tasolle, joka kulkee saman suoran kautta, on siis 

(168 §) yleensä muodoltaan 

A’'n+ Bly + C'e+D' -h(A"2-+ B"y+ O"2+D") =0. 

Jotta nyt tämä taso olisi kohtisuorassa annetulle tasolle, täy- 
tyy seuraavan ehdon olla täytettynä 

josta 
AA' + BB' + CC' 

— A4"+BB"40C0" 

Sijoitettuamme tämän %-suureen arvon, saamme haetun yh- 
tälön: " 

L'O+B"Y+0"F+V"""—/1„""V+"3„9+0„3+V". 

MTFFTW"——IIOID+05— 
Saman tehtävän saattaa suorittaa toisellakin tavalla. 

Koska haetun tason normaalin pitää olla yht'aikaa kohti- 
suorassa sekä annetulle suoralle että annetun tason nor- 
maalille, niin saattaa täten 149 §:n mukaan määrätä ensin- 
mainitun normaalin suuntacosinit ja siten saada koefficientit 

suureille x, y, 2 haettuun yhtälöön. Olkoot, mukavuuden 
vuoksi, suoran yhtälöt annettuina muodossa 

he 

  

ETTA Yy bu ATC 

Bi) M MKI PEM 

ja tason yhtälönä kuin ennenkin 

Axz+By+C2+D=0, 

niin että suoran suuntacosinit ovat suhteellisia suureille 

I, m, n ja tason normaalin suuntacosinit suureille A, B, O; 
silloin huomaamme, että haetun tason normaalin suuntaco- 

sinit ovat toisiinsa kuin 

Bn- Cm, Ol— An, Am— BI. 

Koska tason sitä paitsi täytyy kulkea pisteen (a, 0, c) kautta 
annetulla suoralla, niin saadaan sen yhtälöksi 

(Bn— Cm) (a-—4a) +(C1— An) (y — D) +(Am— BI) (2 — 0) =0.
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184. Annettuina on kaksi suoraa; haettakoon 
yhtälö tasolle, joka toisen suoran kautta vedetään 
toisen suuntaiseksi. 

Suorain yhtälöt olkoot annettuina muodossa 

  

Haetun tason normaalin täytyy nähtävästi olla yht'aikaa kohti- 

suorassa kummallekin suoralle; sen suuntacosinit ovat niin 

muodoin suhteelliset suureille 

mu — m'n, nl—n'l, 1m'--l'm. 

Jos nyt taso vedetään edellisen suoran kautta jälkimmäi- 
sen suuntaiseksi, jolloin se on sisältävä pisteen (a, b, e), 

niin tulee siis sen yhtälöksi: 

(mn'—m"n) (2—a) + (nl'"—1'l) (y— 0) + (1m'—1'm)(2— 0) =0. 

Samoin saadaan yhtälöksi tasolle, joka jälkimmäisen suoran 

kautta vedetään edellisen suuntaiseksi: 

(mn —m'n) (2 — a") (nl — n'l) (y — V') + (1m'—V'm)(2z—e') = 0. 

Välimatka 4 näiden tasojen välillä on = matka pis- 
teestä (a, b, e) jälkimmäiseen tasoon; 166 8:n mukaan 

on siis 

(mn'—m'n) (a— a') + (nl'—n' VY (b-—D") + (lm! —V'm)(c--e"). jär jän a 
= [(0nn"— m'n)? + (nl'— w'D)? 4 (1m'— V'm)?]2 

185. Lyhin välimatka kahden suoran välillä 
elikkä molempain yhteinen kohtisuora määrätään seuraavalla 
tavalla. Ensin pannaan kuten edellisessä &:ssä, kumpaisenkin 
suoran kautta taso toisen suoran suuntaiseksi; pantakoon 

sitten vielä kaksi tasoa samain suorain kautta kohtisuoriksi 
edellisille tasoille. Jälkimmäisten tasojen leikkaussuora tu- 
lee silloin kohtisuoraksi yhdensuuntaisille tasoille, ja siis 
myöskin annetuille suorille, jotka se nähtävästi myöskin koh- 

taa. Tästä tehdystä nyt seuraa, että haettu suorain yhtei-
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nen kohtisuora on = matka yhdensuuntaisten tasojen vä- 
lillä ja saapi siis lausekkeeksensa edellisessä §:ssä saadun 
A-suureen arvon. 

Merkitkööt lyhyyden vuoksi 7 m, n ja UV, m', w' itse 
suuntacosineja suorille sekä 0 näiden suorain välistä kul- 
maa; siten saadaan helposti, kun merkitykset muutoin ovat 
samat kuin edellisessäkin §:ssii, yllimainituille kohtisuorille 
tasoille seuraavat yhtälöt: 

(2 cose —U) (vw — a) + (m cose — m’) (y — b) + (n coso — n) (2—e)=0. 

(U cose — 1) (% — a) + (m coso — m) (y — b')+-(n' cose —n) (z—c) = 0. 

Nämät yhtälöt merkitsevät siis yhteensä sitä suoraa, joka 

määrää lyhimmän matkan annettujen kahden suoran välillä. 

Neljäs Luku. 

Kaksi-asteiset pinnat. — Niiden eri lajit. 

186. Kaksi-asteinen yhtälö kolmella vaihtuvalla x, y, 2 
on yleensä muodoltaan 

(1) ( Ax? + By? + Cz? + 24'y2 +2B'xe+20'my 
l +24"8+2B"y+20"2+D=0. 

Ennen jo (158 &:ssä) on huomautettu, ettei yhtälön as- 
teluku muutu, jos suoraviivainen koordinaatisto muutetaan 
toiseksi suoraviivaiseksi, olkoot akselien asemat kummas- 

sakin koordinaatistossa mitkä hyvänsä. Senpä vuoksi, tut- 
kiessamme kaksi-asteisen yhtälön eri merkityksiä, saatamme 
päätösten yleisyyttä loukkaamatta, käyttää suorakulmaista 
koordinaatistoa. 

Mainittakoon jo ensi alussa eräs kaksi-asteisen pinnan 
yleinen ominaisuus. Jos yhtälössä (1) tehdään 2 =0, niin 
saadaan yhtälö pinnan ja xy-tason leikkausviivalla: tämä 
yhtälö on kaksiasteinen suureissa % ja y ja edustaa koonil- 
lista leikkausta. Koska nyt pinnan yhtälöllä on aina sama 

yleinen muoto (1), se on kaksi-asteinen, vaikka «y-ta-
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soksi otettaisiin mikä taso hyvänsä, niin seuraa siitä, että 
kaksi-asteisen pinnan ja tason välisenä leikkauksena aina 

on koonillinen leikkaus. 

Valiten koordinaatit sopivalla tavalla, saattaa yhtälöä 

(1) muodostaa paljoa yksinkertaisemmaksi. Jos koordinaa- 
tisto pannaan kääntymään originissa, akselien yhä pysyessä 
kohtisuorina toisilleen, saattaa sen panna semmoiseen ase- 

maan, että koordinaatien tulot katoavat pinnan yhtälöstä 
uudessa koordinaatistossa, joten yhtälö on oleva muodoltaan 

(2) La®-+ My?+-N22+2L'x +2M'y +2N'2+D==0. 

Tämän todistus on jätetty kuudenteen lukuun. 

187. Yhtälö (2) edustaa vielä kaikkia kaksi-asteisia 
yhtälöitä. Saadaksemme sitä vieläkin yksinkertaisemmaksi, 
siirrämme koordinaatistoa itsensä-suuntaisesti pisteesen (a, 

6, 7), pannen 

e=a'+a, y=y+B, 2=2+7; 
sijoitettuamme nämä arvot yhtälöön (2) ja pannen 

F = La- MB Ny? +2L'a+2M'B+2N'v+ D, 

saamme 

(3) Lx'? + My? 4 Nz"? 

+2 (LaF I)a" 2(MBM)y2(Ny 4N) F0. 
Vakinaiselle terminille F saattaa myös antaa muodon 

= (La4Z')a+(MB+10)8+(07 +) 
+ L'a+M'B+N'r+D. 

Jos nyt koefficienteistä L, M, N ei ole yksikään =0, niin 
saattaa originin aina valita sillä tapaa, että yksi-asteiset 
terminit yhtälössä (3) katoavat; silloin nimittäin ei tarvitse 

muuta kuin määrätä «, f, y ehdoilla 

La+L'=0, MB+M'=0, Ny+N'=0, 

jotka aina toteutuvat äärellisillä arvoilla suureista a, Bb, 7, 

kun ei yksikään koefficienteistä L, M, N ole nolla. Siinä tapa-
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uksessa saadaan yhtälölle (3), jättäen pois %-, y-, 2-suurei- 
den aksentit, muoto 

(4) Lx?+ My? ++ N2? = K. 

Kun yksi koefficienteistä L, M, N on nolla, esim. N= 0, 

mutta sitä vastaava koefficientti N' ei ole nolla, niin ei enää 

saatakaan poistaa sitä terminiä, jossa 2' löytyy, koska eh- 
toyhtälöstä Ny+N'=0 silloin saataisiin y-suureelle ää- 
retön arvo. Mutta saattaahan silloin kumminkin tehdä 

Le+L'=0, MB+M'=0o, 

joten x'- ja y'-suureiden koefficientit katoovat ja vakinaiseksi 
terminiksi tulee 

F=La+M'B+2N',+D, 
jonka jälkeen y määrätään siten, että tämä vakinainen ter- 
mini katoaa. Yhtälö (3) on silloin oleva muodoltaan 

(5) Lie? +- My? = 2Hz. 

Jos sekä N että N' olisivat = O, niin supistuisi yhtälö (3) 
seuraavaksi: 

Lx?+ My? = K, 

mutta tämäkin sisältyy jo muodossa (4), jos nimittäin pide- 
tään mahdollisena, että yksi tai useampi koefficientti siinä 
saattaa olla =0. 

Vielä on se tapaus jäljellä, jolloin koefficienteistä L, 
M, N kaksi ovat = 0, esim. M=0, N=0. Originia siir- 

tämällä saattaa silloin ainoastaan poistaa sen terminin, jossa 
löytyy %' yksi-asteisena, ja vakinaisen terminin; siten saa- 
daan tänmuotoinen yhtälö 

La? = Gy + G2. 

Mutta oikean jäsenen terminit saattaa supistaa yhdeksi ai- 
noaksi uudella muutoksella. Kun nimittäin koordinaatisto 
käännetään z-akselin ympäri p-kulmalla, pannen 

WEIT, 
y=y cosg—z’'sing, 
g=y'sing+<2' cos
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ja määräten p-kulman semmoiseksi, että 
i i G 

Goosp+G'sing = 0 eli tangp = — G” 
T 

niin muodostuu mainittu yhtälö seuraavaksi: 

La"? = 9He!: 

Se on niin muodoin oikeastansa vaan erikois-tapaus yh- 
tälöstä (5). 

Sitä tapausta, jolloin kaikki kolme koefficienttiä L, M, N 

ovat yhtaikaa = O, ei tarvitse ottaa tarkastettavaksi, sillä sil- 
loinhan olisi yhtälö (2) ja samalla tietysti myöskin alku- 
peräinen yhtälö (1) yksi-asteinen. 

188. Edellisessä S:ssä on niin muodoin tultu siihen 

päätökseen, että kullakin kaksi-asteisella pinnalla on edus- 
tajana jompikumpi yhtälöistä 

I. La?§+ My?+N2= Kk, 

II... La My?= 2Hz. 

Nämä yhtälöt esittävät kahdenlaatuisia pintoja, joiden välillä 
on hyvin tärkeä geometrillinen eroitus, minkä jo huomaa 
itse yhtälöiden muodosta. Koska yhtälössä I kunkin ter- 
minin asteluku on tasainen (vasemmassa 2, oikeassa nolla), 
niin ei yhtälö muutu, jos suureet Z, y, 2 sijoitetaan vastais- 

merkkisillä —x, —4, —2. Jok'ainoata P-pistettä pinnalla 
vastaa niin muodoin toinen piste P’, jolla on vastaiset koor- 
dinaatit ja jonka asema on semmoinen, että yhdistyssuora 
PP' jakaautuu kahtia originissa. Siitä seuraa, että origi 
jakaa kahtia kaikki sen kautta vedetyt pinnan jänteet ja on 
niin muodoin keskiönä yhtälölle 1. 

Yhtälössä II sitä vastoin, jossa on sekä tasa-asteisia 
että epätasa-asteisia terminejä, ei saatakaan muuttaa kaik- 

kien kolmen koordinaatin merkkejä, itse yhtälöä muuttamatta. 
Origini niin muodoin ei olekaan keskiönä pinnoille, joita yh- 
tälö II edustaa. Eiki niillä ole muutakaan keskiötä, sillä 

terminiä 222 ei saa poistetuksi millään koordinaatien muu- 

toksella.
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Näemme siis kaksi-asteisten pintain jakauvan kahteen 
luokkaan: keskiölliset pinnat ja keskiöttömät pinnat. 

Edellisillä on edustajana yhtälö I, jälkimmäisillä yhtälö IL. 
Tutkittakoon kumpikin luokka erikseen. 

Keskiölliset pinnat. 

189. Tämän luokan kaksi-asteisilla pinnoilla on yh- 

tälönä 
I. L?2+- My? NK 

tahi erikois-tapaukset siitä. Koefficienteillä saattaa olla mitkä 
todelliset arvot tahansa. Kukin koordinaati-taso jakaa sem- 
moisen pinnan kahteen symmetrilliseen puoliskoon, sillä jos 
yhtälö I ratkaistaan minkä koordinaatin suhteen hyvänsä, 
niin saadaan aina kaksi yhtäsuurta, vastais-merkkistä arvoa. 

Koordinaati-tasot ovat tässä katsannossa pääpintoja ja 
senvuoksi niiden keskinäisiä leikkauksia elikkä koordinaati- 
akseleita sanotaan pinnankin akseleiksi. Niitä sanotaan 
todellisiksi tai idealisiksi sitä myöten kuin ne ovat pin- 
nan piirissä, s. o. kohtaavat sitä, tahi kokonaan sen- ulko- 

puolella, sitä kohtaamatta. 
Yhtälöllä I on muutoin eri merkityksiä sen mukaan, 

minkä merkkisiä koefficientit ovat. Ajateltakoon selvyyden 
vuoksi, että oikea jäsen on tehty positiviseksi; silloin saattaa 
1:0) kaikilla kolmella koefficientillä vasemmassa jäsenessä 
olla plus-merkki, 2:0) kahdella + ja kolmannella —, 3:0) 
yhdellä + ja kahdella —. Jos kaikki vasemman jäsenen 
koefficientit ovat negativisia, oikean jäsenen ollessa positi- 

visen, niin ei yhtälö anna yhtään todellista arvoa suureille 
%, y, 2 eikä sillä silloin ole mitään geometrillistä merkitystä, 

jonka vuoksi tämä tapaus niin muodoin jätetään sikseen. 

190. Ellipsoidi. — Jos yhtälössä I kaikki koeffici- 

entit ovat positivisia, niin saapi se, jaettuna K-suureella, 

seuraavan muodon: 

NP (1) apta.
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Kun tehdään y=0 ja 2=0, niin huomataan pinnan leik- 
kaavan x-akselia kahdessa pisteessä A, A', joissa x=-Fa. 
Samoin nähdään, että pinta leikkaa y-akselia kahdessa pis- 

teessä B, B', joiden y= t, 
sekä z-akselia kahdessa pisteessä 

C, C', joissa 2 =+c. Nämä pis- 
teet ovat samalla pinnan rajoina 
koordinaati-akselien — suunnissa. 
Koska nimittäin kaikki terminit 
yhtälön (1) vasemmassa jäsenessä 

ovat positiviset ja yhteensä =1, 
niin ei yksikään termini eriksensä 
saata olla >1; siis pysyy x aina 
rajoissa + a ja —a; y rajoissa 
+6 ja —b; 2 rajoissa +c ja 

—c. Pinta on niin muodoin kaikilla haaroin rajoitettu ja 
muodostaa umpinaisen kuvion. Jos se leikataan millä ta- 

solla hyvänsä, niin on leikkauksena siis umpinainen kaksi- 
asteinen käyrä, nimittäin ellipsi. Tästäpä syystä puheen- 
alaista pintaa sanotaankin ellipsoid'iksi. Suureet a, D, c 

merkitsevät pituutta ellipsoidin kolmella puoli-akselilla, jotka 
kaikki ovat todellisia. 

Lähdemme nyt tarkastamaan jonkun päätason suun- 
taisia ellipsoidin leikkauksia. Kun yhtälössä (1) tehdään 
2=0, niin nähdään, että xy-tason leikkauksena ellipsoidilla 
on ellipsi 

Kuva 87. 

  

x? y? 

a tpn 
jonka puoli-akselit ovat a ja b. Jos taas suureelle 2 anne- 
taan joku vakinainen arvo, z=, niin saadaan yhtälö 

2 2 h? LUKI 0 
säe sn ls! 
OAD C 

ja tämä edustaa ellipsiä, jonka puoli-akselit ovat: 

107 SE 
ar a
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Tästä näkyy, että kaikki zy-tason suuntaiset leikkaukset ovat 
ellipsejä, joiden puoliakselit ovat suhteellisia suureille a ja 0. 

Nämä ellipsit ovat sitä pienempiä, mitä kauempana originista 

taso leikkaa; leikkaus supistuu viimein pisteeksi, kun h = + oc, 

s. 0. kun leikkaustason matka originista jommallekummalle 

puolelle on = c. 
Samoin saadaan selville, että z2- ja yz-tasojen leikka- 

ukset ovat ellipsejä, joiden puoli-akselit ovat a, c tahi O, c. 

191. Olkoon (x, y, 2) joku piste ellipsoidilla, o sen 
välimatka originista eli radius vector ja e, B, y kulmia, jotka 
tämä radius vector tekee koordinaati-akselien kanssa. Sil- 

loin on 
B= OCOS@, 1Y = 0 C08 B.. 2:50 C089% 

ja kun nämä sijoitetaan ellipsoidin yhtälöön, niin saadaan 

EOs2a  COSrD. "Cosa 1 
a? p? c? Tw o? 
    

Jos nyt a, b, c ovat eri-suuria, nimittäin a >0>c, niin tä- 

män yhtälön vasen jäsen on nähtävästi suurempi kuin 

2 4 00877 cos?2a = cos?B 

är ar 
  

.. . .1 . 11 
b01811183m09niSUUrSIIIIUIcniUJ"N11I1mu0c101110in–2)—;' a OC oO 

se on o<a. Samoin todistetaan, että o>c. Matka kes- 

kiöstä johonkin pisteesen ellipsoidilla on niin muodoin yleensä 

suurempi kuin pienin puoli-akseli ja pienempi kuin isoin, 

vaihetellen muutoin näitten rajain välillä. 

192. Jos ellipsoidissa on kaksi yhtäsuurta akselia, 

esim. a = O, niin kaikki cy-tason suuntaiset leikkaukset ovat 

pyöriöitä, joiden keskiöt ovat z-akselilla. Itse pinnan saattaa 

silloin ajatella syntyneeksi ellipsin pyörähdyksen kautta jom- 

mankumman akselinsa ympäri. Semmoista pintaa sanotaan 

pyörähdys-ellipsoid'iksi elikkä sferoidiksi. Jos Pyö- 

rähdys on tapahtunut vähäakselin ympäri, niin on se litis- 

tynyt, jos taas isoakselin ympäri, niin on se suikea. Niin- 

14



———210— 

kuin tiedetään, on maa ja taivaankappaleet yleensä litisty- 
neitä sferoideja. 

193. Jos vihdoin kaikki kolme akselia ovat yhtäsuuret, 
a =b = c, niin muuttuu yhtälö (1) seuraavaksi 

2 +y? +2? = q? 

ja lausuu, että välimatka originista mihin pisteesen hyvänsä 
pinnalla on vakinainen ja = a. Pintana on silloin pallo. 

Huomautettakoon tämän ohessa, että yhtälönä o-sätei- 
sellä pallolla, jonka keskiö on (a, 6, y), on yhtälönä 

(2—0)? + (4 — P)P+ (2— 7)? = g"; 
tämä yhtälö lausuu nimittäin, 144 $:n mukaan, että väli- 
matka kiinteästä pisteestä (a, B, y) pisteesen (x, y, 2) pin- 

nalla on yhtä suuri kuin o. 

194. Yksivaippainen hyperboloidi. — J koef- 
ficienteista L, M, N yksi, esim. N, on negativinen, muitten 

ollessa positivisia, niin yhtälö I jaettuna suureella K, on 
muodoltaan j : i; 

PY Ais) A 
@) pa 
Pinta leikkaa x-akselia kahdessa pisteessä, joissa z= +a, 

ja y-akselia kahdessa pisteessä, joissa y=+0; mutta z-ak- 
selia se ei kohtaakaan, sillä z-akselin leikkauksille saadaan 

aatteiset arvot 2=-+c/—1. Puheen-alaisella pinnalla 
on niin muodoin kaksi todellista akselia ja yksi aatteinen, 
joiden puoliskojen pituudet ovat a, 0, c. 

Mitä zy-tason leikkaukseen tulee, niin on se ellipsi 
puoli-akseleilla 04 = a ja OB=b. Tutkiaksemme xy-tason 
suuntaisia leikkauksia, teemme 2 =, jolloin saamme 

xy? n? 

IE ee 
ja tämä osoittaa ellipsiä, jonka puoli-akselit 

oes /145
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ovat suhteellisia suureille «a ja 0. Niinmuodoin ovat my-tason 
suuntaiset leikkaukset ellipsejä, joiden askelit ovat suhteel- 
lisia ja jotka ovat sitä isompia, mitä kauempana leikkaustaso 
on originista jommallakummalia puolella. Pienin näistä ellip- 
seistä on se, joka on itse 2y-tasolla; sitä sanotaan sen vuoksi 
vyöttö- eli kaula-ellipsiksi (ellipse de gorge). 

Mitä taasen xz-tason leikkaukseen tulee, niin on se 
hyperbola, jonka transversaalisen akselin puolisko on 04 = a 
ja konjugaatisen akselin puolisko 
OC = c; yz-tason leikkaus on 
myöskin hyperbola, jonka trans- 
versaalisen akselin puolisko on 

OB =b ja konjugaatisen akselin 
puolisko OC =c. Näillä kahdella 
hyperbolalla on siis yhteinen kon- 
jugaatinen akseli. 

Tästä näkyy, että yhtälö (2) 
osoittaa kokonaista pintaa, joka 
ulottuu äärettömiin ja jonka leik- 
kauksina, eri suunnissa, on ellip- 

sejä tai hyperboloita. Puheen-alaista pintaa (kuva 88) sa- 
notaan yksivaippaiseksi hyperboloidiksi (hyperboloide 

à une nappe). 

Kun todelliset akselit ovat yhtäsuuret a=b, niin ovat 
ay-tason suuntaiset leikkaukset pyöriöitä; silloin saattaa hy- 
perboloidin ajatella syntyneeksi siten, että hyperbola on pyö- 

rähtänyt konjugaatisen akselinsa ympäri. Silloin sanotaan 

pintaa yksivaippaiseksi pyörähdys-hyperboloidi ksi. 

Kuva 88. 

  

  

195. Kaksivaippainen hyperboloidi. — Jos yh- 

tälössä 1 on kaksi negativista koefficienttiä, esim. L ja M, 

niin saa se, jaettuna suureella — K, muodon 

x? 27 22 

(3) RR SEEE 
a? CE 

Pinta leikkaa z-akselia kahdessa pisteessä, joissa 2 = tC, 

mutta ei kohtaa toisia kahta akselia ollenkaan, sillä näiden
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16j1c1cäu1c3j116S.s-IniäuuäättöjöniAKWSOIJ:ONIJJ 
y==+0)/—1. Kolmesta puoli-akselista a, b, c on niin muodoin 

ainoastaan viimeksi mainittu todellinen, muut kaksi aat- 

teisia (idealisia). 
Tasojen «z ja y? leikkaukset ovat hyperbolia, joilla 

z-akselin suunnassa on yhteinen transversaalinen akseli 2c. 
Saadaksemme selvän ry-tason suuntaisista leikkauksista, 
teemme 2=fh yhtälössä (3), jolloin saamme 

x? 2 h? 

2 + s vyön li: 

Jos awh s. 0. jos h on rajoissa —c ja +c, niin ei yhtä- 

löllä ole mitään geometrillistä merkitystä, koska se toteu- 
tuu ainoastaan x- ja y-suureiden aatteisilla arvoilla. Jos 
h= +c, niin oikea jäsen katoaa, jolloin saadaan todelliset 
juuret 2z=0, y=0, jotka merkitsevät pistettä. Mutta jos 

h-suureen ominainen arvo on suurempi kuin c, niin on oikea 
jäsen positivinen ja silloin saadaan ellipsi, jonka puoli-ak- 

selit ovat 

ja joka on sitä isompi, mitä pitempi % on. Tästä seuraa, 
että jos pannaan kaksi xy-tason suuntaista tasoa c-matkan 

päähän originista ylä- sekä alapuo- 

lelle sitä, niin jääpi pinta koko- 

naan ulkopuolelle näiden tasojen vä- 
lystä. Kumpikin taso kohtaa pintaa 
yhdessä ainoassa pisteessä. Näiden 
tasojen ulkopuolella olevat xy-tason 

VÄ suuntaiset leikkaukset ovat ellipsejä, 
2 joiden akselit ovat suhteellisia, kas- 
a vaen sitä pitemmiksi, mitä kauempana 

originista leikkaustaso on. Pinta muo- 
dostaa siis kaksi toisistansa erillään 
olevata osaa, joista kumpikin ulottuu 
äärettömiin (kuva 89); pintaa sano- 

Kuva 89. 
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taan senvuoksi kaksivaippaiseksi hyperboloidiksi (hy- 
perboloide & deux nappes). 

Kun a=b, niin xy-tason suuntaiset leikkaukset ovat 
pyöriöitä ja yhtälö (3) merkitsee silloin kaksivaippaista 

pyörähdys-hyperboloidia, joka syntyy siten, että hy- 
perbola on pyörähtänyt transversaalisen akselinsa ympäri. 

196. Tutkittuamme täten keskiöllisten pintain päälajit, 
on vielä tutkittavina niiden sivulajit, jotka saadaan, kun yksi 
tai useampi termini yhtälössä I katoaa. Olkoon ensin K=0. 

Jos silloin L, M, N ovat kaikki samanmerkkiset, niin 
saadaan ellipsoidin yhtälön (1) sijaan seuraava 

g? an 20 
+ pt 

ja tästä yhtälöstä ei saada muita todellisia arvoja suureille 
x, 4, 2 kuin 2 =0, y=0, 2=0. Yhtälö edustaa niin muo- 

doin itse originia. Ellipsoidi on silloin supistunut pisteeksi. 

0 

197. Kooni. — Kun K=0, muuttuu sekä yhtälö 
(2) että yhtälö (3) seuraavaksi 

x? y? ga 

(4) ye 3 == OF 

Tehden 4==0, saamme xz-tason leikkaukseksi 

N 2 
— = OI 
a TEL 

se on kaksi suoraa, jotka kulkevat originin kautta ja ovat 
eri puolilla 2-akselia, tehden sen kanssa yhtäsuuret kulmat. 
Samallainen on yz-tasonkin leikkaus. 

Tutkittakoonpa tämän johdosta yleensä, millainen leik- 
kaus saadaan, jos pinta leikataan tasolla, joka kulkee 2-ak- 
selin kautta ja jonka yhtälönä olkoon 

YEE MND. 

Jos nyt tästä ja yhtälöstä (4) eliminoidaan y, niin saadaan 
225 1727, Josta 

= ees
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Haetulla leikkauksella on niin muodoin edustajina kaksi yh- 
den-aikuista yksi-asteista yhtälöä 

Yta mg, NPT NO) 

jotka, jälkimmäisen kaksinkertaiseen merkkiin nähden, mer- 

kitsevät kahta originin kautta kulkevata suoraa. Näitten 

suorain suuntacosinit ovat suhteelliset suureille 1, m, t 7, 

ja tämä osoittaa niiden tekevän yhtäsuuria kulmia 2-akselin 

kanssa. 
Jos yhtälössä (4) tehdään 2 =, niin on helppo nähdä, 

että zy tason suuntaiset leikkaukset ovat ellipsejä, joiden 
akselit ovat sitä pitemmät, mitä kauempana leikkaus on ori- 
ginista. Ja koska vastikään todistettiin, että z-akselin kautta 
kulkevain tasojen leikkauksina aina on kaksi suoraa, jotka 
kulkevat originin kautta ja tekevät z-akselin kanssa yhtä- 
suuret kulmat, niin näkyy selvästi, että puheenalainen pinta 
on kooni elliptisellä asemalla. Mutta kun taso, kulkien 

eri suuntia, saattaa semmoiseen kooniin leikata ei ainoastaan 

ellipsejä, vaan myöskin parabolia ja hyperbolia, niin on oi- 
keampi sanoa semmoista pintaa kaksi-asteiseksi koo- 
niksi, toisin sanoen semmoiseksi, jonka asemana saattaa 
olla mikä kaksi-asteinen käyrä tahansa. 

198. Kooni (4) on asymptootina hyperboloideille 
(2) ja (3). — Kun nimittäin koonin yhtälöä 

verrataan yhtälöön 

+" oot. 

joka yht'aikaa edustaa molempia hyperboloideja, ja pannaan 
kumpaankin 2 ==", niin saadaan seuraavat yhtälöt 

a? y? N a? 6? M 

a pop N o 
jotka osoittavat koonin ja hyperboloidien xy-tason suuntaisia 
leikkauksia %-matkan päässä originista. Nämä leikkaukset
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ovat koncentrillisiä (yhteis-keskiöllisiä) ellipsejä suhteellisilla 
ja samaan suuntaan kulkevilla akseleilla. Edellisen ellipsin 

puoli-akselit ovat 
ah vh 
Ee NTER? 

C c 

PUPIN hae oe 
Yl, ny Ef. st 

vastaavain puoli-akselien välit ovat siis 

alla") ah = kä 
Cine VREF 

sylar" Oia g S 

Giga YP teth 

Näillä väleillä on rajana nolla, kun % kasvaa äärettömiin; 

vastaavaiset leikkaukset koonissa ja hyperboloideissa eroavat 

toisistansa niin muodoin sitä vähemmin, mitä kauempana 
originia ne ovat. Kooni on niinmuodoin yhteinen asymp- 
tooti molemmille hyperboloideille, joista kaksivaippainen on 
kokonaan sen ulkopuolella, yksivaippainen kokonaan sen si- 

säpuolella. 

jälkimmäisen 

    

199. Jos yksi tai useampi koefficienteistä L, M, N 
yhtälössä I katoaa, niin saa yhtälö jommankumman seuraavia 

muotoja 

(5) Lx? + My? = 

(6) Ne? SK 

Siten syntyy uusia laatuja keskiöllisistä pinnoista. Yhtälö (5) 
edustaa ylipäänsä cylinderiä elliptisellä tai hyperboli- 
sella asemalla, sitä myöten kuin L ja M ovat saman- tai 
erinmerkkisiä; kun K==0, niin tämä cylinderi supistuu suo- 
raksi viivaksi eli kahdeksi tasoksi, jotka leikkaavat 
toisiansa. Yhtälö (6) taas osoittaa kahta yhdensuun- 
taista tasoa, jotka yhtyvät, kun K=0.
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Keskiöttömät pinnat. 

200. Keskiöttömilllä kaksiasteisilla pinnoilla on yhtälönä 

I. IX? + My? — 2Hz, 

jossa H ei ole nolla. Koska x ja y ilmauvat tässä ainoas- 

taan tasaisissa arvokerroissa, niin on kukin tällainen pinta 

symmetrillinen sekä y2- että xz-tason suhteen, ja näitten ta- 
sojen leikkaussuoraa, z-akselia, sanotaan senvuoksi pinnan 

akseliksi. Sitä vastoin ei pinta olekaan symmetrillinen 
vy-tason suhteen, sillä koska 2 ilmautuu yhtälössä yksiastei- 
sena, niin saapi se ainoastaan yhden arvon joka kerta kun 
% ja y saavat eri arvoparinsa. 

Yhtälössä II saattaa olla kaksi eri tapausta: 1:0) koef- 
ficienteillä L ja M on samat merkit tai 2:0) niillä on eri 
merkit. Kummassakin tapauksessa syntyy eri pintoja, joita 
nyt lähdemme erikseen tutkimaan. 

201. Elliptinen paraboloidi. — Olkoot ensin L 
ja M samanmerkkisiä, vieläpä positivisia kumpikin. Silloin 
saattaa pitää suuretta H myöskin positivisena, sillä jos se 
olisi negativinen, niin sijoittamalla 2 =— 2" saataisiin uusi 

yhtälö, jossa z-suureen koefficientti olisi positivinen.. Tämä 
sijoitus merkitsee, että 2z-akseli saa vastaisen suunnan, s. o. 

että ordinaata 2 luetaan alaspäin eikä enään ylöspäin niin- 
kuin ennen. Siitä näkee, ettei H-suureen merkki ollenkaan 
vaikuta pinnan muotoon; siitä riippuu vaan se seikka, onko 
pinta ylä- tahi alapuolella vy-tasoa. 

Jaettuna suureella H saapi yhtälö II muodon 

" O2.Y2"— 

(1) a ne 22, 

jossa p ja g ovat positivisia. Tasot x? ja y2 leikkaavat pin- 
taan kaksi parabolata 

(a) x? = 2pa, (B) y =q, 

joilla on yhteinen perä ja yhteinen akseli ja joiden puoli- 
parametrit ovat toisessa p ja toisessa q. Kuvassa nämä 
parabolat on merkitty kirjaimilla P ja 0.
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Tutkiaksemme xy-tason suuntaisia leikkauksia, annam- 
me z-suureelle jonkun vakinaisen arvon. Kun 2=0, niin 
supistuu leikkaus pisteeksi, ni- 

mittäin originiksi. Kun sitten 2 
saapi positivisia ja yhä isompia 
arvoja, niin tulee leikkaukseksi 
ellipsejä, yhä isompia ja isompia. 
Kun 2 saa negativisia arvoja, niin 

ovat leikkaukset aatteisia. Yhtälö 
(1) osoittaa siis kokonaista pintaa, 

joka, ollen kokonaan wy-pinnan 
yläpuolella, ulottuu äärettömiin. i 
Sen nimi on elliptinen paraboloidi. 

Jos pinta leikataan y2-tason suuntaisella tasolla, c—h, 

niin saadaan leikkaukseksi parabola 

Kuva 90. 

    

  

  

2 

y =); 

jonka parametri on 2q ja joka siis on yhteellinen saman- 
suuntaisen pääleikkauksen (0) kanssa. Sen akseli on myös 
z-akselin suuntainen ja sen perä on parabolalla P. Yhtälö (e) 

toteutuukin perän koordinaateilla, =, y=0, = 

Saattaa niin muodoin ajatella pinnan syntyneeksi siten, että 
parabola Q on kulkenut itsensä-suuntaisesti, muodostaen 

perällänsä parabolan P. 
Samoin ovat xz-tason suuntaiset leikkaukset parabolia, 

yhteellisiä pääleikkauksen (P) kanssa. Niin muodoin saattaa 
pintan ajatella P-parabolan muodostamaksi, kun tämä on 
kulkenut itsensä suuntaisesti niin, että sen perä on muodos- 

tanut parabolan Q. 

Siinä erikois-tapauksessa, että p = q, muuttuu yhtälö 

(1) seuraavaksi 
a? + y? = Awe. 

Silloin ovat kaikki zy-tason suuntaiset leikkaukset pyöriöitä ja 
pinnan sopii ajatella syntyneeksi parabolan pyörähdyksen kautta 
akselinsa ympäri. Se on silloin pyörähdys-paraboloidi.



——218—" 

202. Hyperbolinen paraboloidi. — Olkoot L ja 
M erinmerkkisiä. Yhtälölle II saattaa silloin antaa muodon 

to
 

2 
a — 

p 

Se edustaa pintaa, jossa koordinaati-tasojen suuntaiset leik- 
kaukset ovat osittain parabolia, osittain hyperbolia ja jota 
senvuoksi sanotaan hyperboliseksi paraboloidiksi. Saa- 
daksemme selvää käsitystä tästä pinnasta, tulee meidän lä- 

hemmin tutkia mainittuja leikkauksia. 
<
 

(2) Hpi 

R
 

Tasossa xz muodostaa pinta parabolan P, jonka para- 
metri on 2p ja jonka ak- 
seli on ylöspäin. Tasossa 
y2 muodostaa se parabo- 
lan Q, jonka parametri on 
29 ja jonka akseli on alas- 
päin. Leikkaukset, jotka 
ovat yz-tason suuntaisia, 

ovat parabolia, yhteellisiä 

(0-parabolan kanssa, peril- 

lään parabolalla P. Pintaa 
saattaa senvuoksi ajatella 

(-parabolan synnyttämäksi, kun tämä on kulkenut itsensä 
suuntaisesti, muodostaen perällään parabolan P. 

Kuva 91. 

  

  

Mitä taas xy-tason suuntaisiin leikkauksiin tulee, niin 
ovat ne hyperbolia, joiden akselit, ollen OX- ja OY-akselin 

suuntaisia, ovat toisiinsa kuin /p:/g ja kasvavat samassa 
kuin 2, toisin sanoen isonevat sitä myöten mitä kauempana 
ovat xy-tasosta. Kunkin semmoisen hyperbolan transver- 
saalinen akseli on samansuuntainen kuin OX tai OY, sen mu- 
kaan kuin 2 on positivinen tai negativinen, s. o. sen mukaan 

kuin leikkaus on xy-tason ylä- tai alapuolella. Itse xy-ta- 
sossa supistuu hyperbola kahdeksi suoraksi, jotka leikkaavat 
toisiansa ja joita edustaa yhtälö 

aisa yösi 
P g
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Sama yhtälö osoittaa myöskin kaikkien yllimainittujen hy- 
perbolain asymptooteja, joiden projektionit ay-tasolla niin muo- 
doin lankeavat yhteen mainittujen suorain kanssa. Jos siis 
kumpaisenkin suoran ja z-akselin kautta pannaan kaksi tasoa, 
niin sisältävät tietysti nämä tasot kaikkien poikkileikkausten 
asymptootit; tämän ominaisuuden tähden, josta vast'edes 
enemmän, sanotaan näitä tasoja pinnan johtotasoiksi. 

203. Kun toinen koetficienteistä L, M yhtälössä II 
on nolla, esim. M=0, niin on yhtälö muodoltaan 

Lx2=2Hz 

— ja osoittaa eylinderiä parabolisella asemalla, jota saat- 
taa pitää välimuotona elliptisen ja hyperbolisen paraboloidin 
välillä. 

Se tapaus, että H yhtälössä II on = 0, ei tule kysy- 
mykseen, koska pinta silloin kuuluu keskiöllisiin. 

204. Kaksi-asteisella yhtälöllä kolmessa suuntais-koordi- 
naatissa saattaa siis, sen mukaan mitä tähän saakka 

olemme nähneet, olla seuraavat geometrilliset eri merkitykset: 

I. Keskiölliset pinnat. 

Aatteinen pinta, 
Ellipsoidi, 

Yksivaippainen hjerta 
Kaksivaippainen hyperboloidi. 

Piste, 

Kooni, 

Elliptinen cylinderi, 
Suora, 

Hyperbolinen cylinderi, 

\ Kaksi tasoa. 

Pääpinnat: 

Sivulajit: 

II. Keskiöttömät pinnat. 

Elliptinen paraboloidi. 
Hyperbolinen paraboloidi. 

Sivulaji: j Parabolinen cylinderi. 

Pääpinnat:
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Viides Luku. 

Yleinen kaksiasteisten pintain teoria. 

Keskiö ja diametraalitaso. 

205. Edellisessä luvussa olemme tutkineet kaksi-as- 
teisen yhtälön eri merkityksiä, saatettuamme ensin yhtälöt 
yksinkertaisempaan muotoon koordinaatien muutoksella. Nyt 
lähdemme lähemmältä tutkimaan itse yleistä kaksi-asteista 
yhtälöä ja johdatamme siitä suorastaan ominaisuuksia, jotka 
ovat yhteisiä kaikille kaksi-asteisille pinnoille tahi muuta- 
mille ryhmille sellaisia pintoja. 

Kaksi-asteinen yhtälö, jossa x, y, 2 edelleen merkitsevät 

suorakulmaisia koordinaateja, on yleisessä muodossaan 

(1) Ax? + By? + Og? + 2A'yg + 2B'xe + 20'xy 
+2A"r+ 2B"y + 2C%2+ D=0. 

Merkitköön lyhyyden vuoksi U tämän yhtälön vasenta jä- 
sentä ja X, Y, Z, P seuraavia yksiasteisia funktioneja:”) 

G + C'y + B'z +A", 

  

(2) Y=C'«e + By +A’e¢ +B", 

Z = Bx +4'y +Cz +C", 

N P= 424 B"y+C"'2+D. 

Silloin on identtisesti 

(3) U = Xx+ Yy + Z2 + P, 

niinkuin helposti huomaa, jos funktionit X, Y, X, P sijoi- 
tetaan yhtälöön (1). 

Jos %-, y-, 2-suureiden sijaan on pantava jonkun eri- 
tyisen pisteen koordinaatit, merkityt indiceillä 0 tai 1, niin 

) Ken vähänkin tuntee korkeampaa analysia, näkee oitis, että 

2X, 2Y, 2Z ovat U:n osittaisia derivaateja x-, y-, 2-suureiden suh- 

teen. Jos yhtälössä (1), saadaksemme sitä homogeniseksi, kerrotaan 

yksiasteiset terminit otaksutulla pituus-yksiköllä, joka merkittäköön p, 

ja vakinainen termini suureella p?, niin on 2P myöskin oleva U:n osit- 

tainen derivaati p-suureen suhteen, kun nimittäin differentioimisen 

älkeen jälleen. pannaan p =1,.
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merkitään se siten, että sama indici liitetään kirjaimiin U, 

X, Y, Z, P. Niinpä merkitsee U, sitä arvoa, jonka funk- 
tioni U ottaa pisteessä (x,, y,, 2,), se on kun x, y, 2 on 
sijoitettu suureilla %,, Y,, 2; samalla tapaa X, merkitsee 

X-funktionin arvoa pisteessä (x, ,, 2,), j. n. €. 

Funktioneilla X, Y, Z, P on tärkeä merkitys kaksi- 
asteisten pintain teoriassa, niinkuin kohta huomaamme. 

206. Kaksiasteisen pinnan ja suoran leikkaus- 
pisteet. — Suoraa, joka kulkee pisteen x,, y,, 2, kautta ja 

jonka suuntacosinit ovat 7, m, n, sopii merkitä yhtälöillä 

7 =%,+0l, 

(4) y =y,+ om, 
2 =4,+0en, 

jossa o merkitsee välimatkaa kiinteästä pisteestä (%,, Y,, 2) 
vaihtuvaan pisteesen (x, y, 2). Sen ohella on tämä väli- 
matka pidettävä positivisena yhtäänne päin ja negativisena 

toisaanne päin pisteestä (x,, y,, 2,). Saadaksemme nyt tie- 
tää, missä pisteissä suora kohtaa kaksiasteista pintaa, si- 

joitetaan x, y, 2 yhtälössä (1) lausekkeilla (4). Silloin saamme. 
yhtälön, jossa on ainoastaan tuntematon o ja joka järjestet- 
tynä e-suureen suhteen on muodoltaan seuraava 

(AP + Bm? + Cn? + 2A’mn + 2B'ln + 2C'ln) o? 

+2(X1+ Ym + Zn)o+ U,=09. 

Tästä yhtälöstä saa o kaksi arvoa, ja kun ne sijoitetaan yh- 
tälöihin (4), niin saadaan suureille x, y, z omat arvoparinsa. 

Suora leikkaa niin muodoin kaksi-asteista pintaa yleensä kah- 
dessa pisteessä, jotka kumminkin erikoistapauksissa saattavat 

yhtyä tai olla aatteisia. 

Juuret yhtälölle (5) merkitsevät välimatkoja pisteestä 
(%,, Y,, 2,) niihin pisteisin, joissa suora leikkaa pintaa. Jos 
U, katoaa, niin yhtenä juurena on nolla, ja tämä tietää, että 
piste (x, Y,, 2,) on itse pinnalla. Ja sehän onkin luonnol- 

lista, koska yhtälö U,=0 edellyttää, että koordinaatit x,, y., 

2, toteuttavat yhtälön U=0, se on pinnan yhtälön (1). 

(5)
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207. Keskiö mille pinnalle hyvänsä on ylehensä piste, 
jossa kaikki pinnan jänteet jakauvat kahtia. Tutkittakoon 
nyt, onko keskiötä pinnalla, jota yhtälö (1) edustaa. 

Jos semmoinen piste on olemassa ja %,, y,, 2, merkit- 
sevät sen koordinaateja sekä yhtälöt (4) edustavat sen kautta 
vedettyä suoraa, niin on tietysti suureella o niissä pisteissä 
joissa suora kohtaa pintaa, yhtäsuuret mutta vastaismerkkiset 
arvot, s. o. summa yhtälön (5) juurista on nolla, ja tämä 

taas vaatii, että toisen terminin koefficientti on nolla, että 
niin muodoin X+ Ym + Zyn = 0. Näin on asian laita 
aina, olkoon suoralla mikä suunta tahansa, se on olkoot 
I, m, n minkä-arvoisia hyvänsä, kunhan vaan täyttävät ehdon 
P+ m?+n?=1. Mutta X/+ Ym-+ Zn ei saata olla nolla 

kaikissa !-, m-, n-Suureiden arvoissa, esim. kun /= 1, 7 = 0, 

n =0 tähitkun 0—0 LORD kunili=i0, 77 — O, 
n = 1, jollei suureet X,, Y,, Z, kukin kohdastansa ole =0. 
Jos siis piste koordinaateilla x,, y,, 2, on keskiönä pinnalle 
(1), niin täytyy mainittujen koordinaatien täyttää ehdot X,=0, 
Y =0,.2,=0.. Ja päinvastoin piste (x, y,, 2) on ama 
pinnan keskiönä, kun vaan mainitut ehdot on täytetty, sillä 
silloinhan saapi o yhtälöstä (5) kaksi yhtäsuurta ja vastais- 

merkkistä arvoa, olkoon suoralla mikä suunta hyvänsä. 

Keskiön koordinaatien määräämiseksi on siis kolme yh- 

tälöä X,=0, Y,=0, 2,=0 elikkä, heittämällä pois indici ,, 
X=0, Y=0, 2-0 5.0 taydellisesti 

Ax + C'y+ Bz+A" =0, 
(6) C'n + Py +4'2+B"=0, 

B'a + Aly + Cz + 0" =0. 

Ratkaistuamme nämä yhtälöt, saamme z-, y-, z-suureiden 

arvot yhden-nimisten murtolukujen muodossa: 

A B Cay 
tear NJ N   

jossa 

(7) 4=ABCH-2A'B'C'—AA?— BB? CC. 

Mitkä yleiset lausekkeet osoittajilla A,, B 079 
C, ovat, ei mei-
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dän tarvitse tuntea, kosk'emme vastedes tulee niitä käyt- 

tämään. 
Kun vaan Z ei ole nolla, ovat mainitut x-, y-, 2-suu- 

reiden arvot äärellisiä ja määrättyjä, ja pinnalla on silloin yksi 
ainoa keskiö. Jos taas nimittäjä Z on nolla, ilman että kaikki 
kolme osoittajaa yht'aikaa katoovat, on ainakin yksi koordi- 
naateista 2, y, 2 ääretön, ja se merkitsee, ettei pinnalla sil- 

loin olekaan keskiötä. Mutta kun osoittajat A,, B,, €, ja 
nimittäjä 4 kaikki ovat nollia, niin saadaan %-, y-, 2-suu- 

reiden arvot epämääräisessä muodossa n yhtälöillä (6) on 

silloin äärettömän monta juurta ja silloin on EN pinnal- 
lakin äärettömän monta keskiötä. 

208. Asia käy selvemmäksi seuraavan geometrillisen 
selityksen kautta. Yhtälöt (6) edustavat kukin kohdastansa 
tasoa, ja nämä kolme tasoa leikkaavat toisiansa yhdessä pis- 

teessä, joka on pinnan keskiö. Mutta jos tasojen kolme 
leikkaussuoraa ovat yhdensuuntaisia, niin ei niillä luonnolli- 
sesti ole yhtäkään yhteistä leikkauspistettä ja silloin puuttuu 
pinnaltakin keskiö. Jos taas kaikki kolme tasoa leikkaavat 
toisiansa yhtä suoraa myöten, jolloin yhden yhtälöistä (6) 
saattaa johdattaa toisista kahdesta (169 8) ja jolloin nämä 
yhtälöt todestaan sisältävät ainoastaan kaksi eri ehtoa, niin 
on pinnalla äärettömän monta keskiötä, nimittäin jok'ainoa 
piste sillä suoralla, jota myöten puheenalaiset kolme tasoa 
leikkaavat toisiansa. Pinta ei silloin saata olla muu kuin 
cylinderi joko elliptisellä tahi hyperbolisella asemalla. Jos 
vihdoin kaikki kolme yhtälöä (6) supistuvat yhdeksi ainoaksi, 

edustaen niin muodoin yhtä tasoa, niin ovat kaikki tämän 
tason pisteet keskiöitä kaksi-asteiselle pinnalle, joka silloin 

ei saata olla muu kuin pari yhdensuuntaisia tasoja. 

Tämän johdosta saattaisi kaksi-asteiset pinnat jakaa 
kolmeen luokkaan: 1:0) yksi-keskiöiset pinnat, 2:0 keskiöttö- 
mät pinnat, 3:0) cylinderipinnat äärettömän monella keskiöllä, 

jotka ovat joko centraali-akselilla tahi centraali-tas olla. 
Mutta koska näiden cylinderien yhtälöt sisältyvät jo yleisessä
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ensimmäisen luokan pintain yhtälössä, niin ei.tarvitsekaan osoit- 
taa kuin kaksi pääluokkaa, nimittäin keskiölliset pinnat ja 
keskiöttömät pinnat, niinkuin edellisessä luvussa on tehtykin. 

209. Keskiösäteet. — Jos yhtälössä (5) x,, Y, 2, 
pannaan merkitsemään keskiön koordinaateja, niin o-suureen 

koefficientti. katoaa, koska silloin X,=0, Y,=0, 27,=0. 
Vakinainen termini U, joka, niinkuin (3) osoittaa, on yhtä 
kuin X,x, + Yy, + Z2,+ P,, supistuu seuraavaksi 

P, = A’x, + B"'y,+ C'2,+ D. 

Merkitköön lyhyyden vuoksi 

2 = Al? + Bm? + Cn? + 24'mn +2B'Mm +2C'lm, 

silloin saa yhtälö (5) seuraavan muodon 

(8) 29’ + P,=0. 

Tämä kaava määrää kuinka pitkä on keskiösäde o annetussa 
suunnassa 1, m, m. P on tässä se arvo, jonka funktioni 

P= 4'2+B"y+C"'z4+D saa, kun x, y, 2 siinä sijoitetaan 
keskiön koordinaateilla; se on siis vakinainen suure, riip- 

puva ainoastaan koefficienteistä alkuperäisessä yhtälössä (1), 

jota vastoin koefficientti $£ ylehensä vaihtelee säteen suun- 

nan mukaan. 

210. Diametraali-taso. — Ajateltakoon kaksiastei- 
sessa pinnassa vedetyksi jakso yhdensuuntaisia jänteitä. Kaik- 
kien näitten jänteiden keskiöt ovat eräällä toisella pinnalla, 
jonka laatua ja asemaa nyt lähdemme tutkimaan. 

Merkitkööt yhtälöt (4) yhtä näistä jänteistä ja olkoot 
%,, 4, 2, koordinaateja jänteen keskukselle. Yhtälöllä (5), 
jossa o merkitsee välimatkaa pisteestä (x,, y,, 2,) jompaan- 

kumpaan jänteen päähän, täytyy silloin olla kaksi yhtäsuurta 
ja vastaismerkkistä juurta, joiden summa on nolla; tämä 
taas vaatii, että o-suureen koefficientti on nolla. Jänteen 
keskuksen koordinaateilla on siis yhtälö X,/+ Ym+7Zn=0; 
ja koska sama yhtälö edustaa keskusta jok'ainoassa jän- 

teessä, jonka suuntacosinit ovat 7, m, n, niin edustaa se
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niin muodoin uraa yhdensuuntaisten jänteiden keskiöille. Jät- 
tämällä pois indicin,, saattaa tämän yhtälön kirjoittaa 

(9) XI + Ym-- Zn = 0, 
elikkä, kun X, Y, % sijoitetaan merkitsemillänsä funktio- 
neilla (2) ja teentö järjestetään w-, y-, 2-suureiden suhteen, 

10 (Al+ C'm-+ B'n)a+(Cl+Bm-+A'n)y+(BI+ A'm-+ Cn)z 
(10) + AMT+ B’'m+ C'n=0. 

Semmoinen yhtälö on pinnalla, joka jakaa kahtia (1, m, m)- 
suuntaiset jänteet. Koska se on yksiasteinen, niin päätämme, 

että se pinta, joka jakaa kahtia ryhmän yhdensuun- 
taisia jänteitä kaksiasteisessa pinnassa, on taso. 
Kutakin semmoista tasoa sanotaan diametraali-tasoksi. 

Suora ja taso ovat liittolaisia, jos taso on sen dia- 
metraali-tason suuntainen, joka jakaa kahtia suoran suun- 

taiset jänteet. 
Kun jänteet ovat z-akselin suuntaisia, on /= 1, m = 0, 

n = 0, ja diametraali-tason yhtälöksi jää X=0. Samoin 
edustavat Y=0 ja Z=0 diametraali-tasoja y- ja z-akselin 
suuntaisille jänteille. 

211. Diametraali-tason yhtälö (9) toteutuu, olkoon jän- 
teillä mikä suunta hyvänsä, niillä %-, y-, 2-suureiden ar- 

voilla; jotka yht'aikaa tekevät X=0, Y=0, Z2=0, niin 

muodoin pinnan keskiön koordinaateilla. Kukin diame- ` 

traali-taso kulkee siis keskiön kautta, jos semmoista 
on olemassa. Kun pinnalla on äärettömän monta keskiötä, 
niin kulkee diametraali-taso sen centraali-akselin kautta tahi 

yhtyy siihen centraali-tasoon, jossa kaikki keskiöt ovat. 

Jos ei yhtälöllä ole keskiötä, niin tasot, joita edus- 
tavat yhtälöt X=0, Y=0, Z=0, joko ovat yhdensuun- 
taisia tahi on kahden tason leikkaussuora kolmannen tason 
suuntainen. Edellisessä tapauksessa ovat z-, y-, 2-suureiden 

koefficientit suhteellisia keskenänsä mainituissa kolmessa 
yhtälössä X=0, Y=0, Z2=0 ja niin muodoin myöskin 

yhtälössä X/+ Ym -t Zn = 0, joka siis edustaa tasoa, 
samansuuntaista kuin mainitut kolme tasoa. Jos taas jäl- 

15
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leikkaavat toisiansa L-suoraa myöten, joka on samansuun- 

tainen kuin taso Z=0, niin yhtälö X/+ Ym=0o osoittaa 
mainitun suoran kautta kulkevaa tasoa, joka niin muodoin 
leikkaa tason Z=0 erästä L-suoran suuntaista M-suoraa 
myöten; yhtälö X/ + Ym+2n=0 osoittaa taas toista tasoa, 
joka kulkee tasojen X/+ Ym=0 ja Z2=0 leikkaussuoran 
(M) kautta ja on niin muodoin L-suoran suuntainen. Tästä 
seuraa, että keskiöttömän pinnan kaikki diametraali- 
tasot ovat joko yhdensuuntaisia tai saman suoran 
suuntaisia. 

212. Kullakin ryhmällä yhdensuuntaisia jänteitä, olkoon 
niiden yhteinen suunta (/, m, n) mikä tahansa, on yleensä 
diametraali-taso, jota edustaa yhtälö (9) eli (10). Yhdessä 

ainoassa tapauksessa on taso olemattomissa tahi siirtyy ää- 
rettömiin, nimittäin silloin kuin z-, y- 2-suureiden koeffici- 
entit yhtälössä (10) yht'aikaa ovat = 0, s. o. silloin kuin 

Al + C'm+ B'n = 0, 
(11) Cl+ Bm + A'n = 0, 

Bi+ A'm + Cn =0, 

vakinaisen terminin 4”/-+ B’m-+ C"n kumminkaan samalla 
olematta nolla. Vasen jäsen yhtälössä (10) eli (9), s. o. 
summa X/+ Ym+ Zn, supistuu silloin mainituksi vakinai- 
seksi terminiksi ja silloin tietysti ei löydy mitään x-, y-, 2- 
suureiden arvoja, jotka yht'aikaa tekisivät X=0, Y=0o, 
Z=0, niin muodoin ei pinnallakaan ole keskiötä. Yhtälöt 
(11) taasen lausuvat, että jänteet ovat samansuuntaisia kuin 

kukin tasoista X=0, Y=0, 7=0. Diametraali-taso puut- 
tuu siis ainoastaan keskiöttömiltä pinnoilta ja silloinkin ai- 
noastaan niiltä jänteiltä, jotka sopii ajatella vedetyiksi ääret- 
tömän kaukaista keskiötä kohti. 

213. Jänteiden ja diametraali-tason suunnilla on huo- 
mattava vastavuoroisuus. Olkoot jänteet esim. z-akselin 
suuntaisia; silloin on diametraali-tason yhtälönä X = 0, se on: 

Ax + O'y + B'z + A" = 0.
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Jos l, m, n ovat suuntacosineja toiselle jänneryhmälle, joka 
on viimeksi-mainitun tason suuntainen, niin on 

Al+C'm-i-B'n=0; 

vastaavan diametraali-tason yhtälössä (10) katoaa x-suureen 

koefficientti, josta seuraa, että diametraali-taso on x-akselin 
suuntainen. Koska nyt z-akselin suunta saattaa olla mikä 
hyvänsä, muuttamatta pinnan kaksi-asteisuutta, niin seuraa 

tästä yleinen väite: 

Jos suora on samansuuntainen kuin toisen 

suoran liittolais-taso, niin on päinvastoin jälkim- 
mäinen suora samansuuntainen kuin edellisen liit- 

tolais-taso. 

214. Diametrit. — Kahden diametraali-tason leik- 
kaussuora on diametri. Kukin diametri kulkee keskiön 
kautta, jos semmoista on olemassa; jos taas keskiötä ei ole, 
niin ovat kaikki diametrit joko saman suoran tahi saman 
tason suuntaisia. 

Diametri, joka kulkee annetun pisteen (z,, y,, 2,) kautta, 
määrätään seuraavalla tavalla. Yhtälöt X=0, Y=0,7=0 
edustavat niinkuin tiedetään %-, y-, z-akselien liittolais-dia- 

metraali-tasoja. Yhtälö X+4-kY=0, jossa & on mielinmäärin 

otettu tekijä, edustaa yleensä tasoa, joka kulkee kahden en- 
simmäisen tason leikkaussuoran kautta; kulkeepa annetun 
pisteenkin kautta, jos samalla on X, KI = 0: Kink on 
eliminoitu, niin saadaan 

NN Hi 
Koi] 

yhtälöksi diametraali-tasolle, joka kulkee tasojen X = 0, 
Y= 0 leikkaussuoran ja sitä paitsi pisteen (x,, y,, 2,) kautta. 

Yhtälönä diametraali-tasolla, joka kulkee saman pisteen sekä 
tasojen Y=0, Z=0 leikkaussuoran kautta, on samoin 

YZ 

hangs 
Haettu diametri on edellämainittujen kahden diametraali-
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tason leikkaussuora: sen yhtälöt saattaa niin muodoin lausua 

symmetrillisellä kaavalla: 

Nii AF SV 
09) mA o o o 

joka siis edustaa pisteen (x,, y,, 2.) kautta kulkevaa diame- 

traali-tasoa. 

215. Kun kolme diametria ovat senlaatuiset, että se 
taso, joka sisältää kaksi niistä, jakaa kahtia kolmannen 
suuntaiset jänteet, niin sanotaan niitä liittolais-diame- 
treiksi. Keskiöttömillä pinnoilla tietysti ei voi ollakaan 
liittolais-diametreja, jonka vuoksi tässä kysymys onkin ai- 

noastaan keskiöllisistä pinnoista. 

Kullakin diametrilla D on yleensä liittolais-diametraali- 
taso, joka jakaa kahtia D:n suuntaiset jänteet. Jos nyt tällä 
tasolla otetaan mielin määrin uusi diametri D', niin kulkee 

sen liittolais-diametraali-taso ensinmainitun diametrin kautta 
(213 §). Nämä kaksi diametraali-tasoa leikkaavat toisiansa 
pitkin kolmatta diametria D", jonka liittolais-diametraali- 
tasolla ovat sekä D että D'. Nämä kolme suoraa D, D', D" 

ovat niin muodoin liittolais-diametreja. 

Jos pinta leikataan sillä tasolla, joka sisältää kaksi 
näistä diametreista, esim. D ja D', ja leikkauksessa vedetään 

D:n suuntaisia jänteitä, niin jakaa D' nämä jänteet kahtia, 
koska se taso, joka sisältää diametrit D' ja D", jakaa kah- 
tia kaikki D:n suuntaiset pinnan jänteet. Samoin jakaa sa- 
massa leikkauksessa D-suora D':n suuntaiset jänteet. Niin 
muodoin ovat D ja D' puheenalaisen leikkauksen liittolais- 

diametreja. 

Kaksi-asteisella keskiöllisellä pinnalla on siis ääret- 
tömän monta ryhmää liittolais-diametreja. Saadaksemme yh- 
den semmoisen ryhmän, sopii ottaa yksi diametri mielin- 
määrin, toiset kaksi tulee ottaa vastaavalla diametraali-ta- 

solla; näiden täytyy olla liittolais-diametreja leikkauksella, 
joka saadaan, kun pinta leikataan mainitulla tasolla.
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216. Yhdensuuntaiset leikkaukset. — Ennen 
jo on sanottu, että kaksi-asteisen pinnan ja tason leikkauk- 
sena on yleensä koonillinen leikkaus. Lähdemme nyt lä- 
hemmin tutkimaan yhdensuuntaisia tasoleikkauksia. 

Ajateltakoon kaikissa tasoleikkauksissa vedetyiksi yh- 
densuuntaisia jänteitä; kaikkia näitä jänteitä jakaa kahtia 
sama diametraali-taso, joka niin muodoin sisältää kussakin 
eri leikkauksessa olevain jänteiden diametrin. Diametrit eri 
leikkauksissa ovat siis yhdensuuntaiset. Niiden liittolais- 
diametrit ovat niin-ikään yhdensuuntaisia keskenään, ollen 
eräällä toisella diametraali-tasolla. Nämä kaksi diametraali- 
tasoa leikkaavat toisiansa suoraa myöten, joka on urana 
tasoleikkausten keskiöille. Tämä suora on samalla myöskin 
diametri, jonka liittolais-taso on puheenalaisten tasoleik- 
kausten suuntainen. 

Tästä jo seuraa, että yhdensuuntaisten leikkausten kes- 

kiöt ovat samalla suoralla, ja että kullakin parilla liitto- 
lais-diametreja yhdessä leikkauksessa on vastaava pari yh- 
densuuntaisia liittolais-diametreja jokaisessa mussa. Koska 

tämä on sanottava niistäkin liittolais-diametreista, jotka ovat 
kohtisuoria toisillensa, niin ovat kaikkien eri leikkausten 
akselit samansuuntaisia. 

Olkoon ensiksi yksi leikkauksista ellipsi. Pantakoon 
joku diametri, joka ensin oli yhdessä toisen tai toisen akse- 
lin kanssa, kääntymään jonnekin päin; silloin kääntyy sen 
liittolais-diametrikin samaan puoleen. Diametrit, oltuaan 

ensin kohtisuoria toisillensa, rupeavat nyt tekemään yhä 
suurempia ja suurempia kulmia välillensä, kunnes kulma saa 
maksimi-arvonsa silloin kuin diametrit yhtyvät akseleille teh- 
dyn suorakulmion diagonaaleihin. Sama on liittolais-dia- 
metrien laita kaikissa muissakin yhdensuuntaisissa leikkauk- 
sissa: ne kääntyvät samaan puoleen ja niiden välinen kulma 

on maksimi-arvossaan silloin kuin ne ovat ensin-mainitun 
ellipsin yhtäsuurten liittolais-diametrien suuntaisia. Tämä 
liittolais-diametrien ominaisuus ilmoittaa leikkausten olevan 
ellipsejä, joissa ei ainoastaan akselit, vaan akseleille tehty-
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jen suorakulmioiden diagonaalitkin ovat yhdensuuntaisia ja 
joiden akselit niin muodoin ovat suhteellisia. 

Olkoon toiseksi yksi leikkauksista hyperbola. Sen liit- 
tolais-diametreilla on se ominaisuus, että niiden ensin oltua 

yhdessä akselien kanssa ja toisen ruvetessa kääntymään 
jonnekin päin, lähtee toinen kääntymään vastaiseen puoleen, 
kunnes ne vihdoin kohtaavat toisensa ja yhtyvät toiseen tai 
toiseen asymptootiin. Koska nyt asianlaidan täytyy olla sa- 
man muidenkin leikkausten liittolais-diametreilla, niin ovat 

nekin siis hyperbolia, joissa ei ainoastaan akselit, vaan 

asymptootitkin ovat yhdensuuntaisia ja akselit niin muodoin 
suhteellisia. " 

Jos yksi leikkauksista on parabola, niin ovat kaikki 
diametrit yhdensuuntaisia; muissakin leikkauksissa ovat sil- 
loin diametrit yhdensuuntaisia ja leikkaukset niin muodoin 
parabolia, joiden akselit ovat yhdensuuntaisia ja muodos- 
tavat diametraali-tason. 

Täten on nyt saatu seuraava väite: 

Kaksi-asteisen pinnan leikkaukset yhdensuun- 
taisilla tasoilla ovat yhdenmuotoisia koonillisia 
leikkauksia, joiden akseleilla on sama suunta ja joi- 
den keskiöt ovat leikkaus-tasojen liittolais-diame- 
trilla. 

Yhdenmuotoisilla koonillisilla sektioneilla tarkoitetaan 
tässä semmoisia, jotka ovat samaa laatua ja joiden akselit 
ovat suhteellisia. Tämän määrityksen mukaan ovat kaikki 
parabolat yhdenmuotoisia, koska niitä saattaa pitää ellip- 
seinä, joissa vähä-akselin suhde iso-akseliin on =0>). 

+) Jos nimittäin ellipsin excentrisyyden lausekkeessa 
  

2 
e= TON 

a? 

tehdään b:a=0, niin on e=1, s. o. ellipsi muuttuu parabolaksi.
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Kuudes Luku. 

Yleisen teorian jatkoa, 

Pää-diametraali-taso. 

217. Diametraali-taso, ollessaan kohtisuora kahtia- 
jakamillensa jänteille, on nimeltään pää-diametraali- 

taso ja vastaavat jänteet pääjänteitä. Näitten suunta 
ei saatakaan enää olla mikä hyvänsä, koska yhdensuuntais- 
ten jänteiden ja niiden diametraali-tason välinen kulma 
yleensä riippuu jänteiden suunta-cosineista. Lähdemme nyt 
tarkemmin tutkimaan, minkä ehdon alaisia nämä suunta- 

cosinit ovat, kun mainittu kulma on suora. 
Jos 1, m, n ovat suunta-cosineja ryhmälle pääjänteitä, 

jotka niin muodoin ovat samansuuntaisia kuin normaali dia- 
metraali-tasolle, jonka yhtälönä on (10) (210 8), niin ovat 
I, m, n myöskin normaalin suunta-cosinit, ja nämä taas ovat 
(160 $) toisiinsa samassa suhteessa kuin 2-,.y-, 2-suureiden 
koefficientit mainitussa yhtälössä. Niin muodoin on 

a) Al+ C'm+B'n Cl+-Bm+4'n B'l+ A'm+ Cn 
l a m IB n ' 

"jäUÄjSLKIIäIIäSSinFbttiiööinyninäyniniööni32+;"2+"2=1, 
saadaan arvot suureille 7, m, n. 

Saadaksemme nämä yhtälöt helpommin ratkaistuiksi, 
otetaan avuksi eräs, vielä tuntematon, suure s, joka mer- 

kitsee kunkin murtoluvun (1) arvoa. Kaavain (1) sijaan saa- 

daan täten 

Al+ C'm+t+B'n=sl, 

(2) Cl+ Bm+A'n=sm, 
lpia. A'm + Cn= sn, 

elikkä, kun kaikki terminit viedään vasempaan jäseneen, 

(A—s)l+ C'm+B'n=0o, 

(3) Cl+ (B—s)m+A'n=0, 

B+ A'm + (C—s)n=0.
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Huomattava on, etteivät suureet 7, m, n saata yht'aikaa 

kadota, koska niiden neliöiden summa on=1. Jos esim. n 

ei ole nolla, niin, jaettuamme edelliset yhtälöt n-suureella, 

näemme, että näissä, paitsi s-suuretta, on ainoastaan kaksi 

tuntematonta, nimittäin suhteet hyi joitten määräämiseksi 

ei tarvita muuta kuin kaksi yhtälöä, jos vaan s on tunnettu; 
täydelliset arvot suureille 7, m, n saadaan sitten yhtälöstä 

P+m?+n?=1. Kun s on annettu, niin sisältävät yhtälöt 
(3) siis liiallisen määräyksen, ja meidän tulee siis saada sem- 
moinen arvo suureelle s, ettei mainituissa yhtälöissä ole mi- 

tään ristiriitaisuutta. 
Tätä varten tulee mainituista yhtälöistä eliminoida 7, 

m, n (elikkä suhteet x m s-suureen määräämiseksi saa- 

daan silloin seuraava loppu-yhtälö: 

(4) (s— 4) (s— B) (s— €) 
— 4'2(s — A) — B'Xs— B)— C'2(s— Cy — 24' B'C'=-0> 

joka, kehitettynä s-suureen arvokertain mukaan, on sama 

kuin 
(5) s3— (A+ B+ (0)s? 

+(4B+ A0+BC—42—B2—09s—4—=0, 

jossa 4-suureella on sama arvo kuin 207 $:ssä. 
Koska jokaisella yhtälöllä, jonka asteluku on epätasai- 

nen, on vähintäkin yksi todellinen juuri, niin saa s-suure 
ainakin yhden todellisen arvon, joka toteuttaa yhtälön (5) 
ja niin muodoin sovittaa yhtälöt (3). Meillä on siis oi- 
keus päättää, että kullakin kaksiasteisella yhtälöllä on aina- 
kin yksi ryhmä pääjänteitä. Löytyykö muitakin, sen saamme 
tietää, lähemmin tutkittuamme kuutioyhtälöä (5). 

218. Saadaksemme tätä yhtälöä tarkastuksellemme so- 
pivampaan muotoon, palaamme jälleen yhtälöihin (3) ja eli- 
minoimme suureet 7, m, n toisella tavalla "). Jos ensimmäi- 
    

) Noudatamme tässä paraasta päästä Jacob'in menettelyta- 

paa. Häntä ennen oli Cauchy antanut toisellaisen todistuksen kol- 
men juuren todellisuudesta.
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nen yhtälö jaetaan suureella B'C' ja senjälkeen lisätään a 

kumpaankin jäseneen, niin saadaan 

l Ay BC 
meu wore go At a 

Samalla lailla muodostetaan toiset kaksi yhtälöä. Pantuamme 
lyhyyden vuoksi 

  

  

B Gl SA 20 90 AB 

a== A— A’ ae 0=B— p C=). C 2 

saamme yhtälöt (3) seuraavaan muotoon: 

12100) 
ma kan BC 7 

__m(s—b) 
(6) a tate 33 JA! CA at 

n(s—0) 
Sitiä pil pee RR ” 

Jaetaan nyt ensimmäinen yhtälö suureella A'?(s— a), toinen 
suureella B?(s— b), kolmas suureella C'2(s—c) ja laske- 
taan sitten yhtälöt yhteen; siten saadaan 

ik 1 i 1 

SABS a) ti B?(s— Dy C2(s—e ABO” 

joka, kerrottuna suureella i —a)(s—b)(s—e), antaa 

(7) € p 
ABC A? B? - 0? 

219. Kuutioyhtälön tutkimus. — Otetaan ensin 
tarkastettavaksi se tapaus, jolloin ei yksikään koefficienteistä 
A’, B’, C’ ole nolla. Silloin ovat suureet a, 0, c äärellisiä ja 
määrätyitä ja muoto (7) siis sopiva käytettäväksi. 

I. Olkoot a, O, ¢ erisuuria, nimittäin 00505505; JOS 
nyt yhtälössä (7) pannaan s kasvamaan äärettömiin, niin se 
termini, jossa s on korkeimmassa arvokerrassa ja joka ker- 
tomisen jälkeen huomataan olevan s3:4'B'C', on vihdoin 
oleva suurempi kuin muitten terminien summa; vasen jäsen 
saa siis saman merkin kuin se. Hypoteesi s= antaa niin
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muodoin vasemmalle jäsenelle merkiksi joko + tahi —, sitä 
myöten kuin tulo A'B'C' on positivinen tahi negativinen. 
Hypotesilla s =— % saadaan samoissa tapauksissa vastaiset 

merkit — tahi +. Kun s=a, niin vasen jäsen tulee seu- 

raavaksi : 
(a—b)(a—c) 

Pines ae 
ja tämä on negativinen, koska a otaksuttiin isommaksi kuin 

b ja c. Kun s=0, niin saadaan positivinen lauseke; kun 

s=0c, saadaan jälleen negativinen. Näemme siis, että jos 

s-suureen sijaan peräkkäin pannaan 

Hig A 0, 16), +O, 

niin vasen jäsen yhtälössä (7) saa seuraavat merkit: 

a B ci KI + 

Tästä päätämme, että yhtälön kaikki kolme juurta ovat to- 
dellisia, kuin myös, että yksi juuri on a- ja 6-suureiden, 
toinen b- ja c-suureiden välillä ja kolmas isompi kuin « tahi 
vähempi kuin c, sitä myöten kuin tulo 4'B'C' on positivi- 

nen tahi negativinen. 

Yhtälöllä (7) on siis tässä tapauksessa kolme todellista 
ja erisuurta juurta. Kukin juuri määrää eri suunnan jän- 
teille. Kaavoista (6) saadaan nimittäin 

(8) A'(s—a)l= B'(s—b)m= C(s—e)n, 

josta nähdään, että 7, m, n ovat suhteellisia suureille 

1 1 1 

A(s—a) BCED C(s—-0 

jotka ovat äärellisiä ja arvoillensa määrättyjä, kun ei yksi- 

kään nimittäjistä ole nolla. 

  

II. Kun a=b, niin s—a on yhteisenä tekijänä kai-. 
killa termineillä yhtälössä (7); yksi juuri on silloin =a. 

Jaettuamme suureella s— a, saamme kaksiasteisen yhtälön 

(s DISE ONISE oleate Ne 

ABO Av Tia enn    
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Kun tässä s-suureen sijaan pannaan peräkkäin + 0, a, ¢, 
— &, niin saa vasen jäsen merkit +, —, +, +, josta nä- 
kyy, että yksi juuri on a- ja c-suureiden välillä, toinen nii- 
den ulkopuolella. «Kuutioyhtälöllä on siis nytkin kolme to- 
dellista ja erisuurta juurta. 

Kaavoista (8) saadaan nytkin määrätty suunta kum- 
mallekin niistä juurista, jotka eivät ole=a. Kolmas juuri 
s=a=0 pakottaa oikeat jäsenet kahdessa ensimmäisessä 
kaavassa (6) katoamaan ja kolmas antaa sen vuoksi n =0. 
Mainitut kolme kaavaa supistuvat täten näiksi kahdeksi: 

Bs vm 
n=0, Tt B=: 

jotka myös määräävät yhden, xy-tason suuuntaisen, suunnan. 
III. Jos vihdoin a = b = ¢, niin saattaa yhtälöä (7) jakaa 

suureella (s — a)?; silloin on kaksi juurta= a. Kolmas juuri 
on isompi tai vähempi kuin a, sitä myöten kuin tulo 'B'C' 
on positivinen tahi negativinen. Tämä yksinäinen juuri mää- 

rää yhden ainoan suunnan, jolle saadaan kaavoista (8) seu- 
raava kaava: 

Al=B'm=C"n. 

Kaksois-juuri s=a=0b=c supistaa kolme yhtälöä (6) yh- 
deksi ainoaksi 

l mMin k 
$d? Bot oloni 

ja suureet 7, m, n saavat äärettömän monta arvoa. Pää- 

jänteillä saattaa [silloin” olla jokainen suunta, mikä vaan 
on samansuuntainen kuin taso 

ORT MI SETS Ch 
att. 

220. Tarkastettavana on vielä se tapaus, jolloin yksi 
tai useampi koefficienteistä A’, B', C' on nolla. Yhtälöä muo- 

` dossa (7) ei silloin saata käyttää, mutta sen sijaan on muoto 
(4) sopiva. 

I. Kun yksi koefficienteistä, esim. C’, on nolla, niin 
yhtälö (4) supistuu seuraavaksi:
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(F—;4)(F–B)(F–0)—;4'2(F–——4)––3'2(F—–B)=0. 

Jos A>B ja s-suureen sijaan pannaan + 0, A, B,—o, 

niin vasen jäsen saa merkit +, —, +, —; yhtälön kolme 
juurta ovat niin muodoin todelliset ja erisuuret. Kah- 
desta ensimmäisestä kaavasta (3) saadaan silloin 

(A—s)l+Bn=0, (B—s)m+An=0, 

ja kukin juuri määrää yhden suunnan. 

Sama on asianlaita, kun A= B, sillä eroituksella vaan, 

että silloin on yksi juuri = A ja että sille vastaava suunta 
on määrättävä kaavoista (3): 

n=0,. Bl+A'm—=0; 

se on siis xy-tason suuntainen. 
II. Kun kaksi koefficienttiä, esim. B' ja C' ovat = 0, 

niin kaava (4) supistuneena on 

(s— A)(s—B) (s — C) — A'?(s— A) = 0; 

yksi juuri on = 4; toiset kaksi saadaan yhtälöstä 

i GBO 

Kolme juurta ovat yleensä erisuuret ja kutakin vastaa yksi 
ainoa suunta, jonka kaavat (3) määräävät. Mitä erittäin juu- 

reen s= 4 tulee, niin määrää se jänteille x-akselin suunnan. 
Mutta jos s = 4 toteuttaa viimeksi mainitun neliö- 

yhtälön, niin on A kaksoisjuuri. Tämä supistaa yhtälöt (3) 
yhdeksi ainoaksi 

(B— A4)m+4A'n=0 

ja vastaavilla jänteillä saattaa -olla mikä suunta hyvänsä, 

joka vaan on samansuuntainen kuin taso 

(B— 4)y + 4'2=0. 

IHI. Jos kaikki kolme koefficienttiä A', B', €' ovat 
=0, niin yhtälöstä (4) saadaan 

(s— A) (s— B)(s— €) = 0, 

jonka juuret ovat A, B, C. Kun nämä ovat erisuuret, niin 
vastaavaiset suunnat ovat määrättyjä, kulkien kolmen koordi-



= m < 

naatiakselin suunnassa. Jos A= B, vastaavat tätä kaksois- 
juurta kaikki suunnat, jotka ovat xy-tason suuntaisia. Jos 
vihdoin 4A=B=(, niin yhtälöt (3) ovat silloin identtisyyk- 
siä ja jänteiden suunta on aivan epämääräinen. Kaikki 
suunnat avaruudessa vastaavat silloin tätä kolmoisjuurta. 

Kaikki, mitä täten olemme selville saaneet, on lyhy- 

käisyydessä seuraava: 

Kolmiasteisella yhtälöllä s-suureen suhteen 
on aina kolme todellista juurta. Kutakin yksi- 
näistä juurta vastaa yksi-ainoa määrätty suunta; 
kaksoisjuurta vastaavat kaikki suunnat, jotka ovat 
määrätyn tason suuntaiset; kolmoisjuurta vastaa- 
vat kaikki suunnat avaruudessa. 

221. Olkoot s, s kaksi erisuurta juurta kolmiastei- 

selle yhtälölle sekä 7, m, n ja l, m, n — vastaavain jänteiden 
suuntacosineja; silloin on kaavan (2) mukaan 

Al + Cm + B'n = sl, AV + C'm+Bn=s"1, 
C'l4 Bm + A'n = sm, CV + Bn -A'n =smw, 

B'I- A'm Cn = sn, lav + A'm + Cn =s n. 

Kerrotaan kolme ensimmäistä yhtälöä järjestyksessä suu- 
reilla UV’, m, %, kolme jälkimmäistä suureilla 7, m, n ja ote- 
taan sitten jälkimmäisten summa edellisten summasta; siten 
saadaan 

(s — 8) (W + mm + nv’) = 0. 

Kosk'ei nyt s —$ saata olla nolla, sillä s ja s' otaksuttiin 
erisuuriksi, niin täytyy siis olla 

W + mn + mn =0. 

Tästä seuraa, että kahta eri juurta vastaavaiset suun- 
nat ovat kohtisuoria toisillensa. Samasta syystä ovat 
kaikki kaksoisjuurta vastaavaiset suunnat kohtisuoria sille, 
joka vastaa kolmatta juurta. 

222. Tästä seuraa, että kaksi-asteisella pinnalla on 
pääjänteitä ainakin kolme eri ryhmää, jotka ovat kohtisuoria 

toisillensa. Tutkittakoon nyt, kuinka on pää-tasojen laita, 
Semmoisen tason yhtälö on
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(9)3(3w+in2/+423)+;4"A+B";"+0"":0; 

joka saadaan, kun diametraali-tason yhtälössä (210 § (10)) 
x-, y-, 2-suureiden koefficientit sijoitetaan lausekkeilla (2). 
Jokaista s-juurta, joka ei ole nolla, vastaa niin muodoin 

päätaso. 

Jos yksi juuri s on nolla, niin siihen vastaavaa pääta- 
soa ei ole olemassa, tahi siirtyy se äärettömiin, jollei samalla 

AL B'm+ C'n=0. : 

Tässä tapauksessa muuttuu yhtälö (9) identtisyydeksi ja pää- 

tason asema on siis epämääräinen. Silloin saattaa pääta- 
sona pitää jok'ainoata tasoa, joka on kohtisuorassa jänteille. 

Huomattakoon, etteivät kaikki kolme s-juurta saata 
olla = 0. Niiden —yhtäsuuruuden. ehtona on nimittäin 
A'=B'=(C=0; juuret ovat silloin A, B, €, mutta jos nämä 

kaikki katoisivat, niin ei yhtälö enää olisikaan kaksi-astei- 
nen. Jokaisella kaksi-asteisella pinnalla on niin muodoin 

ainakin yksi päätaso. 
223. Jos x-akseli on samansuuntainen kuin ryhmä 

pääjänteitä, niin sen suuntacosinien, /=1, m=0, n=0, 
täytyy toteuttua yhtälöt (3), ja tämä on mahdollista ainoas- 
taan silloin kuin B' ja €' ovat =0. Pinnan yhtälöstä pois- 
tuvat silloin ne terminit, joissa on tulot zy ja vz. Siitä 
poistuvat Tniin muodoin kaikki kolme tuloa xy, wz, yz, jos 

koordinaati-akselit otetaan samansuuntaisiksi kuin kolme 

pääjänteiden ryhmää, joiden oleminen on edellä todistettu. 

Tämän huomaa muutoin välittömästikin koordinaatien muu- 

toksen kautta. 
Olkoot x, y, 2 koordinaateja uudessa suorakulmai- 

sessa koordinaatistossa, joiden akselit ovat samansuuntaisia 

kuin kolme pääjänteiden ryhmää; olkoot vielä 7, m, n ja 

V, m, no sekä U", m", 1" cosineja kulmille, joita 4, y- ja 

2 -koordinaatien akselit tekevät alkuperäisten koordinaati- 

akselien kanssa; silloin on 

gold +ly 412, 
yma mym, 
green ny +n.
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Kun nämä arvot sijoitetaan yhtälöön (1) (186 $), saadaan 
kaksiasteinen yhtälö suureissa 2’, y’, 2’, jossa koefficienttina 
tulolle 2a’y' on 

AW + Bmm + Cnn’ 

+ 4' (mn + m'n) +B (Im + Un) C (m + Um), 

Mutta kun yhtälöt (2) (217 §), sittenkuin ensimmäinen niistä 
on kerrottu suureella ?', toinen suureella m ja kolmas suu- 
reella 7, lasketaan yhteen, niin nähdään sanotun koefficien- 

tin supistuvan seuraavaksi: 

s(W+ mm + nn); 

ja koska nyt suunnat (f, m, n) ja (V, m, n) ovat kohtisuo- 
ria toisillensa, niin mainittu koefficientti on =0. Samoin 

katoovat suureiden 2x2 ja 2/2 koefficientit ja muutetun 

yhtälön muoto on siis : 

IX? My?+ N2'2+20'x' + 2M'y 4 2N'2+ D=0. 

Tässä niin muodoin todistus koordiaaatien muutokselle, mikä 
186 stä jätettiin toistaiseksi. 

Koefficienteillä L, M, N on huomattava merkitys. Niin 
esim. on 

L= AP+Bm? + Cr?+2A'mn + 2B'ln + 2C'lm. 

Toiselta puolen kaavat (2), kerrottuina järjestyksessä suu- 
reilla 7, m, n ja laskettuina yhteen, osoittavat, että viimeksi 
mainittu lauseke on identtisesti sama kuin s(P+m?+n”, 

s. 0. sama kuin s. Niin muodoin on L=s, s. 0. L tyydyt- 
tää kuutioyhtälön (5). Sama on M- ja N-koefficienttienkin 
laita, ja siis on täten todistettu, että koefficientit Z, 

M, N ovat kuutioyhtälön kolme juurta. 
224. Päätasojen keskinäisiä leikkauksia sanotaan pin- 

nan akseleiksi; kukin näistä on samansuuntainen kuin 

ryhmä pääjänteitä. Keskiöllisen pinnan kolme puoliakselia 
saadaan niin muodoin, kun vaan haetaan keskiösäteet kolmessa 

pääsuunnassa. Jos nyt 7, m, n merkitsevät semmoista suun- 
taa, niin suure £ (209 §) on sama kuin yksi s-juuri ja kes- 
kiösäteen kaava supistuu seuraavaksi:
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SO = 0, 

jossa P, osoittaa sitä arvoa, minkä funktioni P= A"x+ By 
+0"2+D saa, kun 2, y, 2 sijoitetaan siinä keskiön koor- 
dinaateilla. Kolmen puoli-akselin neliöt ovat niin muodoin 

E E, E, 
a aN n) mio A 

S S 

ja pinnan yhtälö näissä akseleissa on 

sa? + s'y2+-s"224-P=0, 

jossa s, $, s" merkitsevät kuutioyhtälön kolmea juurta. 
225. Numeroyhtälöjen tutkimus. — Nyt on meillä 

kaikki keinot, määrätäksemme, mikä geometrillinen merkitys 

annetulla kaksiasteisella yhtälöllä on. Ensinkin on tehtävä 
kolme keskiön yhtälöä (207 $), joiden ratkaiseminen osoit- 
taa, onko pinnalla yksi tai ei yhtään tahi äärettömän monta 
keskiötä. Kun keskiö on olemassa, niin sijoitetaan sen koor- 
dinaatit lausekkeesen 47 + B'y+C'2+D, joten saadaan 
lauseke P. Jos keskiöitä on äärettömän monta, otetaan 
yksi niistä mielin määrin ja lasketaan sitten P, sen koordi- 
naateissa niinkuin vast'ikään sanottiin. Sen jälkeen muo- 
dostetaan kuutioyhtälö (5), jonka vakinainen termini 4 sa- 
malla on yhteinen nimittäjä keskiön koordinaateja osoitta- 
ville murtoluyuille. Määrätäksemme nyt pintaa tarkemmin, 

tulee tutkia minkälaatuisia tämän yhtälön kolme juurta 

SETS AA Ovat. 

Jos 4 ei ole nolla, niin ei yksikään kolmesta juuresta 
katoa. Silloin on pinnalla yksi ainoa keskiö ja sen yhtä- 

lönä pää-akseleissa on 

s22 + sy ts 2 + P,=0. 

Jos 4 on nolla, niin katoaa yksi, kenties kaksikin 
juurista s, s, s". Pinta saattaa silloin olla joko aivan kes- 
kiötön tai on sillä äärettömän monta keskiötä. Edellisessä 

tapauksessa sopii sen yhtälölle antaa muoto 

sx? + s y?==2 Hr,
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jälkimmäisessä ; 
Fw2+8""7/2+3":0. 

Jos on yleensä tutkittavana ainoastaan, minkäänlaa- 
tuista pintaa annettu kaksiasteinen yhtälö edustaa, lähemmin 

määräämättä sen akseleja tahi parametreja, niin ei kuutio- 

yhtälöä tarvitsekaan ratkaista, mikä tavallisesti on vaikein osa 
tehtävätä. Silloin ei tarvitse muuta kuin tietää, minkä-merk- 

kisiä juuret ovat ja sitä varten on huomioon otettava ainoas- 
taan kuutioyhtälön koefficienttien merkit. Cartesion sään- 
nön mukaan on nimittäin tällä yhtälöllä yhtä monta positi- 
vista juurta kuin on merkinvaihdosta ja yhtä monta negati- 
vista kuin on merkinjatkoa. 

Seuraava taulu osoittaa eri tapaukset numeroyhtälön 
tutkimuksessa. 

S Ce z 0. 

Yksikeskidiset. pinnat. 

Juurilla s, s' s” on kaikilla 

sama merkki kuin suu- ) Aatteinen pinta. 

reella 'P,: 

P0: kaikilla vastainen merkki: { Ellipsoidi. 

OK. yhdellä sama, kahdella vas- ¢ Yksivaippainen hyperbo- 
tainen: { loidi. 

kahdella sama, yhdellä vas- « Kaksivaippainen hyperbo- 
tainen: -loidi. 

juurilla s, s' s” on kaikilla f . 

Po =0 sama merkki: \ E 

eri merkit: { Kooni. 

40 

A. Keskiöttömät pinnat. 

Yksi juuri ( Toiset kaksi yhdenmerkkisiä: { Elliptinen paraboloidi. 

s on nolla; ) erimerkkisiä: Hyperbolinen paraboloidi 

Kaksi s-juurta ovat nolla: { Parabolinen cylinderi. 

16
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B. Pinnat äärettömän monella keskiöllä. 

; Muilla kummallakin 

on sama mork I Aatteinen pinta. 

Yksi juuri s kuin suureella P,: 

on nolla; ‘ kummallakin vastai- Elliptinen cylinderi. 
nen merkki: 5 

Hyperbolinen cylin- 
eri merkit: aE FOO JAA 

o ? i deri. 
Kolmannella juu- 

Kaksi s-juur- rella on sama : I 
tá bh nolli: meliali] oN! Aatteinen pinta. 

i reella Py; 

i vastainen merkki: ) Kaksi yhdensuun- 
\ taista tasoa. 

Muilla sama merk- Sord. 

P J v a M. Kaksi tasoa, jotka 
Ora ee ? eri merkit: leikkaavat toisi- 

ansa. 

Kaksi s-juurta ovat nolla: \ Taso. 

Esim. 1. Tutkittakoon, mitä merkitsee yhtälö 

Ya? + 6y? L 52? — 4yz — 4ay — 6 =0. 

Tässä on origini keskiönä ja P,=—6. Kuutioyhtälöksi saadaan 

(s—7)(s — 6) (s —5)—4(s — 7) — 4(s—5)=0 

eli, järjestettynä, 

33 — 1882 + 998 — 162 = 0. 

Sen juuret ovat 3, 6, 9; pinta on siis ellipsoidi, jonka yhtälö pääakse- 

leissa on 

a? 42y24322—=2. 

Esim. 2. 5ax?2—y?+22-+6uz + 4xy ++2x + 4y+62—8—0. 

Keskiön yhtälöt ovat 

52 +2y+32+1—=0, 

22— y +2=0, 

3a +.4+43—0. 

Toisesta saadaan y=?2x+?2, kolmannesta 2z=-3x—3, ja kun nämä 

sijoitetaan ensimmäiseen, niin tulee vasemmasta jäsenestä —4. Pin- 

nalla niin muodoin ei ole keskiötä. Kuutioyhtälö on 

33 —5s2— 143==0,



———243—- 

ja sen juuret 0, 7, —2. Pinta on siis hyperbolinen paraboloidi, jossa 

parabolisten pääleikkausten parametrit ovat toisiinsa kuin 2: 7. 

Esim. 3. 2x2—3y?- 22—2y2 + 4wz— 6w — 2z = k. 

Keskiön koordinaatit ovat x = — 54 y= 1; z= +43:10 Kuutioyh- 

tälöllä 

s8— 12s —4=0 

on Cartesion säännön mukaan kaksi negativista juurta ja yksi positivi- 

nen. Sitten saadaan ja —£. Pinta on niin muodoin yksivaippai- 

nen hyperboloidi, jos KKI, kooni, jos h=}, kaksivaippainen hyper- 

boloidi, jos £> 

Esim. 4. %2? + 3y? + 92? + baz — 2y — 7 = 0. 

.. " 22 
Keskiöitä on äärettömän monta ja P,= a . Kuutioyhtälöllä 

33 — 13s? + 30s = 0 

on juuret 0, 3, 10. Annettu yhtälö supistuu siis seuraavaksi: 

9a? + 30y? = 22, 

joka edustaa elliptistä cylinderiä. 

Seitsemäs Luku. 

Yleisen teorian jatkoa. 

Tangentti ja tangenttitaso, poli ja polaaritaso. 

226. Tangentti jollekin pinnalle pisteessä A on se 

lopullinen asema, johon suora viiva, leikattuaan ensin pintaa 

pisteissä A ja B, lähenee, B-pisteen käydessä yhä likemmäksi 
pistettä A, ja johon se asettuu, kun pisteet yhtyvät toisiinsa, 
eli toisin sanoen: tangentti on suora, joka kohtaa 
pintaa kahdessa yhtyvässä pisteessä. 

Pisteet, joissa suora yleensä leikkaa kaksiasteista pin- 
taa, saadaan määrätyiksi kaavalla (5) siv. 221. Jos x,, y,, 2 o
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merkitsevät koordinaateja pisteelle itse pinnalla, niin katoaa 
U, ja toinen e-suureen arvoista on nolla. Jos sen ohella on 

= (1) X 14+ Ym + Zn = 0, 

niin toinenkin op-suureen arvo katoaa, ja suora kohtaa niin 
muodoin pintaa kahdessa yhtyvässä pisteessä. Kun siis ehto 
(1) on täytetty, niin suora, joka suunnassa (f, m, n) kulkee 

pisteen (x,, y,, 2,) kautta, on pinnan tangentti. 
Yhtälö (1) osoittaa, että sivuamis-piste (z,, y,, 2,) on 

tangentin suuntaisten jänteiden diametraali-tasolla. Jos siis 
pinta leikataan diametraali-tasolla, ja leikkauksessa, joka on 
koonillinen leikkaus, vedetään kaikkien pisteiden kautta vas- 
taavain jänteiden suuntaisia suoria, niin ovat kaikki nämä 
suorat pinnan tangentteja ja muodostavat cylinderin, joka si- 
vuaa pintaa yllämainittua koonillista leikkausta myöten. 

Kun sitä vastoin sivuamispiste on annettuna, niin tan- 
gentin suunta ei olekaan täydellisesti määrätty, sillä löytyy- 
hän äärettömän monta /-, m-, n-suureiden arvoryhmää, jotka 
täyttävät ehdon (1). Tämä ehto lausuu nimittäin ainoastaan 
sen, että tangentti on kohtisuora eräälle suoralle, jonka 
suuntacosinit ovat suhteellisia suureille X,, Y,, Z. Yhden 
pisteen kautta pinnalla saattaa niin muodoin vetää äärettö- 
män monta tangenttia, jotka kaikki ovat kohtisuoria samalle 
suoralle ja muodostavat siten tason”). Tätä tasoa sanotaan 
pinnan tangenttitasoksi ja sivuamispisteestä sille kohti- 

suoraksi vedettyä suoraa pinnan normaaliksi. 
Ennen on todistettu, että normaalin suuntacosinit ovat 

toisiinsa kuin X,, Y, Z,; pinnan normaalia pisteessä 
(%,, Y,, 2) saattaa niin muodoin merkitä kaavalla 

X sti! mlkiloj 201%4 9 N 

y o sviter AG 
Yhtälöksi saman pisteen kautta kulkevalle tangenttita- 

solle, joka, niinkuin sanottiin, on kohtisuora normaalille, 
saamme 

”) Korkeampi analysi todistaa, että kaikilla pinnoilla on tämä 

ominaisuus, mikä nyt on todistettu olevaksi ainoastaan kaksiasteisilla 

pinnoilla.
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X(0—4) + Yy — 4) + Z(2—2) =0. 
Mutta koska (x,, y,, 2.) on piste itse pinnalla, niin on myös 

U —0 50. 

X,n,+ Yy, + 22, + P,=0, 
ja kun tämä yhtälö lisätään edelliseen, niin saamme 

(3) Bie Wg ae EP eno: 
Siinä yksinkertaisin yhtälön muoto tasolle, joka sivuaa pin- 
taa pisteessä (x,, Y,, 2). 

227. Tällä yhtälöllä on se huomattava ominaisuus, ettei 
se muutu, jos x, y, 2 sijoitetaan suureilla x,, y,, 2,; toi- 
sin sanoen, meillä on identtisesti 

(4), Xe Yy + Z4+P,= Xa, + Yy, + Za, + P; 
sillä jos kumpikin jäsen kehitetään, niin saa kumpikin seu- 
raavan muodon, joka on symmetrillinen suureiden x, y, z, ja 
Z, Y» 2, Subteen: 

Azz, + Byy, + 0e, 
+A (Y2, F Y2) t BB 32,2) O (wy, Fay) 

+ AA eh) + B" (y +Y) + 0" (z +2) + D. 
Kuinka tärkeä tämä ominaisuus on, näkyy seuraavasta. 

228. Kaksiasteisen pinnan tangenttitaso on 
liittolainen sivuamispisteen kautta kulkevalle dia- 
metrille. 

Merkitkööt x,, y,, 2, hetkiseksi keskiön koordinaateja; 
diametrin suuntacosinit ovat silloin suhteellisia suureille 
LL Y, — Y 2,4, ja liittolais-diametraalitason yhtälöksi 
tulee 210 §:n mukaan 

X (2,— 7) + Y(9,— 4) + Z(2,—2) =0 

Xa, + Yy, + Ze,+ P= Xx, + Yy, + Zz, + P. 
Niinkuin vast'ikään sanottiin, sopii x, y, 2, vaihtaa koordinaatei- 
hin %,, ,, 2, vasemmassa jäsenessä ja, samasta syystä, koor- 
dinaateihin x,, y,, 2, oikeassa; viimeksi mainitun kaavan‘saat- 
taa siis kirjoittaa näinkin: 

X#+ Yy + Z2 + P, = Xx + Yy + Z2 + P,. 

Mutta koska %,, y,, 2, ovat keskiön koordinaateja, niin täy- 

eli
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tyy niiden toteuttaa yhtälöt X =0, Y =0, Z=0; kaa- 
vamme supistuu niin muodoin seuraavaksi: 

Xx+ Yytist PP =0, 

joka edustaa pisteen (x,, y,, 2,) kautta kulkevan diametrin 
liittolais-diametraalitasoa. Koska suureilla x, y, 2 on tässä 
samat koefficientit kuin yhtälössä (3), on tangenttitaso mai- 
nitun diametraalitason suuntainen. 

229. Polit ja polaaritaso. — Kahta pistettä A 
ja B sanotaan kaksi-asteisen tason poleiksi, jos ne ovat 
harmonillisia niiden C- ja D-pisteitten kanssa, joissa niiden 
yhdistyssuora leikkaa pintaa, siten nimittäin, että A ja B 

ovat toinen, C ja D toinen pari liittolaispisteitä. Jos väli- 
matkat pisteestä A pisteisin B, C, D merkitään järjestyk- 

sessä 7, o', o”, pitäen näitä välimatkoja positivisina yhtäänne 
ja negativisina toisaanne päin A-pisteestä, niin r on harmo- 

nillinen keskisuhdeluku suureille o' ja o"; silloin on 

Gi M - n. 1 2. 

r 

Olkoot nyt x, y,, 4, Spile koordinaateja ja 7, m, n 
AB-suoran suuntacosineja; tämän suoran yhtälöinä ovat 
yhtälöt (4) siv. 221, ja sen leikkauspisteet pinnalla saadaan 
yhtälöstä (5) siv. 221, jonka juuret tässä eee ovat 
o' ja o". Mutta jos tämä yhtälö jaetaan suureella o°, niin 

saamme siitä 

v) + (X1+ Z m 

+=) Tämän huomaa heti, kun A on ulkopuolella ja B sisäpuolella 

pintaa, niin että pisteet seuraavat toisiansa järjestyksessä A, €, B, D; 

mutta sääntö pitää paikkansa, vaikka pisteet seuraisivat toisiansa jär- 

jestyksessä B, C, A, D. Jos nimittäin suunta AB pidetään positivi- 

sena, niin on AB=r, A0C=pọ, AD=— 0"; josta BC = r — ce, BD 

=r—0o". Koska nyt AC: AD= BC: BD, niin on myös 
TT STN 

josta e (re) + 0” tr — e) =0 80. rlo To 1=0 
2 1 

eli = st a 
r
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ja tämän muutetun yhtälön juuret ovat Ei ja a niin muo- 

doin on 
21 1 2(Xi+ Ym-+ Zn) 
See ps + Wists commun st J 

Kuma a U, 
josta 

r(X1+ Ym+2:n) + U,=0. 
Jos B-pisteen koordinaatit merkitään z, y, 2, niin on 
T] = X, — x, YM =Y, — Yo, rn =2,—",; edellisestä yhtälöstä 
saadaan siis 

X, (x, — 2) + Y,(y,— 9) + Z,(.— 2) + U, =0 
ja kun tässä U, sijoitetaan arvollansa X.n,+ Yy, + Z2, + P,, 
niin tulee vihdoin , 

Xa, v YY, Aa ar Jai == 0. 

Tämä yhtälö osoittaa, millä ehdolla pisteet (x,, y,, 4) ja 
(%,, Y,, 2) ovat harmonillisia poleja pinnalle. 

Kun toinen poli (%,, 4,, 2,) on annettu tai mielinmäärin 
otettu, niin saattaa toisena polina olla mikä piste hyvänsä, 
jonka koordinaatit vaan täyttävät yhtälön 

(5) Xe+V¥ytZe+P,=0, 
joka on yksiasteinen suureissa x, y, 2 ja niin mudoin edus- 

taa tasoa. Tämä taso on pisteen (x,, y,, 2,) polaaritaso 

ja piste (%,, y,, 2) on mainitun tason poli. Annetun pis- 
teen polaaritaso on niin muodoin ura sen polille eli, toisin 
sanoen, ura neljännelle harmonilliselle pisteelle annetun pis- 
teen kautta vedetyillä jänteillä. 

Samoin kuin 228 S$:ssä, saattaa nytkin todistaa, että 
annetun pisteen polaaritaso on saman pisteen 

kautta kulkevan diametrin liittolainen. Saman dia- 
metrin kaikilla pisteillä on niin muodoin yhdensuuntaiset po- 
laaritasot ja kaikkien yhdensuuntaisten tasojen polit ovat 
suoralla, joka on tasojen liittolaisdiametri. 

230. Yhtälöt (3) ja (5) ovat muodon suhteen identti- 
siä, ja ennen jo on sanottu tämän muodon olevan symme- 
trillisen suureiden x, y, 2 ja x, y,, 2, suhteen. Yhtälö (5)
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pitää senvuoksi paikkansa, vaikka koordinaatien merkitys 
muuttuisikin, niin että (x, y, 2) merkitsisi A-polia ja 

(%,, Y,, 2) jotakin B-pistettä polaaritasolla. Silloin osoit- 
taa se, että jos B-piste on annettu, niin A-pisteen ura on 
taso, nimittäin PB-pisteen polaaritaso. Niinmuodoin ovat 
kaikkien B-pisteen kautta kulkevain tasojen polit saman pis- 
teen polaaritasolla eli toisin sanoen: 

Kun taso kääntyy jossakin pisteessä, niin muo- 
dostaa sen poli tason, joka on pisteen polaaritaso. 

Jos x, y, 2 ja %,, y,, 2, vieläkin vaihtavat merkityk- 
siänsä, niin näkyy, että jos A on mikä piste hyvänsä sillä 
tasolla, jonka poli on B, niin kulkee sen polaaritaso B-pis- 

teen kautta; toisin sanoen: 

Kun Pinte liikkuu tasolla, niin kääntyy sen 
polaaritaso pisteessä, joka on Wensinmainitun ta- 
son poli. 

231. Jok'ainoalla pisteellä on sinale: jonka asema 

kaksiasteisen yhtälön suhteen riippuu pisteen asemasta. Jos 
A on piste itse kaksiasteisella pinnalla ja B yksi sen po- 
leista, niin toinen niistä pisteistä C, D, joissa AB-suora 
leikkaa pintaa, yhtyy A-pisteesen; mutta silloinhan yhtyy 
toinenkin leikkauspiste A-pisteesen, koska pisteparit A, B 

ja €; D ovat harmonillisia. Suora AB kohtaa nyt niin muo- 

doin pintaa kahdessa yhtyvässä pisteessä, ja on siis tan- 
gentti; ja koska B saattaa olla missä hyvänsä A-pisteen po- 
laaritasolla, niin täytyy kaikkien suorain, jotka tällä tasolla 
vedetään A-pisteen kautta, olla pinnan tangentteja; taso si- 
vuaa niin muodoin pintaa pisteessä A. Siis 

Kaksiasteisella pinnalla olevan pisteen polaa- 
ritaso sivuaa pintaa samassa pisteessä; päinvas- 
toin on tangenttitason polina sivuamispiste. 

Tästä seuraa, niinkuin ennen on nähty, että jos 
%,, Y, 2, ovat pinnalla olevan pisteen koordinaateja, niin yh- 
tälö (5) eli (3) edustaa saman pisteen kautta kulkevaa tan- 

genttitasoa. 

Jos taas piste A olisi annettuna pinnan ulkopuolella ja 
piste B leikkauksella, jonka A-pisteen polaaritaso tekee, niin
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huomataan jälleen, että suora AB on pinnan tangentti. Kun 

nyt B lähtee kulkemaan mainittua leikkausta myöten, niin 
muodostaa AB koonin, joka sivuaa pintaa samaa leikkausvii- 
vaa myöten. Sanalla sanoen: 

Jos annetusta pisteestä kaksiasteisen pinnan 
ulkopuolella vedetään tangentteja pinnalle, niin 

sivuamispisteitten urana on koonillinen leikkaus, 
jonka taso on annetun pisteen polaaritaso. Itse tan- 

genttien urana on tangentti-kooni. 

Pinnan tasoleikkausta saattaa aina pitää sivuamiskäy- 
ränä tangenttikoonille, jonka kärki on leikkaustason poli. 
Kun leikkaus kääntyy jossakin pisteessä, niin muodostaa 
koonin kärki tason, joka on mainitun pisteen polaaritaso; 

päinvastoin kun kooninkärki liikkuu tasoa myöten, kääntyy 
sivuamiskäyrän taso pisteessä, joka on ensinmainitun ta- 
son poli. " 

232. Piste, jonka polaaritaso on äärettömän kaukana, 
jakaa kahtia kaikki sen kautta vedetyt jänteet ja on niin 

muodoin pinnan keskiö. Keskiön saattaa siis määrittää 
äärettömän kaukaisen tason poliksi. 

Jos sitä vastoin poli on äärettömän kaukana, niin ovat 
kaikki sieltä lähtevät pinnan jänteet yhdensuuntaisia ja kul- 
lakin jänteellä on neljäs harmonillinen piste keskivälissä niitä 
pisteitä, joissa jänteet leikkaavat pintaa. Äärettömän kau- 

kaisen pisteen polaaritaso jakaa niin muodoin kahtia kaikki 

yhdensuuntaiset jänteet, jotka on vedetty sanottua pistettä 
kohti. Tämän johdosta sopii diametraali-tasoa pitää ääret- 
tömän kaukaisen pisteen polaaritasona, nimittäin sen 

pisteen, jota kohti vastaavat yhdensuuntaiset jänteet ajatel- 
laan kulkeviksi. 

Polin siirtyessä äärettömän kauaksi, muuttuu sieltä läh- 
tevä tangenttikooni tangentticylinderiksi, sivuten pintaa 
sitä leikkauskäyrää myöten, joka syntyy, kun pinta leika- 
taan cylinderin emäsuorain kanssa yhdensuuntaisten jäntei- 
den diametraalitasolla (vrt. 226 8). 

233. Vastavuoroiset polaarit. — Olkoon AB mie- 
linmäärin otettu suora, P ja Q kaksi sen kautta kulkevaa
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tasoa sekä A' ja B' näitten tasojen poleja. Kukin AB-suo- 
ran piste kuuluu sekä P-tasoon että O-tasoon; sen polaari- 

taso kulkee niin muodon myöskin sekä A'-polin että B'-po- 
lin kautta, siis 4'B'-suoran kautta. Samasta syystä leik- 
kaavat päinvastoin kaikkien 4'B'-suoran pisteitten polaari- 

tasot toisiansa yhtä suoraa myöten; ja koska P ja Q ovat 
kaksi semmoista polaaritasoa, niin viimeksimainittuna suo- 
rana on nähtävästi AB. Tästä saadaan seuraava väite: 

Pisteen liikkuessa AB-suoraa myöten, kään- 
tyy sen polaaritaso toisessa A'B'-suorassa, ja pis- 
teen liikkuessa jälkimmäistä suoraa myöten, kään- 
tyy sen polaaritaso edellisessä. 

Näitä kahta suoraa AP, 4'B' sanotaan vastavuoroi- 

siksi polaareiksi. Niiden pääominaisuus on se, että kukin 
piste toisella on harmonillinen polaari kullekin pisteelle toi- 
sella. Tästä seuraa heti, että jos suora kohtaa kahta 
vastavuoista polaaria, niin polaarit sekä pinta 

leikkaavat sitä neljässä harmonillisessa pisteessä. 
Kullakin AB-suoran pisteellä on, kuten olemme näh- 

neet, polaaritasonsa, jotka kulkevat vastavuoroisen 4'P'-polaa- 

rin kautta. Näistä pisteistä ovat huomattavimpia kolme, ni- 

mittäin ensin ne kaksi, joissa suora leikkaa pintaa, ja sit- 
ten äärettömän kaukainen piste suoran suunnassa. Kahden 
ensinmainitun pisteen polaaritasot ovat yhtä kuin saman 
pisteitten kautta kulkevat tangenttitasot; äärettömän kau- 
kaisen pisteen polaaritaso taas on sama kuin AB suoran 
suuntaisten jänteiden diametraalitaso. Tästä kaksi seuraa- 

vaa väitettä: 
Suora, jossa kaksi kaksiasteisen pinnan tan- 

genttitasoa leikkaavat toisiansa, on vastavuoroi- 
nen polaari sivuamispisteitten yhdistyssuoralle. 

AB-suoran vastavuoroinen polaari on AB-suun- 

nan liittolais-diametraalitasolla. 
Olkoon C se piste, jossa AB suora leikkaa liittolais- 

diametraalitasoa. Jos nyt tarkastetaan sitä koonillista leik- 
kausta, jota myöten viimeksimainittu taso leikkaa pintaa, ja 
ajatellaan C-pisteen kautta vedetyiksi suoria eri pisteisin
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vastavuoroisella polaarilla, niin nähdään, että koonillinen 

leikkaus leikkaa kaikki nämä suorat harmonillisissa pisteissä. 
AB-suoran vastavuoroinen polaari on niin muodoin C-pisteen 
polaari mainitun koonillisen leikkauksen suhteen. 

Kahdeksas Luku. 

Yleisen teorian käyttäminen erityisiin kaksi- 

asteisiin pintoihin. 

Ellipsoidi. 

234. Tangentti- ja diametraali-taso. — Kun 
ellipsoidin yhtälö 

x? y? ge 

(1) Hia 

verrataan yleiseen kaksiasteiseen yhtälöön, niin nähdään, että 
ne funktionit, joita 205 &ssä merkitsevät X, Y, Z, P, saa- 
vat seuraavat arvot: 

maili mkräth nina. JA a nain 
bår Gala 

Yhtälöksi tasolle, joka sivuaa ellipsoidia pisteessä (%', y', 2"), 

saamme silloin (226 $) 

O s 
Diametraalitaso niille jänteille, joiden suuntacosinit ovat 
4, m, n, lausutaan taas 210 §:n mukaan yhtälöllä 

(3) aa 
Jokainen keskiön kautta kulkeva taso on diametraali- 

taso, sillä jos sen yhtälö 

Ax + By-+ Cz =0 

pannaan identtiseksi edellisen kanssa, niin saadaan 

PETE
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silk Gan» omien ain 
Aa? > Bb? — Oc?’ 

joten tulee määrätyksi suunta tason kahtiajakamille jän- 
teille. " 

(4) 

235. Liittolais-diametrit. -- Jokaisen diametraali- 
tason leikkauksena ellipsoidissa on umpinainen käyrä, siis 

ellipsi. Jos semmoisessa ellipsissä otetaan mielin määrin 
kaksi liittolais-diametria, niin nämä ynnä diametraali-tason 
liittolais-diametri muodostavat ellipsoidissa liittolais-diame- 
triston (215 §). Ne ovat kaikki todellisia, s. o. pin- 
nan sisässä. Jos nämä kolme konjugaatista diametria ote- 
taan akseleiksi uudelle (vinokulmaiselle) koordinaatistolle &7£, 

niin saadaan ellipsoidin yhtälöksi 

(5) Ste 
Koska nimittäin se taso, jossa kaksi akselia ovat, jakaa kah- 
tia kolmannen akselin suuntaiset jänteet, niin yhtälö, rat- 

kaistuna minkä koordinaatin (&, 7, £) suhteen hyvänsä, an- 
taa aina kaksi yhtä suurta, vastaismerkkistä arvoa; yhtälössä 
niin muodoin saattaa olla ainoastaan koordinaatien neliöt ja 
vakinainen termini. Sitä paitsi pitää kaikkien neliöterminien 
koefficienteillä vasemmassa jäsenessä olla sama merkki kuin 
vakinaisella terminillä oikeassa, sillä muutoinhan olisivat 

muutamat koordinaati-akselin leikkaukset ellipsoidissa aattei-- 
sia, joka on mahdotonta. Ellipsoidin yhtälö liittolais-dia- 
metreissä akseleina on siis ` saman muotoinen kuin pää- 

akseleissakin. 
Pinta leikkaa &-, m-, &akselit matkain +a, +6, +y 

päässä originista; &, B, y merkitsevät niin muodoin säteitä 
eli puolidiametreja kolmen koordinaati-akselin suunnassa. 

236. Kolmen liiittolais-diametrin (OD, OD', OD”) suun- 
tain välillä on keskinäinen suhta, jonka nyt otamme tut- 
kiaksemme. Olkoot 1, m, n ensimmäisen diametrin suun- 

tacosineja, V, m', n' toisen ja [', m", n" kolmannen. 
Tasolla, joka jakaa kahtia ensimmäisen diametrin suun- 

taiset jänteet, on yhtälönä (3)
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KN 
+ s =0, 

ja koska toinen diametri ox. tässä tasossa, niin on 

Niin muodoin saamme 

15 1 N s 

         

  

a? c? 3 

= mm" 

jj m'm wm n n 

—— =0. 
a 1% E c? 

Ensimmäinen näistä yhtälöistä lausuu, että OD ja OD' ovat 
liittolais-diametreja siinä leikkauksessa, jonka tasossa .ne 

ovat; toinen ja kolmas ilmoittavat samaa, diametreista OD 
ja OD" sekä OD' ja OD". 

237. Summa kolmen liittolais-diametrin ne- 
liöistä on vakinainen. — Tämä todistetaan helposti sa- 
mallaisen, ellipsiin kuuluvan, väitteen nojalla. Olkoot 2a, 26, 
27 kolme liittolais-diametria ellipsoidissa. Siinä ellipsileik- 
kauksessa, joka sisältää diametrit 2a, 26, saatamme 
ottaa toista kaksi liittolais-diametria 2e', 2B', joista toi- 
nen, 2e', on ellipsin tason ja %-tason leikkaus. Silloin 
on 58 &:n mukaan «?-+6?= o'?+ 6” ja niin muodoin a? 
p?+y?= a'?4+-B?+7? Meillä on siis uusi liittolais-diame- 
tristo ellipsoidille, nimittäin 2&', 28", 2y, ja summa näiden 

neliöistä on yhtä suuri kuin summa annettujen diametrien 

neliöistä, ja yksi näistä 2c', on xy-tasolla. Siinä ellipsileik- 
kauksessa, jonka taso sisältää toiset kaksi diametria, saat- 
taa diametrien 26’, 2y sijaan valita kaksi muuta liittolais- 
diametria 28", 2y' siten, että toinen niistä, 28", sen ohella 
on myöskin xy-tasolla. Siten saadaan kolmas liittolais-diame- 
tristo, 2a', 28", 2y', jossa kaksi ensimmäistä diametria ovat zy- 
tasolla, joka on pää-taso; kolmas on siis kohtisuora sille ja 

on yhdessä akselin 2c kanssa. Diametrien 2a', 28” sijaan
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saattaa lopuksi valita akselit 2a, 20, jotka myöskin ovat 
kaksi liittolais-diametria xy-tasolla, ja niin on perättäisesti 

siirrytty diametristosta «œ, fB, y suorakulmaiseen a, b, <, 
muuttamatta neliöiden summaa. Siis on 

a? + B+ y? = a? + be 

Samoin saattaa, 59 §:n nojalla, todistaa, että paralle- 
lipipedi kolmella liittolais-diametrilla on vakinai- 
nen. Kun esim. siirrytään diametristosta a, B, y diame- 
tristoon «', B', y, niin parallelipipedin volymi ei muutu, 
sillä kumpaisellakin parallelipipedillä on sama korkeus ja 

yhtä suuret asemat, nimittäin ne suunnikkaat, jotka teh- 
dään diametreille 2a, 28 ja 2a’, 26’. 

238. Pyöriö-leikkaukset. — Yleinen tutkimus 216 
` §:ssä osoittaa, että kaikki suuntais-leikkaukset ellipsoidissa 
ovat  yhdenmuotoisia ellipsejä, joiden akseleilla on sama 
suunta ja joiden, keskiöt ovat leikkausten liittolais-diame- 
trilla. Tutkiaksemme pyöriö-leikkausten asemaa, on tar- 
peeksi tarkastaa vain keskiön kautta kulkevaa tasoa. 

Jos semmoinen taso leikkaa pinnasta pyöriön, niin täy- 

tyy pyöriön keskiön olla yhdessä ellipsoidin keskiön kanssa 
ja pyöriötä saattaa silloin pitää käyränä, jota myöten ovat 
toisensa leikanneet ellipsoidi 

n? yy? 22 

atuta! 
ja joku sen kanssa koncentrillinen pallo 

ey? a 

a TOA 
Näistä yhtälöistä saadaan vähentämällä 

ill 1 1 1 1 1 

o(a— a) tea) +4(an a) =e 
Tämä on yhtälö koonille, jonka kärki on originissa ja joka 
kulkee pallon ja ellipsoidin leikkauskäyrän kautta. Puheen- 
alaisessa tapauksessa täytyy koonin supistua yhdeksi tai oi- 
keammin kahdeksi tasoksi, ja se ei saata olla mahdollista
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muutoin kuin että jonkun neliön (x?, y?, 2) koefficientti ka- 
toaa, s. o. että 7 tulee yhtäsuureksi kuin joku puoli-akse- 
leista a, b, e. Olkoot a>0b>0c; silloin ei saata »r olla =a, 

ei myöskään =c, sillä kooni olisi silloin kummassakin ta- 
pauksessa aatteinen; niin muodoin täytyy olla välttämättö- 
mästi 7 =b, jolloin edellisestä yhtälöstä saamme 

L 1 ] 1 
(6) Xx? E si 3) = g? E CN jä) ? 

ja tämä osoittaa kahta tasoa, jotka kulkevat y-akselin kautta, 
ja joiden leikkaukset ellipsoidissa ovat pyöriöitä. 

Siitä seuraa, että ellipsoidilla on kaksi sarjaa pyöriö- 
leikkauksia, joiden tasot ovat samansuuntaisia kuin pituu- 
deltaan keskimmäinen ellipsoidin akseleista. Äärimmäiset ta- 
sot kummassakin sarjassa sivuavat ellipsoidia pisteissä, joita 
sopii pitää äärettömän pieninä pyöriöinä ja joita sopivimmin 
sanotaankin pyöriöpisteiksi (ombilics). Niitä on neljä 
ja ne ovat samalla kertaa pääpisteitä niissä kahdessa diame- 

trissa, jotka ovat liittolaisia kumpaisellekin leikkaussarjalle. 
Pyöriöpisteen koordinaatit x, y,, 2, saadaan määrä- 

tyiksi sitenkin, kun tiedetään, että sivuamispinta (2) 

LEN 

semmoisessa siat on samansuuntainen kuin jompikumpi 
niistä tasosarjoista, joita yhtälö (6) osoittaa; siten saa- 
daan heti 

i, poisto all laisvilo 
STAY rat Vane 

    

eli 

  

G2 2b? B10 p" 020 

ja niin muodoin 

/ 2 —b2 pig ab be 
ay = tay) a Wao y.=9, a
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x,- ja 2,-suureiden merkeillä on tässä neljä yhdistelyä (kom- 
binationia). mahdollista, ja kukin yhdistely vastaa yhtä pyö- 
riöpistettä. Kaikki nämä pisteet ovat siinä päätasossa, joka 

sisältää suurimman ja vähimmän akselin, ja ovat symme- 
trillisesti asettuneet akselien suhteen. 

Kun pintana on pyörähdys-ellipsoidi, yhtyvät leikkaus- 
sarjat toisiinsa ja ovat kohtisuorassa pyörähdys-akselille. 

Kooni. 

239. Jokaisella pinnalla, jonka on muodostanut suora 
viiva, liikkuen avaruudessa määrätyn lain jälkeen, on välttä- 
mättömästi se ominaisuus, että tangenttitaso missä A-pis- 
teessä hyvänsä pinnalla, sisältää saman pisteen kautta kul- 
kevan emä-viivan AL. Sillä määrityksensä mukaan sisältää 
tangenttitaso kaikki ne suorat, jotka kulkevat A-pisteen ja 
äärettömän lähellä sitä olevain pinnan pisteiden kautta, ja 
sellainen suora on AL. Tästä ei kumminkaan seuraa, että 

taso sivuaa pintaa pitkin koko suoraa AZ, sillä eri pis- 
teillä tätä suoraa saattaa olla eri tangenttitasoja, jotka kum- 
minkin leikkaavat toisiansa samaa suoraa myöten. Suoran 
viivan muodostamia pintoja sanotaan yhteisellä nimityksellä 
linjaperäisiksi pinnoiksi (surfaces regl6es). 

A' olkoon piste, äärettömän lähellä pistettä A, mutta 
toisella emäviivalla A'Z’. Tangenttitaso, joka sivuaa pintaa 
pisteessä A ja, kuten vasta sanottiin, kulkee AL-suoran 
kautta, sisältää samalla myöskin pisteen A’, joten tason 
suunta on täydelleen määrätty; se sisältää niin muodoin 
myös emäviivan A'Z', jos tämä on samalla tasolla kuin AZ. 
Siinä tapauksessa on siis tangenttitaso sama kaikille AL- 
suoran pisteille. Semmoisia linjaperäisiä pintoja, joissa kaksi 
vierekkäistä emäsuoraa aina ovat samalla tasolla, sanotaan 

kehitys-pinnoiksi (d6veloppables) koska ne saattaa kehit- 
tää (levittää) tasoksi. Kehityspinnalla on siis se ominaisuus 
että kukin tangenttitaso sivuaa pintaa pitkin suoraa viivaa, 
ja sen saattaa sanoa sisältävän kaksi vierekkäistä emäviivaa. 

Kehityspintoja ovat koonilliset, joiden emäsuorat 
kulkevat saman pisteen kautta, ja cylinderimäiset, joiden
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emäsuorat ovat yhdensuuntaisia keskenänsä; kumpaisissakin 
nimittäin ovat mitkä kaksi emäsuoraa hyvänsä samalla ta- 

solla. Cylinderiä saattaa muutoin pitää koonina, jonka kärki 
on äärettömän kaukana. 

240. Näiden- yleisten selitysten jälkeen lähdemme erit- 
täin tutkimaan kaksi-asteista koonillista pintaa, jonka yh- 
tälö on 

a y? et > 

t. ata 
Yhtälönä tasolle, joka sivuaa koonia pisteessä (x', y', 2'), on 

, 

0)   (2) 
LH yy" Be 

p? 
a? + E 

c? 

Kosk'ei tämä yhtälö ensinkään muutu, jos x', y', 2' ovat 

koordinaateja mille pisteelle hyvänsä suoralla viivalla 

TaiK U Z 
masi im 3 
Daly 2 

niin osoittaa tämä, mitä äsken sanottiin, että nimittäin taso 
sivuaa koonia pitkin emäsuoraa. 

Kärjen kautta kulkeva taso saattaa 1:0 kohdata koonia 
yhdessä ainoassa pisteessä tahi 2:0 sivyuta sitä pitkin suoraa 
viivaa tahi 3:0 leikata sitä kahta suoraa myöten. Kukin sen 
suuntainen taso leikkaa pintaa koonillisessa leikkauksessa, 
joka ensimmäisessä tapauksessa on nähtävästi ellipsi, toi- 

sessa parabola, kolmannessa hyperbola. 
Diametraalitasolla jänteille, joiden suuntacosinit ovat 

I, m, n, on yhtälönä 

koin m Nz (3) iad woe: 

Olkoon OD jänteiden suuntainen diametri. Jos OD on koo- 
nin sisäpuolella, niin kulkevat jänteet toisesta vaipasta toi- 
seen; diametraalitaso on siis näiden vaippapintain välillä ja 
kohtaa koonia ainoastaan kärjessä. Jos OD on koonin ul- 
kopuolella, niin ovat jänteet sen sisäpuolella ja diametraali- 
taso leikkaa koonia kahta suoraa myöten. Jos vihdoin OD 

17
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yhtyy emäsuoraan, niin kukin jänne kohtaa koonia ainoastaan 
yhdessä pisteessä; siinä tapauksessa ei varsinaista diame- 
traalitasoa ole olemassakaan. Mutta edellinen yhtälö edus- 
taa silloinkin todellista tasoa, joka sivuaa koonia pitkin suo- 
raa OD, sillä jos 7, m, n ovat tämän suoran suuntacosineja 
ja a’, y', 2' koordinaateja jollekin sen pisteelle, niin saadaan 
yhtälö 

Diametraalitason yhtälö (3) on siis tällöin sama kuin yhtälö 

(2) tangenttitasolle pisteessä (x', y', 2). 
Koonin ulkopuolella olevasta pisteestä P saattaa panna 

kaksi tangenttitasoa, jotka leikkaavat toisiansa pitkin dia- 

metria OP ja sivuavat koonia kahta suoraa myöten. Vii- 
meksi mainittujen suorain kautta kulkeva taso on P-pisteen 
polaaritaso (231 $) ja siis liittolainen diametrille OP (229 8). 
Koska se samalla kulkee keskiön kautta, niin on se myös 
itse diametraalitaso OP-suoran suuntaisille jänteille. Kun 
P on koonilla, niin molemmat tangenttitasot yhtyvät itse 
diametraali-tasoon. Jos P on koonin sisässä, niin saattaa 

sen polaaritasoa, s. o. OP-suoran diametraalitasoa, pitää 
urana diametreille, joiden liitto-diametraalitasot kulkevat OP- 

suoran kautta. 

Hyperboloidit. 

241. Näiden yhteinen yhtälö on 

2 02: (jaan 95 

(1) FR 
joka edustaa yksivaippaista hyperboloidia, kun 4 =1, kaksi- 

vaippaista, kun 4=—1, ja asymptooti-koonia niille molem- 
mille, kun 4=0. © 

Yhtälönä tasolle, joka sivuaa näitä pintoja pisteessä 

(x, y, 2), on 

' ' E Spas ajahin AR 
@) gtr att
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Diametraalitasoa jänteille, joiden suuntacosinit ovat 
l, m, n, edustaa yhtälö 

la vm Ne (3) TIE HE 3] 

Kosk'ei tässä ole parametriä 4, niin todistaa tämä seuraavan 
tärkeän väitteen: kaikissa kolmessa pinnassa on sa- 

mansuuntaisilla jänteillä yhteiset diametraalitasot 
ja siis myöskin yhteiset liittodiametrit. 

Jos puheenalaiset kolme pintaa leikataan tasolla, niin 
syntyy kolme koonillista leikkausta, joilla on se ominaisuus, 
että, jos niissä vedetään yhdensuuntaisia jänteitä missä suun- 
nassa hyvänsä, niin sama diametraalitaso ja niin muodoin 
sama suora jakaa ne kaikki kahtia. Tästä päätetään, niinkuin 
216 &:ssä, että kaikki kolme leikkausta ovat yhdenmuotoiset 

ja että niillä on yhteinen keskiö ja akselit kaikilla sa- 
massa asemassa. Jos leikkaukset ovat parabolia, niin ovat 
ne yhteellisiä; sillä kun suuntais-jänteiden diametrit niissä 
aina yhtyvät, niin on kolmella parabolalla yhteinen akseli ja 
vieläpä yhteinen diametri niille jänteille, jotka tekevät 45 as- 
teen kulman akselia vastaan, ja tämä diametri kulkee para- 

metrien pääpisteitten kautta; niin muodoin on niillä yhtäsuu- 

ret parametritkin. " 

Minkäkaltainen hyperboloidin ja jonkun tason leikkaus- 
viiva on, sen saa siis selville, kun vaan tutkii asymptooti- 
koonin ja saman tason leikkausta. Kun sen lisäksi yhden- 
suuntaiset leikkaukset ovat yhdenmuotoisia, niin sopii tutkia 
ainoastaan keskiön kautta kulkevia tasoja. Mitä edellä on 
sanottu koonista, sopii niin muodoin myöskin kumpaankin 

hyperboloidiin, että nimittäin leikkauksena on ellipsi tai pa- 
rabola tahi hyperbola, sitä myöten kuin samansuuntainen dia- 
metraalitaso kohtaa koonia yhdessä pisteessä tai yhtä tahi 
kahta suoraa myöten. 

242. Pyöriö-leikkaukset. — Samalla tutkimusta- 
valla, kuin ellipsoidissa, saadaan selville helposti myöskin 
hyperboloidien ja koonin pyöriö-leikkaukset. Tarkastettaessa 
erittäin yksivaippaista hyperboloidia, huomataan, niinkuin 
238 §:ssä, että diametraali-taso, jonka leikkauksena pinnasta
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on pyöriö, kulkee jonkun akselin kautta. Se ei saata kul- 
kee puolakselin c kautta, sillä leikkauksena olisi silloin hy- 
perbola, ei myöskään ole mahdollista, että pienempi puoli- 

akseleista a, b olisi se, jonka kautta se kulkee, sillä seuraus 

olisi aatteinen. Tason täytyy niin muodoin kulkea vyöttö- 
ellipsin isomman akselin kautta. — " 

Olkoon 2a tämä akseli. Keskiöön säteellä a asetettu 

pallo leikkaa hyperboloidia kahdessa pyöriössä, joiden tasot 

kulkevat z-akselin kautta ja joilla on symmetrillinen asema 
muiden akselien suhteen. 

Kaksi tasosarjaa, joissa tasot ovat vastamainittujen 
suuntaiset, muodostavat sekä kummankin hyperboloidin että 
koonin kanssa pyöriö-leikkauksia. Ne neljä pistettä, joissa 
tasot sivuavat kaksivaippaista hyperbolaidia, ovat pyöriö- 
pisteitä. Yksivaippaisella hyperboloidilla sitä vastoin ei ole 

yhtään pyöriöpistettä. , 
Pyörähdys-hyperboloidissa molemmat sarjat pyöriöleik- 

kauksia yhtyvät ja ovat kohtisuoria pyörähdys-akselille. 
243. Liitto-diametrit. — Kullakin diametrilla OD, 

joka ei ole koonin emäsuora, on liitto-diametraalitaso, joka 

leikkaa ulkopuolista hyperboloidia joko ellipsissä tai hyper- 
` bolassa. Kaksi liitto-diametria OD', OD" joko ellipsissä tai 
hyperbolassa tekevät OD-diametrin kanssa liitto-diametris- 
ton ei ainoastaan mainitulle hyperboloidille, vaan myös koo- 
nille ja sisäpuoliselle hyperboloidille. 

Jos kolme semmoista diametria otetaan akseleiksi uu- 
teen (vinokulmaiseen) koordinaatistoon & 2, & ja muutetaan 

yhtälö (1) niin, että x, y, 2 sijoitetaan linjallisilla lausekkeilla 

DS lg är Um = bss 

y = mE + m'y + m”, 
2 = nE -n'y +n, 

niin saadaan suureissa €, m, € yhtälö, jossa on ainoastaan 
kaksiasteisia terminejä ynnä vakinainen termini 2, joka ei 
muutu. Tässä yhtälössä katoavat sitä paitsi koefficientit tu- 
loille £7, E6, n6; sillä jos yhtälö ratkaistaan minkä koordi- 

naatin suhteen hyvänsä, niin saadaan kaksi yhtäsuurta, vas- 
taismerkkistä arvoa. Se on siis muodoltaan seuraava
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AE? + By? + C° = 1. 

Koefficientit A, B, C eivät saata olla yhdenmerkkisid, sillä 
yhtälö edustaisi silloin ellipsoidia, pistettä tai ei mitäkään. 

Yhdellä niistä pitää siis olla toisellainen merkki kuin toisilla 

kahdella. Olkoon € semmoinen; silloin saadaan hyperboloi- 

deille tänmuotoinen yhtälö 
a n? 53 

EE 
ja asymptooti-koonille 

2 1? ca 

0 M p? = y? 

Edellisessä näistä yhtälöistä kuuluu plus merkki ulkopuoli- 
seen, minus merkki sisäpuoliseen hyperbolaan, niinkuin &y- 

tason leikkaus heti osoittaa. Hyperboloidien ja koonin yh- 
tälöillä on siis sama muoto niin pää-akseleissa kuin missä " 

liitto-diametristossa hyvänsä. Yksivaippaisen hyperboloidin 

liitto-diametreista ovat kaksi todellisia ja yksi aatteinen; 
kaksivaippaisella hyperboloidilla sitä vastoin on aina yksi to- 
dellinen ja kaksi aatteista liitto-diametria. 

0 

244. Nyt sopii lähemmin tutkia puheen-alaisten pin- 
tain tasoleikkauksia. Kun leikkaava taso on samansuuntai- 

nen kuin &r, niin leikkauksina kolmesta pinnasta ovat yh- 

denmuotoiset ellipsit, joiden eri akseleilla on samat asemat 
ja joilla on yhteinen keskiö &akselilla. Kaksivaippaisen hy- 
perboloidin leikkaus on aatteinen, jos €<y?, ja supistuu pis- 
teeksi, jos £= ty, jolloin taso sivuaa pintaa. Taso &€ leik- 

kaa kumpaakin hyperboloidia kahdessa liitto-hyperbolassa 

ja koonia kahdessa suorassa, jotka ovat niiden asymptooteja. 
Yleensä kaikki &&-tason suuntaiset leikkaukset näistä kol- 

mesta pinnasta ovat hyperbolia, joiden akselit ja asymptoo- 
tit ovat yhdensuuntaiset ja joiden keskiöt ovat y-akselilla. 

Viimeksi-mainituista leikkauksista tarkastettakoon erit- 
täinkin niitä, jotka kuuluvat yksivaippaiseen hyperboloidiin 

ja joiden yhtälönä on
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Kun suureella 7 on mikä määrätty arvo tahansa, niin edus- 
taa tämä yhtälö hyperbolata, jonka asymptootit ovat niiden 
suorain suuntaisia, joissa &&-taso leikkaa asymptooti-koonia. 
Kun 7 kasvaa nollasta lähtien, vähenevät hyperbolan akse- 
lit, kunnes ne, kun y= 6, katoavat ja leikkaus supistuu kah- 
deksi suoraksi. Taso sivuaa silloin pintaa B-diametrin päässä. 
Kun 4 vieläkin kasvaa, käyden isommaksi kuin f, muuttuu 
oikean jäsenen merkki, ja hyperbolan akselit vaihtavat mer- 

kitystään: entinen todellinen muuttuu aatteiseksi ja päin- 
vastoin; asymptootien suunta pysyy kumminkin entisellään. 
Hyperbola siirtyy silloin niistä asymptootikulmista, joita koo- 
nin suhteen sopisi sanoa ulkopuoliseksi, sisäpuolisiin eli sup- 
plementillisiin kulmiin. Tämän siirron välittäjänä on, kuten 
näimme, tangentti-taso, joka kohtaa pintaa kahdessa suorassa. 

Kaksivaippainen hyperboloidi ei ole semmoisen vaihdok- 
sen alainen; &&-tason suuntaiset hyperboliset leikkaukset tästä 
pinnasta eivät supistu milloinkaan suoriksi viivoiksi. 

245. Mitä nyt on selville saatu, soveltuu ellipsi- ja hy- 

perbola-leikkauksiin ylipäänsä, sillä saattaahan milloin hy- 

vänsä panna jonkun koordinaati-tason vasta käytetyssä vino- 
kulmaisessa koordinaatistossa. semmoisen leikkauksen suun- 
taiseksi. Mutta parabola-leikkausten tutkimista varten täy- 
tyy tehdä toisellainen muutos. 

Otetaan &- ja n-akseleiksi kaksi koonin emäsuoraa ja 
¢-akseliksi diametri, joka on &n-tason liittolainen. Koordi- 

naati-tasot § ja n& sivuavat silloin koonia &- ja y-akseleissa 
(240 8). Kun nyt yhtälö (1) muutetaan tähän koordinaatis- 
toon, niin saadaan tänmuotoinen yhtälö: 

Mn + Ne? = i. 

Vasemmassa jäsenessä näet saattaa olla ainoastaan kaksiastei- 

sia terminejä; & saattaa siinä olla ainoastaan neliönä, ja kun 
£= 0, niin täytyy edellisen yhtälön olla hyperbolan yhtälönä 
asymptooteissa. M ja N sopii otaksua yhdenmerkkisiksi, sillä 
saadaksemme ensimmäisen terminin koefficienttiä vaihtamaan 
merkkiänsä, ei tarvise muuta kuin ottaa &- tahi 7-akseli vas-
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taisessa suunnassa. Hyperboloidien ja koonin yhtälöiksi tässä 
koordinaatistossa saamme siis 

Min + NP =:c1, MEn Ng, 

joissa koefficientit M ja N saattaa pitää positivisina. Ensim- 
mäisessä yhtälössä kuuluu plus-merkki nähtävästi yksivaip- 

paiseen, minus-merkki kaksivaippaiseen hyperboloidiin. 
Taso 7 =0, joka on tangenttitaso koonille, ei kohtaa 

sisäpuolista hyperboloidia, mutta leikkaa ulkopuolista kah- 
dessa &-akselin suuntaisessa suorassa Nt2=1. Jokainen tä- 

män tason suuntainen taso, = leikkaa puheen-alaiset kolme 
pintaa parabolissa, joiden akselit ovat yhdessä. Kaikki kolme 
parabolata aukenevat samalle puolelle ja ovat yhteellisiä, 
koska niiden parametrit ovat yhtäsuuria. Parametrien suuruus 
kasvaa samassa suhteessa kuin Ah, s. 0. ne isonevat sitä 

myöten mitä kauempana taso on keskiöstä. 

246. Yksivaippaisenhyperboloidin suorat emä- 
viivat. — Koonillinen leikkaus, joka ylipäänsä syntyy, kun 
taso leikkaa kaksiasteisen pinnan, saattaa erikoistapauksissa 

supistua kahdeksi suoraksi viivaksi, jotka joko leikkaavat 
toisiansa tahi ovat yhdensuuntaisia tahi yhtyvät. Jos suo- 
rat leikkaavat toisiansa jossakin pisteessä M. niin sivuaa 
taso tässä pisteessä pintaa; sillä mainittuja suoria saattaa 
pitää kahtena tangenttina, jotka on vedetty pisteestä M. 

Samoin saattaa sanoa asianlaidan olevan silloinkin, kuin 

suorat; ovat yhdensuuntaisia; sivuamispiste on silloin vaan 
äärettömän kaukana. Jos molemmat suorat yhtyvät, niin si- 
vuaa taso pintaa kaikissa suoran pisteissä (vrt. 239 8). 

Tähän saakka on tutkittu ellipsoidin ja hyperboloidien 
tasoleikkauksia yleensä ja huomattu, että näistä pinnoista 
ainoastaan yksivaippainen hyperboloidi «sallii suoraviivaisia 
leikkauksia eräille tasoille. Tarkastettakoon lähemmin näitä 
suoraviivaisia leikkauksia. 

Jos pannaan taso kulkemaan keskiön kautta, niin on 

leikkauksena yleensä ellipsi tahi hyperbola; mutta silloin 
kuin taso sivuaa asymptooti-koonia, ja ainoastaan siinä ta- 

pauksessa, muuttuu leikkaus kahdeksi suoraksi L, L’, jotka
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ovat samansuuntaisia kuin tason ja koonin sivuamissuora 
(245 8). Mainitut suorat kohtaavat vyöttö-ellipsiä nähtä- 
västi kahdessa keskivastaisessa pisteessä A, A’. Kun si- 

Kuvan JD! vuava pinta pannaan pyörimään 
koonin ympäri, niin muuttavat 
suorat L, L' alinomaa niin ase- 
maansa kuin välimatkaansa kes- 
kiöstä ja kukin heistä muodostaa 
liikkuessansa hyperboloidin. Si- 
ten saadaan hyperboloidille kaksi 
sarjaa suoria emäviivoja, jotka 
eivät yhdy toisiinsa. Kun nimit- 
täin tangenttitaso on tehnyt puo- 
len pyöräyksen, niin että piste 
A' asettuu A-pisteen alkuperäi- 

seen asemaan, on taso koonin vastaisella puolella, ja suora 
L’ ei ole L-suoran alkuperäisessä asennossa, vaan leikkaa 

sitä jossakin pisteessä vyöttöellipsillä. Kahden eri sarjaan 
kuuluvan emäviivan eroitus on siis se, että niiden kautta 

koonille asetetut tangenttitasot asettuvat eri puolille, toisesta 

oikealle, toisesta vasemmalle puolelle koonin akselia. Kum- 

mallakin sarjalla on sitä vastoin se yhteinen ominaisuus, että 
kukin hyperboloidin emäsuora on samansuuntainen kuin 

asymptooti-koonin emäviiva. 

Mainitut sarjat sisältävät muutoin kaikki suorat, joita 
saattaa vetää yksivaippaisella hyperboloidilla; sillä jos sel- 
laisen suoran kautta pannaan diametraali-taso, niin sivuaa se 

asumptooti-koonia, koska leikkaus muussa tapauksessa ei 

olisi suoraviivainen. 
247. Jokaisen pisteen P kautta hyperboloidilla kulkee 

kaksi eri sarjoihin kuuluvata emäsuoraa; sillä P-pisteen kautta 
saattaa vetää kaksi tangenttitasoa koonille, jotka leikkaavat 

hyperboloidia suoria viivoja myöten. Se taso, joka sisältää 
molemmat emäviivat, sivuaa hyperboloidia pisteessä P. Päin- 
vastoin leikkaa hyperboloidia kukin tangenttitaso kahta suo- 
raa myöten (244 $), jotka kuuluvat eri sarjoihin. Saman 
pisteen kautta ei saata vetää kolmatta suoraa hyperboloi- 
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dille; sillä silloin leikkaisi tangenttitaso hyperboloidia koi- 
mea suoraa myöten, ja leikkaus olisi kolmiasteinen, mikä 

olisi mahdotonta. 
Jo piste P on vyöttöellipsillä, niin on tangenttitaso näh- 

tävästi kohtisuora vy-tasolle. (Sen huomaa heti, pannen tan- 

genttitason yhtälöön (2) 2'=0). Koska nyt mainittu taso 
on ura kaikille suorille, jotka sivuavat hyperboloidia pis- 
teessä P, niin sisältää se ei ainoastaan P-pisteen kautta 

kulkevat emäsuorat, vaan myös vyöttöellipsin tangentin sa- 
massa pisteessä; tämä tangentti on niin muodoin mainittu- 
jen emäsuorain projektioni vy-tasolla. Tästä päätämme, että 
kunkin emäsuoran projektioni wy-tasolla kulkee pitkin vyöttö- 
ellipsin tangenttia. Projektionit muille päätasoille yhtyvät 

myöskin näiden tasojen määräämäin hyperbolisten leikkaus- 
ten tangentteihin. 

248. Yksivaippainen hyperboloidi on siis linjaperäinen; 
sen näkee suorastaan sen yhtälöstä, jolle on annettu muoto: 

y? ge x? 

2 Pa. 

o A-L 
Tämän yhtälön saattaa pitää kahden yksiasteisen yhtälön 

tulona 

Usi i 
(4) b Tig i all a 

valitaa win a es 
v AN lila J 

joissa A on mielinmääräinen parametri. Jokaisessa A-suu- 
reen arvossa edustavat nämä yhtälöt suoraa pinnalla, sillä 
kaikki ne arvot suureilla x, y, 2, jotka toteuttavat yhtälöt 
(2), toteuttavat niiden tulonkin, joka on pinnan yhtälö. Kun 
4 perättäin saa eri arvoja, niin syntyy yksi sarja suoria 

emäviivoja hyperboloidille. 
Toisella tekijäin yhdistelyllä saadaan kaksi muuta yksi- 

asteista yhtälöä. 

eli
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e a 
& ya Fr = ee A oodi 

b 6 u AL) JA 

joissa on toinen mielinmääräinen parametri u ja jotka edus- 

tavat toista suorain emäviivain sarjaa. 

Jokaisen pisteen kautta hyperboloidilla kulkee kaksi 

suoraa, yksi kumpaakin sarjaa. Jos nimittäin P on piste, 

jonka koordinaatit 2’, Yo 2' toteuttavat yhtälön (4), niin on 

plog 
a OP 

a b ¢ 

ja jos A otaksutaan yhtäsuureksi kuin kumpikin näistä yhtä- 
suurista murtoluvuista, niin toteutuvat yhtälöt (2) annetun pis- 
teen koordinaateilla. Samalla lailla todistetaan, että P-pis- 

teen kautta saattaa vetää myöskin yhtälöpariin (x) kuulu- 
van suoran. Nämä kaksi suoraa eivät saata olla yhtenä; 
sillä jos yhtälöt (4) ja (w) edustaisivat samaa suoraa, niin olisi 

(= (t 
kaikissa z-suureen arvoissa, siis yht'aikaa 2 = u ja 4 = uu, 
mikä on mahdotonta, jollei 4=u=0. Mutta tässä- 
kin tapauksessa edustaisivat puheenalaiset yhtälöt kahta eri 

  

suoraa, sillä toisesta (4)-yhtälöstä tulisi silloin ii; = 

toisesta (u)-yhtälöstä sitä vastoin 1 —7 =! ja nämähän yh- 

tälöt eivät saata olla voimassa yht'aikaa. Tästä seuraa, että 
yhtälöt (4) ja (u) edustavat molempia edellä tutkittujen emä- 
viivain sarjoja, jotka yhteensä sisältävät kaikki ne suorat, 
jotka saattaa vetää yksiasteisella hyperboloidilla. " 

249. Kaksi suoraa samassa systeemissä eivät 
saata olla samalla tasolla. Systeemissä (4) saadaan 
kaksi suoraa, jos parametrille % perättäin annetaan kaksi eri 

arvoa 4, X. Haettaessa ehtoa suorain leikkaukselle, elimi-
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110j(ISIIO,2;2njjcjöinyinniöjötii,öäääöäniA:ästIIC-buumöb- 
dotonta, sillä 2 ja 4' otaksuttiin eri-arvoisiksi; suorat eivät 

saata niin muodoin kohdata toisiansa äärellisen eivätkä ää- 
rettömänkään matkan päässä. Lisättäköön vielä, että kolme 
suoraa samassa systeemissä eivät saata olla saman 

tason suuntaisia; sillä ne ovat samansuuntaiset kuin 

kolme koonin emäviivaa, ja nämähän eivät saata olla sa- 
malla tasolla. ; 

Kaksi suoraa eri systeemeissä ovat aina sa- 
malla tasolla. Yhtälöt (2) ja (w) toteutuvat Sittin yht’- 
aikaa arvoilla. 

Z ae _ du+i = ku—1 
  

a 5 Pee ee eR GE ye 

ja näiden kautta määrätään koordinaatit pisteelle, joissa suo- 
rat (4) ja (u) leikkaavat toisensa. Jos 4+w=0, niin 
leikkauspiste on äärettömän kaukana ja suorat yhdensuun- 
taisia. 

Kukin suora toisessa sarjassa leikkaa siis (joko äärellisen 
tahi äärettömän matkan päässä) kaikki toisen sarjan suorat. 
Tämän nojalla saattaa hyperboloidin kuvata suorilla viivoilla. 
Olkoot M, M', M” kolme suoraa sarjassa (m); kukin suora 
L, sarjassa (2) kohtaa nämä kolme, ja hyperboloidin saattaa 
niin muodoin ajatella L-suoran muodostamaksi siten, että se 
liukuu kolmea annettua suoraa M, M", M” myöten. Suoran 
liikunto onkin täten täydellisesti määrätty, sillä kunkin pis- 

teen kautta suoralla M saattaa kulkea ainoastaan yksi suora, 
joka samalla kohtaa suorat M', M", nimittäin niiden kah- 
den tason leikkaussuora, jotka kulkevat mainitun pisteen 
sekä kumpaisenkin suoran (M', M”) kautta. 

250. Päin vastoin saattaa todistaa, että suora L, 
liukuen kolmea kiinteätä suoraa myöten, jotka ei- 
vät ole saman tason suuntaisia, muodostaa yksivaip- 
paisen hyperboloidin. Ajateltakoon nimittäin kunkin suo- 
ran M, M, M" kautta kulkevaksi kaksi tasoa toisten kah- 
den suoran suuntaisina; silloin muodostavat nämäkuusi tasoa 

parallelipipedin, jossa puheenalaiset suorat ovat kolme eri
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särmää, jotka eivät kohtaa toisiansa. Otetaan tämän paral- 
lelipipedin keskiö originiksi ja pannaan koordinaati-akselit 

särmäin suuntaisiksi, jotka merkitään 2a, 20, 2c. Kolmelle 

suoralle M, M', M” saadaan silloin seuraavat yhtälöt: 

y=, 
Z= -c 

AEEA, 
X =, 

ER 

y= b; 

      

liikkuvan L-suoran saattaa lausua näin: 

2. YTY 22 

Le IRON 

Tämän suoran yhteensattuminen kolmen ensinmainitun kanssa 

lausutaan seuraavilla ehdoilla: 

  
    

  

y—b_ ate 
Mae HS x 
2—60 x'a 

OAI Ri 
x—a y+Db 

G. 
Kertomalla nämä yhtälöt keskenänsä poistetaan suureet 

I, m, n ja niin muodoin saadaan 

(x' — a) (y — b) (2 — 0) = (a +a) (y' +5) (2 +0), 

ja tämä kaava on voimassa, merkitkööt x', y', 2' koordinaa- 
teja mille pisteelle hyvänsä liikkuvalla L-suoralla, tämän 

ollessa missä asemassa tahansa; niin muodoin edustaa se 

itse L-suoran muodostamaa pintaa. Heitettyämme aksentit 

pois, saamme edellisestä kaavasta 

aye + bae+exy ++ abe=0. 

Tämä kaksiasteinen yhtälö edustaa pintaa, jolla on origini 
keskiönä. Me tiedämme sen olevan linjaperäisen; kooni se 
ei ole, kosk'ei pinta kulje keskiön kautta; sen täytyy siis 

olla yksivaippainen hyperbola. 

Paraboloidit. 

251. Paraboloideja edustaa seuraava yhtälö, jossa ylä- 
merkki kuuluu. elliptiseen ja alamerkki hyperboliseen para- 

boloidiin:
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(1) TI = 
Dd 

Ensin otetaan tutkittaviksi kumpaisenkin pinnan tasoleik- 

kaukset. Leikatkoon niitä aluksi seuraava taso: 
2 =mx+nyd-h, . 

joka ei ole pinnan akselin (z-akselin) suuntainen. Poistet- 
tuamme näistä ee 2-suureen, saamme yhtälön 

yt 8 = mæ nyh, 

joka edustaa leikkausviivan projektionia xy-tasolla. Tutkit- 
tuamme tätä 97 $:ssä osoitetulla tavalla, huomaamme tämän 
projektionin ellipsiksi tai hyperbolaksi, sitä myöten kuin käy- 
tämme + tai — merkkiä. Koska projektioni silminnähtä- 

västi ei saata olla muun laatuinen kuin itse projicioitu koo- 
nillinen leikkaus, niin seuraa siitä, että kukin taso, joka 

ei ole akselin suuntainen, leikkaa elliptisen para- 

boloidin ellipsiä myöten ja hyperbolisen hyperbo- 
lata myöten. Tähän yleiseen määräykseen kuuluvat myös- 
kin mainittujen viivain sivulajit; ellipsi saattaa nimittäin su- 
pistua pisteeksi, hyperbola kahdeksi suoraksi. 

Olkoon toiseksi leikkaustaso z-akselin suuntainen ja 
sen yhtälönä 

x = my + h. 

Poistettuamme x-suureen tästä ja pinnan yhtälöstä (1), saamme 
leikkausviivan projektionille yz-tasolla yhtälön 

(qm?+ p)y? + 2mghy — 2pge + gh? = 0. 
Tämä edustaa ylipäänsä parabolata. Mutta parabola supis- 
tuu yhdeksi suoraksi, jos ensimmäisen terminin koefficientti 
katoaa, mikä saattaa tapahtua ainoastaan silloin kuin käyte- 
tään alamerkkiä ja kun samalla on 

m= +)? 

§:. 70, kun pintana on hyperbolinen paraboloidi ja leikkaus- 
taso 2 = my +h on samansuuntainen kuin jompikumpi niistä 

tasoista, joilla on yhtälönä 
Š 2 2 

© ses ml)
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ja jotka eivät ole muuta kuin jo 202 $:ssä mainitut joh- 
totasot. 

Tästä seuraa: kukin akselin suuntainen leik- 
kaus elliptisessä paraboloidissa on parabola, ja 
sama on leikkauksen laita hyperbolisessakin pa- 

raboloidissa, sillä lisäyksellä vaan, että leikkaus 

supistuu suoraksi viivaksi, jos leikkaustaso on jom- 
mankumman johtotason suuntainen. 

252. Tangentti- ja diametraali-taso. -— Yhta- 
löksi tasolle, joka sivuaa jompaakumpaa parabolata (1) pis- 

teessä (x, y, 2), saadaan 

— H =F. 
Pad 

Jos taas /, m, n merkitsevät suuntacosineja joukolle yhden- 
suuntaisia jänteitä, niin on vastaavan diametraali-tason yhtälö 

i +" =n. 
d 

Yhtälön muoto osoittaa diametraali-tason aina olevan pin- 

nan akselin suuntaisen. 
Jänteiden ollessa x-akselin suuntaisia, s. 0. £= 0, m = 0, 

n=1, siirtyisi taso äärettömän kauas ja sen suunta olisi 
epämääräinen; toisin sanoen, sitä ei olisi olemassakaan. 
Mutta kaikissa muissa suunnissa kulkeville jänteille saadaan 
aina akselin suuntainen diametraali-taso; päinvastoin kuuluu 
kuhunkin .semmoiseen tasoon joukko yhdensuuntaisia jän- 
teitä. Tästä seuraa, että kaikki paraboloidin diametrit ovat 

akselin suuntaisia ja että kukin akselin suuntainen suora on 
diametri. 5 . 

Jänteiden kulma, diametraalitasoa vastaan vaihtelee jän- 
teiden suuntain mukana. Puheenalaisen kulman sinillä on 

m? 2 

osottajana a+ ba ja jos tämä lauseke on nolla, niin on 

diametraalitaso jänteiden suuntainen. Näin on asianlaita ai- 
noastaan hyperbolisessa paraboloidissa, jänteiden ollessa 

jommankumman johtotason (2) suuntaisia. Helposti huo-
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maa, että diametraalitasokin on silloin saman johtotason 
suuntainen. 

253. Liitto-diametreja ei ole kumpaisellakaan parabo- 
loidilla; löytyy kumminkin äärettömän monta vinokulmaista 

koordinaatistoa, jossa paraboloidin yhtälöllä on sama yksin- 
kertainen muoto kuin (1). 

Otetaan ensin tarkastettavaksi elliptinen paraboloidi. 
Ajateltakoon jonkun pisteen A kautta sen pinnalla vedetyksi 
diametri ja tämän kautta taso mihin suuntaan hyvänsä. Ta- 
son ja pinnan leikkauksena on, niinkuin jo sanottiin, para- 
bola. Kun nyt piste A otetaan originiksi, diametri ¢-akse- 

liksi, parabolan tangentti A-pisteessä &-akseliksi ja pannaan 
n-akseli niiden jänteiden suuntaiseksi, jotka &&-taso jakaa 
kahtia, niin pinnan yhtälö tässä uudessa koordinaatistossa 

on muodoltaan seuraava: 

El hallat. 
p ar H = 26; 

sillä 7 saattaa olla ainoastaan neliönä, ja kun 4 = 0, saa- 
daan parabolan yhtälö diametrissa ja tangentissa. Lisäksi 
täytyy vasemman jäsenen terminien olla yhdenmerkkisiä, sillä 
&n-tason suuntaiset leikkaukset olisivat muutoin hyperbolia, 
joka on mahdotonta. Saattaa niin muodoin otaksua p' ja g' 
positivisiksi. 

Tästä näkyy, että &&-tason suuntaiset leikkaukset ovat 

parabolia, joilla on sama parametri, ja koska mainittuna 
tasona saattaa olla mikä diametraalitaso hyvänsä, niin seu- 
raa siitä, että kaikki pääakselin suunnassa kulkevat 
yhdensuuntaiset tasot leikkaavat pintaa yhteellisiä 
parabolia myöten. 

Kaikki &r-tason suuntaiset leikkaukset ovat yhdenmuo- 
toisia ellipsejä, joiden keskiöt ovat akselilla. Kun Gi 0, 
supistuu ellipsi pisteeksi, nimittäin originiksi, jolloin &n-taso 
sivuaa pintaa tässä pisteessä. 

254. Hyperbolista paraboloidia tutkiaksemme, otamme 
niinkuin «edellisessäkin §:ssi & ja €-akseleiksi tangentin ja 
diametrin ja teemme 7-akselin &&-tason liittolaiseksi. Tässä
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on huomattava kumminkin, että E&-taso ei saa olla kumpai- 

senkaan johtotason suuntainen, sillä silloin &- ja -akselit 
yhtyisivät. Mainitulla tavalla valitussa koordinaatistossa 

saamme pinnalle tänmuotoisen yhtälön: 

al don f , 

DI 
Tässäkin ovat &£-tason suuntaiset leikkaukset yhteellisiä pa- 
rabolia, ja sama on niin muodoin laita ylipäänsä kaikkien 
akselin suunnassa kulkevain yhdensuuntaisten leikkausten. 

Kaikki &n-tason suuntaiset leikkaukset ovat yhdenmuo- 
toisia hyperbolia, jotka supistuvat kahdeksi suoraksi, kun 
£=0. Näitä suoria kuin myös hyperbolan asymptooteja 
edustaa yhtälö 

merkiten kahta tasoa, jotka kulkevat &-akselin kautta ja 
ovat johtotasojen suuntaisia, koska kumpikin niistä leikkaa 
pinnan suoraa viivaa myöten. Nämä tasot sisältävät niin 
muodoin asymptootit kaikille puheenalaisille hyperbolisille 
leikkauksille. Itse &r-taso sivuaa pintaa originissa ja leik- 

kaa sitä samalla kahta suoraa myöten. 
Jos viimeksi: mainitut suorat otettaisiin & ja y-akse- 

leiksi, niin saataisiin hyperboliselle paraboloidille peräti yk- 
sinkertainen yhtälö, muodoltaan 

in = kb; 
sillä jos siinä &-suureelle annetaan mikä arvo hyvänsä, niin 
saadaan hyperbolan yhtälö asymptooteissa. 

255. Pyöriö-leikkaukset. — Hyperbolinen parabo- 
loidi on kaksiasteisista pinnoista ainoa, jolla ei ole yhtään 
elliptistä, niin muodoin ei yhtään pyöriö-leikkaustakaan. 
Tarkastaminen siis on ainoastaan elliptistä paraboloidia. 

Jos yksi paraboloidin leikkaus on pyöriö, niin ovat 

kaikki sen suuntaiset leikkaukset myöskin pyöriöitä, joiden 
keskiöt ovat diametrilla. Tämän diametrin kautta kulkeva, 

pyöriöleikkausten tasoille kohtisuora taso jakaa nähtävästi 

pinnan kahteen symmetrilliseen puoliskoon ja on niin muo-
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doin päätaso. Kun paraboloidin yhtälö suorakulmaisissa koor- 
dinaateissa on 

x? yli 

ne ea 
niin mainittuna päätasona on välttämättömästi joko x2- tai 
ye-taso. 

Tarkastettakoon erittäin originin kautta kulkevaa pyöriö- 
leikkausta ja ajateltakoon pyöriön keskiön kautta vedetyksi 
suora kohtisuoraksi sen tasolle. Tämä suora kohtaa 2-akse- 
lia jossakin pisteessä, 2=r, ja pyöriötä saattaa niin muo- 
doin pitää paraboloidin ja semmoisen pallon leikkauksena, 
jonka yhtälö on 

r r r 

Otettuamme tämän yhtälön pois edellisestä, saadaan yhtälö 
koonille 

1 l 1 1 g? 
RER gree M es JAT Harder 

jonka kärki on originissa ja joka kulkee pallon ja paraboloi- 
din leikkauskäyrän kautta. Tämä kooni supistuu kahdeksi 
tasoksi, kun » on yhtäsuuri kuin isompi parametreista p, g. 
Olkoon p> ja x =p; edellisestä yhtälöstä tulee silloin 

(p—-Qy? = 92%, 

ja tämä edustaa kahta tasoa, jotka kulkevat originin kautta 
ja leikkaavat. paraboloidia pyöriöissä. Elliptisellä parabo- 
loidilla on niin muodoin kaksi sarjaa yhdensuuntaisia pyöriö- 
leikkauksia. Äärimmäiset niistä ovat pelkkiä pyöriöpis- 
teitä, joiden koordinaatit ovat 

a=0, ys=+t/p-o asa 

256. Hyperbolisen paraboloidin suorat emävii- 

vat. — Paraboloideista on ainoastaan hyperbolinen senlaa- 
tuinen, että eräät leikkaukset siinä supistuvat suoriksi vii- 
voiksi. Otettakoon nämä suorat tarkemmin tutkittaviksi. 

18
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Ennen jo (251 $:ssä) on huomattu, että kukin taso, 
joka on jommankumman johtotason suuntainen, leikkaa pin- 

Kuva 93. taa suoraa viivaa myöten. 
Leikkaavan tason liikku- 
esssa johtotason suuntai- 
sena, saadaan sarja suoria, 

jotka yhteensä muodosta- 
vat koko pinnan. Toinen 
samallainen sarja saadaan 
kun leikkaava taso liikkuu 
toisen johtotason suuntai- 
sena. Hyperbolisella para- 
boloidilla on siis kaksi eri 

sarjaa suoria emäviivoja, joista toinen on toisen, toinen toi- 
sen johtotason suuntainen: 

Kunkin pisteen P kautta pinnalla kulkee kaksi eri sar- 
jaan kuuluvata emäsuoraa; sillä jos P-pisteen kautta pan- 
naan kaksi johtotasojen suuntaista tasoa, niin on kumpaisen- 
kin leikkauksena pinnasta suora viiva. Taso, joka sisältää 
nämä molemmat suorat, sivuaa pintaa pisteessä P. Saman 
pisteen kautta ei saata vetää pinnassa useampia suoria kuin 
kaksi, sillä koska semmoisten suorain tulee olla samassa 

tangenttitasossa, niin leikkaisi tämä pintaa korkeammassa 

viivastossa kuin kaksiasteisessa; mikä on mahdotonta. 

Jos P-piste on toisella tai toisella parabolisella pääleik- 
kauksella, niin on tangenttitaso kohtisuora leikkaustasolle ja 

sisältää silloin myös parabolan tangentin mainitussa pisteessä. 

Tästä näkyy, että emäsuoran projektioni päätasolle sivuaa 
sitä parabolaa, jossa taso leikkaa pinnan. 

257. Yhtälöt kummallekin sarjalle suoria, jotka saat- 
taa vetää hyperbolisella paraboloidilla, saadaan suorastaan 

pinnan yhtälöstä 

  
"md 2 

TI =. 
pP g 

Tämän saattaa nimittäin ajatella tuloksi seuraavista yhtä- 

löistä:
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22 
vin Sees 

(2) Va A 

y EJ 

o Va 
jotka, kun parametri % on epämääräinen, niinmuodoin edus- 
tavat joukkoa pinnalla olevia suoria. Sama tulo saadaan 

myös yhtälöistä 

Mi 8 
(w) VP, Varia At 

x Yisa 

Vp aari 4 
jotka siis edustavat toista sarjaa suoria emäviivoja. 

Helppo on todistaa, niinkuin 248 $:ssäkin, että kunkin 

pisteen kautta pinnalla saattaa vetää kaksi suoraa, joista 

toinen kuuluu sarjaan (4) ja toinen sarjaan (p), ja tästä seu- 
raa, että kummankin sarjan suorat muodostavat koko pa- 
raboloidin. Yhtälöjen muoto osoittaa, eftä kaikki suorat sar- 
jassa (A) ovat samansuuntaiset kuin johtotaso 

DSI o 
V= Vg 

ja kaikki suorat sarjassa (uw) samansuuntaiset kuin johtotaso 

ah SN; 
Vp Va 

nämä sarjat ovat niin muodoin samat kuin nuo ennen mai- 
nitut suorain emäviivain sarjat. 

258. Samoin kuin 249 &:ssä, saattaa tässäkin todis- 
taa, että kaksi suoraa samasta sarjasta eivät saata olla sa- 
malla tasolla ja että päinvastoin kaksi eri sarjain suo- 
raa aina ovat samalla tasolla. Kukin toisen sarjan. suora 
kohtaa siis (äärellisen tai äärettömän matkan päässä) kaikki 

toisen sarjan suorat. 

Jos sarjassa (u) otetaan kolme suoraa M, M', M"' mie- 
linmäärin ja neljäs suora L pannaan liukumaan niitä myöten, 
niin että se joka silmänräpäyksessä kohtaa niitä kaikkia,
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niin on L-suoran liikunto siten kaikin puolin määrätty; sen 
täytyy siis jokaisessa asemassaan yhtyä emäviivaan sarjasta 
(4) ja sillä tavoin muodostaa hyperbolinen paraboloidi. 

Saattaisi L-suoran liikunnon määrätä toisinkin, nimit- 

täin niin, että se liukuu kahta toisen sarjan emäviivaa myö- 
ten, ollen alinomaa toiseen sarjaan kuuluvan johtotason suun- 

taisena; sillä selvähän on, että liikkuvan suoran täytyy täs- 
säkin tapauksessa yhtyä perättäin jokaiseen toisen sarjan 
emäviivaan. 

259. Tämä nyt todistettu väite hyperbolisesta parabo- 
laidista on voimassa myöskin päinvastoin lausuttuna. Sen 
todistamiseksi on ratkaistava seuraavat kaksi probleemaa. 

1:0) Haettakoon ura suoralle Z, joka liukuu 

kolmea kiinteätä suoraa M, M', M" myöten, jotka 
ovat erään tason suuntaisia. 

Otetaan originiksi joku piste O suoralla M ja pannaan 
OX-akseli pitkin tätä suoraa, OY-akseli M'-suoran suun- 

taiseksi ja OZ-akseli niin, että se kohtaa kaikkia kolmea 
johtosuoraa; suorain yhtälöiksi saamme siis 

y=0, 
10) 

pa, 

2 =: (a) (1) 0 e geek. 

Suoraa, joka yht’aikaa kohtaa kahta edellistä viivaa, sopii 
aina pitää kahden tason leikkauksena, joista toinen kulkee 

suoran M ja toinen suoran M' kautta, mutta joilla muutoin 
saattaa olla mitkä suunnat hyvänsä. Sen yhtälöt ovat niin 
muodoin 

y=he, 2= pe (e—h). 

Jotta tämä suora kohtaisi myöskin suoran M”, täytyy olla 

Ak + um (h — k) = 0. 

Poistettuamme suureet 4 ja u kolmesta viimeksi johdetusta 
yhtälöstä, saadaan haetulle uralle yhtälöksi 

kyz + m (h — k) xz —hky = 0. 

Tämä kaksiasteinen yhtälö edustaa keskiötöntä pintaa, sillä 
siitä ei saata poistaa yksi-asteisia terminejä, vaikkapa koor-
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dinaatisto siirrettäisiin itsensä suuntaisesti mihin pisteesen 

hyvänsä. Pintana on siis joko paraboloidi (hyperbolinen tai 
elliptinen) tahi parabolinen cylinderi. Koska kumminkin 
emäviivat eivät ole yhdensuuntaisia, niin ei se saata olla 
parabolinen cylinderi; elliptinen paraboloidi se ei myöskään 
saata olla, koska sen kaltaisella pinnalla ei ole suoria emä- 
viivoja; se on niin muodoin hyperbolinen paraboloidi. 

2:0) Mikä on se pinta, jonka muodostaa suora 
L, liukuen kahta kiinteätä suoraa M, M' myöten 
ja pysyen annetun tason suuntaisena? 

Sopivimmasti valitaan koordinaatisto seuraavalla tavalla. 

Annettu taso otetaan vy-tasoksi: origini O pannaan keski- 

väliin niitä pisteitä, joissa suorat M, M' leikkaavat mainit- 

tua tasoa; y-akseliksi otetaan näiden pisteiden yhdistysuora. 
Taso xz asetetaan niin, että se sisältää ne suorat Om, Om, 
jotka originin kautta vedetään samansuuntaisiksi kuin M ja 
M', joten x-akselin suunta on määrätty. Vihdoin pannaan 

z akseli niin, että se jakaa kahtia ne jänteet, jotka kulmassa 
mOm' vedetään z-akselin suuntaisiksi. Annetuille suorille 
saadaan sillä tavoin tänmuotoiset yhtälöt: 

Y= a, n (Y=, 
CE 2 = mu, TI lz=— me. 

Suoraa, joka on zy-tason suuntainen, edustavat yleensä 

yhtälöt 
(1) = 2=7, y=axt6. 

Jotta se kohtaisi suoria M ja M", täytyy olla 

B= 0. ap = Ma, 

Kun nyt näiden suhtain nojalla poistetaan «, P, y yhtälöistä 
(L), niin saadaan haetulle uralle yhtälöksi 

yl = max; 

tämä ura on niin muodoin hyperbolinen paraboloidi. 
Kun hyperbolinen paraboloidi muodostuu edellisessä 

» probleemassa esitetyllä tavalla, niin emäviiva, perättäisissä 

asemissaan L, L', L" ,.., leikkaa suorat M, M' samassa
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suhteessa. Koska se nimittäin kaikissa näissä asemissaan 
on annetun tason suuntainen, niin saattaa kunkin suoran 

L, L', L"... kautta panna tason tämän johtotason suuntai- 
seksi, ja tiettyhän on, että suuntaiset tasot leikkaavat sa- 
massa suhteessa mitkä suorat hyvänsä. Tämän nojalla saat- 
taa varsin sievällä tavalla tehdä korkokuvan hyperbolisesta 
paraboloidista. Sitä vasten otetaan kiero nelikulmio (jonka 
sivut eivät ole samalla tasolla); vastaiset sivut jaetaan 
yhtämoneen yhtäsuureen osaan ja vastaavaiset jakopisteet 
yhdistetään langoilla. 

Edellä olevissa probleemoissa niinkuin 250 &:ssäkin 
olemme tahallamme esittäneet liikkuvan suoran yhtälöitä eri 
muodoissa, samalla osoittaaksemme millaisia eri keinoja saat- 
taa käyttää senkaltaisten probleemain ratkaisemiseksi.
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