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Alkulause. 

Kuin tästedes Suomen oppilaitoksissa ruvetaan opetuskielenä 

suomea käyttämään enemmän kuin ennen, niin suomalaisia ope- 

tuskirjoja tullaan myös aina enemmän tarvitsemaan. Tämmöisiä 

kirjoja onkin Suomalaisen Kirjallisuuden Seura viime aikoina 

ahkerasti painattanut.  Suuruustieteessä on kuitenkin tähän asti 

vähä ja nekin vaillinaisia kirjoja painosta tullut. Sentähden 

toivon tämän nyt ilmestyvän kirjan ensi tarpeessa olevan avuksi. 

Kirjaa toimittaessani olen enimmiten seurannut M. BPourdowin 

„Eléments d'algèbre“ ja J. E. Bergrothin „Elementar-lärobok i 

algebran“. Esimerkit ja kysymykset ovatkin melkein kaikki otetut 

viimeksi mainitusta kouluissamme yleisesti käytetystä opetuskir- 

Jasta. Epätasaisuuksia kielessä liiatenkin nimityssanoissa on va- 

litettavasti tullut kirjaan ja vaikea niitä on olluikin välttää tässä 

ensimäisessä tämänlaisessa teoksessa kuin heitä vaan ei liian paljo 

Ja vaarallisia olisi. 

Helsingissä syyskuussa 1865. 

H. P.
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Johdanto. 

Sl 
Suuruustiede jakautuu, esineitensä mukaan, kahteen osaan, 

jotka ovat ftila-suuruustiede eli mittausoppi ja luku-suuruustiede 

eli Zwunlasku. Mittausopin esineet (tilasuuruudet) ovat kaikki ne, 

joilla on ulottuvaisuus avaruudessa, joko ainoastaan pituus tai 

laajuus (pituus ja leveys) eli tilavuus (pituus, leveys ja paksuus). 
Jonkun suuruuden mittaaminen on sen ja mitan, s. o. toi- 

sen isoutensa puolesta tunnetun samanlaatusen suuruuden, vä- 

lillä olevan suhteen etsiminen, s. +. s. tiedustaminen kuinka monta 

kertaa mitta taikka kuinka iso osa siitä mahtuu suuruuteen. 

Tämän (jonkun suuruuden ja sen mitan välillä olevan) suuh- 

teen ilmoittaja saapi nimen 7ukusuuruus, jolla siis vastataan ky- 

symykseen: kuinka monta eli kuinka iso osa? 

Mitattava suuruus voipi olla yhtä iso kuin mittakin. Silloin 

on suuruuden ja mitan välillä olevan suhteen ilmoittaja yksi, koska 

mitta mahtuu juuri yhden kerran mitattavaan suuruuteen. Vii- 

menen voipi myös olla tarkoin yhtä iso kuin joku mittapaljous, 

jolloin suhteen ilmoittaja on paljous ykkösiä. 

Jos mitattava taas on pienempi mittaansa eli mitatessa joku 

sitä pienempi osa jääpi yli koko mittapaljoudesta, niin silloin on 

mitta jaeltava pienempiin yhtä isohin osiin ja suuruus mitattava 
yhdellä niistä. Silioin on suhteen ilmoittaja joku paljous yhtä 

isoja osia ykkösestä. Jos esm. joku viiva olisi 5:den kyynärän 

pituinen, niin 5 olisi sen ja kynärän pituisen viivan välillä ole- 

van suhteen ilmoittaja. Jos kyynärä vielä otetaan mitaksi, niin 
suhteen ilmoittaja esm. 7 tuuman pituisen viivan ja mitan vä- 

lillä on 53%, koska viivaan mahtuu juuri 7 neljäkolmattakymme- 

nettä osaa mitasta. 

Koska nyt nämä suhteen ilmoittajat eli lukusuuruudet ovat 
joku paljous, joko ykkösiä eli yhtä isoja osia ykkösestä, niin yk- 
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könen on se juuri, josta ne jollain tavalla saadaan, s. t. s. ykkö- 

nen on näiden (lukusuuruuksien) mitta. 

Paljous ykkösiä saapi nimen kokoluku, ja paljous yhtä isoja 
osia ykkösestä taas saapi nimen murtoluku. 

Semmoisia suuruuksia, joista toinen voidaan tarkoin mitata 

toisella eli jollakin osalla toisesta, sanotaan /eskenänsä mitallisiksi. 

Kaikkia lukuja taas, jotka voidaan tarkoin mitata ykkösellä eli 

jollakin osalla ykkösestä, sanotaan mitallisiksi. 

Semmoisia ovat kaikki kuko sekä murtoluwut. 

Mutta semmoisiakin samanlaatusia suuruuksia löytyy, joi- 

denka keskinäistä suhdetta ei tarkoin voida merkitä ykkösellä eikä 

millään osalla ykkösestä, vaan kuitenkin niin lähimäärin kuin tah- 

dotaan. Tämmöisiä nimitetään itatlomiksi keskenänsä ja niiden 

välillä olevan suhteen ilmoittajaa mitaltomaksi heuksi, koska sitä 

ei voida milata millään osalla ykkösestä. Niin ovat esm. neliön 

lävistäjä ja siva keskenänsä mitattomat ja niiden välisen suhteen 

ilmoittaja /2 mitaton lukusuuruus. Niin myös ovat ympyrän kehä 

ja säde mitattomat keskenänsä ja niiden suhteen ilmoittaja (x) 
mitaton lukusuuruus j. n. e. Tämmöisten lukujen isous voidaan 

kuitenkin määrätä niin lähimäärin kuin tahdotaan ja niitä siis 

lähennellen verrata ykköseen, jonkatähden ykkönen pidetään myös 

niidenkin mittana. 

S 2. 

Lwunlasku on yhden eli useamman tuntemattoman luun 

etsiminen sen eli niiden ja tuttujen lukujen välillä olevien tietty- 

jen keskuuksien johdolla. 

Lwunlaskun esineet ovat nyt edellä määritetyt lukusuuruu- 

det ja jos siinä käytetään ainoastansa määrättyjä, aina saman- 

arvoisia lukuja, s. o. numerolukuja, niin sitä nimitetään lyhyesti 
vaan lwunlaskuksi, vaan jos siinä käytetään, paitsi määrättyjä, 

myös määrämättömiä ainoastaan merkillä esiteltyjä lukuja, joidenka 
arvot siis voivat olla mitkä hyvänsä, niin sitä nimitetään yleislas- 

kuksi. Määrättyjä ovat kaikki niin hyvin mitalliset kuin mitatto- 

matkin numerolwut, esm. 2, 5, 7, V3, j. n. e. Määräämättömiä 

lukuja merkitään kaikilla kirjaimilla esm. a, 0, €, %, y,... 4, 
B, €, X, Y,... ja ne voivat merkitä minkälaisia ja mitenkä



isoja tai pieniä mitallisia tai mitattomia lukuja hyvänsä. Itse 

lw'unlaskutyötkin merkitään yleislaskussa, eri merkillä, joidenka 

merkitykset ja käytäntö nyt ovat selitettävät. Merkit ovat seuraavat. 

V:ksi.  Fnennös eli lisämerkki A ja vähennös eli poisto- 

merkki < 

Edellistä (+) käytetään jokaisen suuruuden edellä, joka on 

pantava edellä seisovaan, s. o., jolla joku toinen on lisättävä. 

Jälkimäinen (—) pannaan taas semmoisen suuruuden edelle, 

joka on poisotettava edellä seisovasta suuruudesta, s. o., jolla 
edellä seisova suuruus on vähenettävä. 

Näiden merkkien latinaiset nimet ovat: enennösmerkin plus 

ja vähennösmerkin inus, joita suomessakin lyhyyden vuoksi voipi 

käyttää, ken tahtoo. 

2:ksi.  Kerrosmerkit X eli -, joita käytetään suuruuksien 

välillä, jotka ovat kerrottavat toinen toisella, s. t. s. joidenka tulo 

on saatava. Kerrottavat yleislasku suuruudet, nimittäin puustavit, 

kirjoitetaan kuitenkin tavallisesti vierekkäin ilman mitäkkään mer- 
kittä välillänsä, vaan numerolakujen välille, joidenka tulo on saa- 

tava, pitää aina kerrosmerkki pantaman tulon eroittamiseksi siitä 

lusta, jonka numerot merkittä välillänsä tekisvät, luettuina kym- 

men-luku järjestyksessä. Niin on esm. 4X6 neljän ja kuuden 
tulo 24 vaan 46 kuusiviidettäkymmentä, mutta a X? eli a-b on 

sama kuin ab, s. o. tulo, joka saadaan, & kertoen a:lla. 

3:ksi. Jakomerkki:, joka pannaan jokaisen suuruuden edelle, 

jolla edellä seisova on jaettava. Jakomerkkinä käytetään usiasti 
myös tavallista murtolu'un merkkiä, viivaa (—), jonka yläpuo- 

lelle jaettava suuruus ja alapuolelle jakaja kirjoitetaan. 

A:ksi.  Alukemerkki / , joka pannaan suuruuden etu- ja ylä- 

puolelle, josta aluke on otettava ja se luku, joka näyttää kuinka mo- 

nes (mikä aluke) suuruudesta on otettava pannaan merkin ylä-kul- 

maan. Tätä lukua nimitetään alukkeen näyttäjäksi eli alottimeksi. 

Kolmas aluke 8:sta esm. merkitään näin; 1/8. 

B:ksi. — Yhtä-isouden merkki = ja epä-isouden merkki > 

eli <. Ensimäistä käytetään kahden yhtä ison suuruuden välillä 

niiden yhtä-isouden merkitsemiseksi ja jälkimäistä taas kahden isou- 

tensa puolesta erilaisen suuruuden välillä, jolloin isompi suuruus 

pannaan merkin avo- ja pienempi sen umpi-puolelle.



6:ksi. Sulkumerkki (), Jota käytetään kahden eli usiamman 

suuruuden kahden puolen, jotka laskussa kuuluvat yhteen. Niin 

merkitsee esm. (2+3)-4, että 4 on kerrottava 2:den ja 3:men 

summalla, josta saadaan tulo 20, vaan 2+3-4 merkitsee 2:den 

ja 3-4:jän summaa 14. 
Näiden merkkien selitykseksi otamme vielä seuraavat esi- 

merkit. 5+2 merkitsee, että 2 on pantava 5:teen eli 5 enen- 

nettävä 2:lla, joten saadaan 7. +490 merkitsee summaa, joka 
tulee kuin a lisätään 0:llä, olivatpa a ja & sitte mitä lukuja hy- 
vänsä. 5+2, 4+9 j. n. e. lausutaan viisi lisäksi kaksi, (viisi 

plus kaksi), a lisäksi 0, (a plus &) j. n. e. 5—2 taas merkit- 

see lähdettä, joka jääpi, kuin 2 otetaan pois 5:stä. 

Niin myös merkitsee « — b tähdettä, joka saadaan, kuin O ote- 

taan pois a:sta ja sanotaan a vähennetty 2:llä taikka a pois b, (a mi- 

nus È). a.b eli ab sanotaan a kertaa b ja merkitsee tuloa, joka 
saadaan, kuin & kerrotaan a:lla. Niin merkitsee 2X3 että 3 on 

otettava 2 kertaa, joka tekee 6. 12:4 merkitsee että 12 on 

jaettava 4:llä, josta saadaan osaksi 3. a:0 sanotaan a jaettu D:llä 

ja merkitsee siitä jaosta saatua osaa. = merkitsee myös samaa 

ja luetaan samoin. a4=20 sanotaan a yhtä iso kuin 0 ja mer- 
kitsee näiden suuruuksien yhtäläisyyttä isoutensa puolesta. 7—3=4 

merkilsee, että 7 vähennetty 3:lla on yhtä iso kuin 4. a> eli 
b<a merkitsee, että a on isompi kuin b eli È pienempi a:ta. 

S 3. 

Edellisessä pykälässä on jo nähty, että kuin joku luku lisä- 

merkin kanssa kirjoitetaan toisen jälestä, niin sillä tarkoitetaan, 

että se entinen on lisättävä jälestä kirjoitetulla lwulla, luku siis 

enenee, ja että poistomerkillä varustettu luku kirjoitettuna toisen 
jälestä vähentää sitä. Eri merkillä varustetut lu'ut pantuina toi- 

siin tekevät siis erilaiset, vastaiset vaikutukset. —Merkkinensä 

on niillä sentähden eri merkitys kuin lwuilla ilman merkittä, ne 

ovat enentäviä tai vähentäviä, sen mukaan kuin merkki on + 

eli —. Lukua, varustettuna kumpasella näistä merkistä hyvänsä, 
sanotaan, eroitukseksi lw'uista ilman merkittä, yleislaskusuuruu- 

deksi, lisämerkillä varustettua /sä- ja poistomerkillä poistosuuruu-
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deksi. Lukua, joka merkkinensä tekee joko lisä- tai poislosuu- 

ruuden, sanotaan suuruuden nwmero-arvoksi. Bri merkkisiä suu- 

ruuksia sanotaan vastaisiksi ja semmoiset, joilla on sama numero- 

arvo, vaan eri merkit, saavat nimen vastfinaiset. 

Puustavia ei käytetä yleislaskussa ainoastaan lukujen vaan 

myöskin kaikkien lisä- sekä poistosuuruuksien merkitsemisemiseksi. 

Koska eri merkkiset suuruudet ovat vastaiset, (tekevät toi- 

siin pantuina vastaiset vaikutukset), niin niillä merkityt aineet ovat 

myös lu'unlaskussa aina vastaiset, toisiansa vähentävät eli muu- 

ten vasta suuntaiset. Jos esm. lisäsuuruuksilla merkitään omai- 

suutta, niin poistosuuruudet merkitsevät silloin velkaa tai mak- 

sua ja päin vastoin merkitsevät poistosuuruudet omaisuutta eli 

saamista, kuin lisä suuruuksilla merkitään velkaa. 

Matkoja jostakin alkupaikasta yhdänne päin lisä suuruuksilla 

merkitessä, merkitsevät poisto suuruudet matkoja 14 

vastanne päin. Kuin esm. +2 tuumaa merkitsee a 2 

matkaa pisteestä 4 toiseen D, joka on 2 tuumaa 4:n oikealla puolella, 

niin — 3 tuumaa esm. merkitsee matkaa 4:sta £:hen, joka on pit- 

kin samaa linjaa mitaten 3 tuumaa 4:n vasemmalla puolella. Jos 

joku matkustaisi jostakin paikasta esm. m peninkulmaa yhdänne 
päin ja sitte kääntyisi takasin samaa tietä, niin olisi, hänen % 
peninkulmaa takasin päin kulettuansa, matka hänen ja lähtöpaik- 
kansa välillä, yleislaskussa merkittynä, m —2» peninkulmaa, koska 

viimenen vaelluksensa vähentäisi mainittua matkaa, ollen ensi- 

mäisen kanssa vasta suuntainen. Samoin merkitään aikoja josta- 

kin määrä arasta eteen ja takasin päin vastaisilla suuruuksilla. 

Niin antaa yleislasku kysymyksiin: kuinka kawan pitää ihmisen 

A, joka on syntynyt vuona 1855, elämän vielä eteenpäin vuodesta 
1865 tullaksensa 25 ja kuinka kauan tullaksensa 45 vuoden van- 
haksi? vastaukset —5 ja +15 vuotta, s. ft. s. tullaksensa 25 vuo- 

tiaaksi pitäisi hänen elää 5 vuotta takasin päin vuodesta 1865, 
hän on jo 5:tä vuotta ennen määrä aikaa eli vuotena 1860 ollut 
25 vuoden vanha, mutta tulisi 15 vuotta jälkeen määrä aran, 

s. o. 1880, 45:tä vuoden ikään. 

Edellä määritettyjen merkkien ja puustavien näin yleisessä 

merkityksessä käyttäminen antaa yleislaskulle selvyyden, lyhyyden 

ja yleisyyden, joita numerolaskulla ei ole. Kaikki laskukysymyk-
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set voidaan merkkien ja yleislaskusuuruuksien avulla kääntää ikäs 

kuin eri (yleislasku-) kieleen, joka on kaikista selvin ja lyhyvin. 

Kysymyksien säännöt lyhyesti ja selvästi kirjoitettuina huomataan 

helposti ja tuntemattoman suuruuden arvon löytämiseksi tehtävät 

laskutyöt näyttäiksevät jo kysymyksien kirjoituksesta tällä kielellä. 
Luwunlaskuun kuuluvat todistot tulevat myös vasta yleislaskusuu- 

ruuksia käyttäen yleisesti todistetuiksi, sillä ainoastaan numero- 

lwuilla todistettua lausetta ei voida päättää todeksi muista kuin 

todistuksessa käytetyistä lu'uista ja lauseen totuus jääpi aina epäi- 
lyksen = alaiseksi kaikista muista ja liiatenkin erilaisista luw'uista. 
Mutta kuin todistus on tehtynä puustavisuuruuksilla, jotka voi- 

vai merkitä mitä lukuja hyvänsä, niin silloin voidaan päättää to- 

distetun omituisuuden olevan yhteisen kaikille lwuille. Näistä 

syistä olemme hyväksyneet nimen Y/eislasku. 

S 4 
Koska puustavit yleislaskussa voivat merkitä niinhyvin lisä- 

kuin poistosuuruuksiakin ja niiden edellä voipi olla lisä- eli poisto- 

merkki, niin itsensä suuruuden luonnon merkillä ilmaistua, tulee 

sen edellä seisomaan kaksi merkkiä. Muutenkin tapahtuu usiasti 

että saman suuruuden edellä seisoo kaksi eli usiampiakin joko sa- 

moja eli eri merkkiä. Merkille yleislasku-suuruuksien edellä an- 

netaan taas yleislaskussa sama merkitys kuin numerolukujenkin 

edellä, s. t. s. lisämerkki (+) ei muuta suuruuden enemmän 

kuin lwunkaan luontoa, vaan poistomerkki (—) muuttaa suuruu- 
den luonnon, teke enentävän vähentäväksi ja päin vastoin vähen- 

tävän enentäväksi. Näin on 

a hena une 
+ d=-4 
a 
—(— 04) = U4. 

Silloin kuin suuruuden edellä on kaksi merkkiä saadaan sen luonto 

siis seuraavan säännön mukaan. 

Kaksi samaa merkkiä jälekkäin tekevät suuruuden enentä- 

väksi (lisäsuuruudeksi), mutta kaksi vastaista merkkiä tekevät 

sen vähentäväksi (poistosuuruudeksi).
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lisäsuuruus ja sen panemista toiseen suuruuteen a merkitään sel- 

västi näin: 4 +(+0), joka on sama kuin 4 +%, koska a enenee 
yhtä paljo, jos siihen pannaan lisäsuuruus +90 eli luku b. Jos 
taas lisä suuruus +0 otetaan pois a:sta, niin saadaan 4 — (+ b). 

Tämä taas on sama kuin 4—0?9 sillä a vähenee yhtä paljo, jos 
siitä otetaan pois lisäsuuruus +? eli luku 0. Kuin È on nu- 

meroluku niinkuin äsköinkin, niin —2 on poistosuuruus, joka 

pantuna esm. lisäsuuruuteen a, vähentää sitä, niin että 44 (—0) 

on sama kuin a — 0, koska a vähenee yhtä paljo, jos siihen pan- 

naan poistosuuruus —29 eli luku & otetaan siitä pois. 

Edellisen, merkkien käyttämisen, määrityksen mukaan teke- 

vät Laas saman suuruuden paneminen johonkin toiseen ja poisot- 
taminen siitä vastaiset vaikutukset. Jos paneminen enentää, niin 

ottaminen vähentää ja kuin paneminen vähentää, niin ottaminen 

enentää. Koska nyt a vähenee, kuin siihen pannaan poistosuu- 

ruus — O, niin se (a) enenee saman verran, kuin se (—0) ote- 

taan siitä (a:sta) pois. Sentähden on 4 —(— O) sama kuin a + 0, 

sillä —& pantuna a:han vähentää sitä lw'ulla & ja sentähden otet- 
tuna pois a:sta enentää sitä samalla lw'ulla 0. Jos esm. lisäsuu- 

ruudet merkitsevät saamista ja poistosuuruudet velkaa, niin se 

tekee saman, jos saamista lisätään eli velkaa saman verran vä- 
hennetään, s. t. s. jos joku lisäsuuruus pannaan lisäksi eli vasti- 
nainen poistosuuruus otetaan pois. 

Jos taas usiampia merkkiä on jälekkäin saman suuruuden 

edellä, niin se on lisäsuuruus, s. 1. s. sen edellä olevat merkit 

tekevät lisämerkin +, jos poislomerkkien luku on pari, mutta 

jos se on liika, niin suuruus on silloin poistettava, s. o. sen 

edellä seisovat merkit tekevät yhteensä poistomerkin —. 

Sillä, koska kaksi lisämerkkiä tekevät lisämerkin +, niin 

kolmas lisämerkki tekee taas sen kanssa lisämerkin, josta selvästi 

seuraa, että kuinka monta lisämerkkiä hyvänsä tekevät yhteensä 

+. Mutta jos merkkien seassa on yksi poistomerkki —, niin se 

tekee lisämerkistä saadun merkin + kanssa poistomerkin — ja 

sen kanssa tekee taas toinen poistomerkki lisämerkin + j. n. e. 

Jos «a esm. merkitsisi lukua 3, niin — a merkitsisi poisto-
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suuruutta — 3, mutta —(— a) lisäsuuruutta +3. Jos a mer- 

kitsee — $, niin —a on silloin — (— $) sama kuin +-5 j.n. e. 
Edellisen säännön kahdesta merkistä jälekkäin selityksessä 

on mainittu, että poistosuuruus pantuna lisäsuuruuteen vähentää 

sitä. Poistosuuruuteen pantuna tekee se myös saman, sillä poisto- 

suuruus on sitä pienempi kuta isompi numero-arvo sillä on. Kaikki 

lisäsuuruudet pidetään nimittäin isompina, mutta kaikki poisto- 

suuruudet pienempinä kuin nolla, tyhjyys. Poistosuuruus pitää 

siis lisälttämän vastinaisella lisäsuuruudella ennen kuin siitä saa- 

daan nolla. Lisäsuuruudet ovat taas sitä isompia, kuta isommat lwut 

niistä saapi ottaa, ennen kuin tähde tulee nollaksi, s. t. s. kuta 

isommat numero-arvot niillä ovat. Poistosuuruus pidetään taas 

sitä pienempänä, kuta isompi lisäsuuruus siihen pitää pantaman, 

ennen kuin summa tulee nollaksi, s. o. kuta isompi numero-arvo 

sillä on. 

Näin on esm. +5>+2 eli 5>2, 3>—4, —4<0, 

—d<-—3,1>, 5, j. Bn €. 
Jos jonkun suuruuden edellä ei ole mitään merkkiä, niin 

se on luettava lisäsuuruudeksi, se on sama kuin, jos sen edellä 

olisi lisämerkki +. Niin on a sama kuin a, 5 sama kuin 

+5 j. n. e. 

S 5. 

Yleislaskun määrityksiä ja selviöitä. 

Lwunlaskun alkeisteokset ovat seuraavat kuusi. 

1. Yhteenlasku, kahden eli usiamman suuruuden yhdistä- 

minen, s. o. semmoisen suuruuden etsiminen, joka pantuna jo- 

kaiseen toiseen suuruuteen eli otettuna pois siitä tekee saman vai- 

kutuksen, enentää eli vähentää sitä saman verran, kuin kaikki 

yhdistettävät yhteensä. 

Tätä suuruutta nimitetään summaksi ja niitä, jotka siinä 

ovat yhdistetyt, yhdistettäviksi. 

2. Poistaminen, yhden suuruuden poisvelo toisesta. 

Suuruus, joka on otettava toisesta, saapi nimen: poistettava, 

se, josta se on otettava, vähennettävä ja jälelle jäänyt suuruus 

saapi nimen 7ähde. Tähteen ja poistettavan pitää yhdistettyinä teke- 

män vähennettävän. Tästä saadaan seuraava määritys poistamiselle.
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Suuruuden, b, poistaminen toisesta, a, on kolmannen, c, 

etsiminen, joka laskettuna yhteen ensimäisen, b, kanssa tekee 

loisen, a. 

3. Kertominen. 
Lwun a kertominen kokoluwulla, 0, on niin monen a:n yh- 

.. . .. n 
distäminen kuin b:ssä on ykkösiä. Jos b on murtoluku esm. — 

m 
jossa m ja n ovat kokolukuja, niin a:n kertominen 2:llä on niin 
monennen osan a:sta, kuin m sisältää ykkösiä, kertominen koko- 

lwulla 7. Jos O olisi mitaton luku, niin sen arvo olisi lähimää- 
. . . ., Nys . . 

rin etsittävä, joka olisi murtoluku esm. n JA sitte sillä ker- 

rottava. Sitä lukua, joka saadaan lwun a kertomalla lwulla % 

sanotaan tuloksi ja lukuja a ja b kertojiksi tulossa. 

Edellisistä kertomisen määrityksistä saadaan seuraava ylei- 

nen määritys. 

Lwun a kertominen toisella b on kolmannen etsiminen, joka 

on tehty a:sta aivan samalla tavalla kuin b on tehty ykkösestä. 

Kuin 0 on kokoluku, niin. se on saatu d ykköstä laskien 
yhteen. " 

83m0jn53303311inIo22;"nijnmovtunitäIJSIOIIIUIIZFIUISU, 

!cujjjinssä0nz'nicösjä"108320n63m.3,injj03"0083m31(uin 

a+a+a. 

Kuin 0 on murtoluku esm. z, niin se on saatu ykkösen 

jakamalla m:ään yhtä isoon osaan ja yhden semmoisen osan otta- 

malla % kertaa. Samoin on tulo 0-a tehtävä a:sta, sen (a:n) 

jakamalla mään yhtä isoon osaan ja yhden semmoisen osan ker- 

tomalla luulla n. Jos 0 on esm. 2, niin a:sta on ensin otettava 

. a ; 
kolmas osa, joka on 3 ja se taas otettava 2 kertaa, joten saa- 

2a k 
daan EN Kuin & on mitaton luku niin tulon 0-4 arvo saadaan 

a 

lähimmäärin, kuin a kerrotaan 0:n lähimäärisellä arvolla, ja koska 

se aina on murtoluku, niin tulo tässä tapauksessa saadaan sa- 

moin kuin edellisessäkin, ehkä vaan lähimäärin. 

Muist. Jos molemmat kertojat ovat mitattomat, niin tulo 

voipi olla mitallinen luku. Samoin voipi usiamman mitattoman ker-
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tojan tulo olla mitallinen. Tämä seikka tullaan vastedes selvästi nä- 

kemään. 

di Jako 

Lwun a jakaminen toisella b on kolmannen c etsiminen, 

Joka kerrottuna toisella b antaa tuloksi ensimäisen a. 

Jos sentähden a jaettuna 0:llä, jota merkitään näin, 4:0 

eli 7, on yhtä iso kuin c, niin tulon 0-c pitää oleman yhtä ison 

kuin a. Jaossa saavat nämä kolme lukua seuraavat nimet; ensi- 

mäinen, a, nimen jaettava, toinen D, jakaja ja kolmas c, osa. 

ə. Korottaminen eli koron teko. 

Tulo, jossa on n kertojata kaikki yhtä isoja kuin luku a, 

saapi nimen liun a n:es korko. 

Lukua a kutsutaan koron alkkeeksi ja nää korotlimeksi, 

Korotin kirjoitetaan alukkeen oikealle- ja vähä ylä-puolelle. Niin 

merkitsee esm. a? samaa käin a-a, 2? samaa kuin 2-2-2 eli 8, 

at samaa kuin a-a-a-a j. e. e. 

6. Alukkeen otto. 
Lukua, jonka n:es korko on a, sanotaan heun a n:ksi aluk- 

keeksi. 

Korottaminen ja alukkeen otto ovat siis vastasuuntaiset teok- 

set. Edellisessä on aluke tunnettu ja korkoa etsitään, mutta toi- 

sessä on korko tunnettu ja aluke etsittävä. Alukemerkin selityk- 

sessä on jo nähty, kuinka alukkeen ottoa merkitään. Niin on 

esm. 78 (sanotaan kolmas aluke kahdeksasta) se luku, jonka kol- 

mas korko on 8, siis 2, Va se luku, jonka toinen korko on a 

j. i €. 

Kuin alukkeen ilmoittaja, alotin, on 2, niin se jätetään ta- 
vallisesti kirjoittamatta. Siten on a sama kuin Ja. 

Mitä neljällä viimesellä teoksella yleislaskusuuruuksien kanssa 
ymmäretään, tulee vastedes selitetyksi, sillä ne ovat helpommat 

käsittää sitte, kuin yleisiä suuruuksia on harjauduttu laskussa 

käyttämään. 

S 6. 
Yhtälö on kahden suuruuden yhtä-isous merkittynä suu- 

vruuksien välillä olevalla yhtä-isouden merkillä =.
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Suuruudet yhtä-isouden merkin kumpassellakin puolen saa- 
vat nimen: yhtälön puolet. a= d (a yhtä iso kuin Z) on yh- 

tälö, joka merkitsee, että suuruudet a ja d ovat yhtä isot ja a:ta 

sanotaan yhtälön vasemmaksi eli ensimäiseksi ja d:tä oikeaksi eli 
toiseksi puoleksi. 

Jokaista yhdistystä yleislasku-suuruuksista nimitetään yleis- 

lasku-lausekkeeksi ja kaikkia lisä- eli poistomerkillä yhdistettyjä 

suuruuksia siinä sen osioiksi. 

Jos lausekkeessa on ainoastansa yksi osio, s. t. s. yksi lisä- 
eli poistomerkillä toisten kanssa yhdistämätön suuruus, niin sitä 

nimitetään yksiöksi, mutta jos siinä on usiampia osioita, saapi 

se nimen onio. Kaksio on se lauseke, jossa on kaksi osioa, 

kolmio se jossa on 3 j. n. e. Lausekkeet 3ad, 2ad?, 3e, teg), 
Lade, esm. ovat yksiöitä ja lausekkeet 3a?'d+e, 22 —4ad, 

5ad — 202e + 30? monioita. 

Numeroluku, joka on kertojana osiossa, kirjoitetaan puus- 

tavi kertojoiden edelle ja sitä nimitetään osion numerokertojaksi. 

Jos taas jotakin puustavikertojata tahdotaan jostakin syystä eroittaa 

toisista, jos se esm. on tuntematon suuruus ja kaikki muut ker- 

tojat osiossa ovat pidettävät tunnettuina, niin se kirjoitetaan ta- 
vallisesti viimeseksi ja kaikkien muiden tuloa nimitetään sen etu- 

kertojaksi. Niin on esm. osion 344? numerokertoja 3, osion 

26g, 2 j. n. e. Osiossa 3ax on dad? x:n etukertoja, jos x 
on tuntematon suuruus. Niin myös on osiossa (24 + 1)x, (24 + 1), 

w:n etukertoja. 

Osion wlottuvaisuudeksi nimitetään jokaista puustavisuu- 

ruutta, joka on kertojana osiossa ja ulottuvaisuuksien eli puus- 

tavikertojoiden lukua nimitetään osion nousuksi.  Osion 2ade 
ulottuvaisuudet ovat a, d ja e ja sen nousu siis kolme. Osion 

2ad? ulottuvaisuudet taas ovat a, d ja d ja nousu sentähden 
myös kolme. Niin myös ovat € ja g osion 5eg ulottuvaisuudet 

ja sen nousu kaksi. 

Muist. Nimitystä ulottuvaisuus käytetään, kuin osion puustavi- 

kertojilla on joku mittausopillinen merkitys. 

Moniota, jonka kaikilla osioilla on sama nousu, nimitetään 

yhtäläiseksi.  Yhtäläinen on siis esm. monio 

200 + 3ab? + 1cd?,



Niin myös monio 
ab + 2bc — 3cd. 

Ensimäisen monion osioiden nousu on kolme ja toisen kaksi. 

Jos lausekkeen jokaiselle puustavisuuruudelle annetaan mää- 

rätty arvo, niin lauseke saapi myös yhden ainoan määrätyn arvon. 

Mutta puustavisuuruudet voivat saada eri arvojakin ja lauseke kui- 
lenkin pitää saman arvonsa. Niin voivat esm. a ja & kaksiossa 

a— b kasvaa samalla, vaan millä lwulla hyvänsä, mutta kaksion 

arvo on koko aan muuttumaton. Jos 4 on esm. 5 ja 0 =2 niin 
d4—0=5—2=3. Jos sitte pannaan niin hyvin a:han kuin 

D:kin lisää esm. 4, niin 4 —0=(5+4)—(2+4)=9—6=—3 

j. €. 

Harjoittelemiseksi numero-arvon etsimisessä otamme seuraa- 
vat lausekkeet: 

1. 24 +344—24a?, 2. 32 +4cd+e?, 3. a 
2b — a 

gat — c a0 — C a0 > 3ab—2cd C 
C 3c + Sad— d ' 2422 

Kuin 4 =: 35:89 = 2.1C = 11, d JAG niin, edellisten, lau- 

sekkeiden arvot ovat: 1:sen 6, 2:sen 313, 3:nen 23, 4:nen 171. 

5:nen 119 ja 6:nen 27. 
Jos taas, onua 2,0 0 da 6 231.04=1 ja a=:23 miin 

edelliset lausekkeet saavat seuraavat arvot: I:nen 2, 2:nen 22, 

3:mas 2, 4:jäs 3, 5:des 6 ja 6:des 11. 

  , 6. 

Osioita, joidenka puustavikertojat ovat samat ja samoissa ko- 234) 
roissa, sanotaan samankaltaisiksi. Niin ovat esm. moniossa: 

4030? 4 Tab 4- 50302 + 3ad + 8 a?) + 2ab? 

osiot 44%? ja 5430? keskenensä samankaltaiset ja osiot Tad ja 
3aD myös keskenänsä, mutta osiot 84? ja 240? eivät ole saman- 

kaltaisia keskenänsä eivätkä yhdenkään toisen osion kanssa, sillä 

puustavikertojoiden korottimet eivät ole samat. 

Monio, jossa on samankaltaisia osioita, voidaan aina niiden 

yhdistämisellä lyhentää. Olisko esm. monio: 

ka?b — 3a% — 2a?'b 4 Taz,
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niin, koska siinä on 4 suuruutta a? ja kaksi samaa suuruutta 

on poisotellavaa, siihen jääpi 24%. Samoin on 3 suuruutta 

Ge otettavaa, vaan 7 samaa suuruutta pantavaa ja siis 49% enem- 

män pantavaa kuin otettavaa. Sentähden on selvästi 

4a?b — 3a?c — 2a2b + Taze = 2a?b + 4a?c, 

joten monio on lyhentynyt kaksioksi. Jos jossakin moniossa olisi paitsi 
muita osioita: + 2a42?bc, — 3a?be, + Aabe, — 5a?'be, + Tabe, 

niin näiden samankaltaisten lisäävien osioiden summa olisi 134?c ja 

vähentävien — 84?bc. Nämä viisi osiota tekisivät siis yhteensä 
134%c — 8a?%bc, joka on selvästi sama kuin 5a?be. Jos taas vä- 

hentävien osioiden summa on isompi kuin enentävien, niin sil- 

loin ne yhteensä tekevät vähentävän osion, joka saadaan enentä- 

vien ottamalla vähentävistä. Kuin esm. keskenänsä samankaltais- 

ten enentävien osioiden summa olisi 44?b ja vähentävien — 7a?0, 

niin ne tekisivät yhteensä 4a?b — 742. Mutta nyt on — 74% 

= 44% — 30?D ja sentähden 44?) — Tab — Aa?b — 4a2b — 3020, 
joka on sama kuin — 3a?. 

Tästä saadaan helposti seuraavaa sääntö samankaltaisten 

osioiden yhdistämiselle. 

Kaikki enentävät osiot yhdistetään, joka tehdään niiden 

numerokertojoiden yhdistämällä ja summan panemmalla numero- 

kertojaksi yhteisille puustavikertojille ja samoin yhdistetään vä- 

hentävät osiot. Sitte poistetaan näiden summien numero-arvonsa 

puolesta pienempi numerokertoja isommasta ja tähde pannaan 

isomman merkillä numerokertojaksi yhteisille puustavikertojille. 

Tämän säännön mukaan saadaan esm. monio 

6a?b — 8a?b — Ia2b + 15020 — ab 

lyhennetyksi yksiöksi + 34%. Niin myös on 

Tabe? — abe? -— Tabe? — 8abe? 4 Aabe? = — 5abe?. 

Samankaltaisten osioiden yhdistäminen on teos, jota yleis- 

laskussa alinomaa käytetään ja yhteenläskussa tulemme jo kyl- 

liksi saamaan esimerkkiä. 

Suuruudet, jotka pantuina toisiin tekevät saman vaikutuk- 
sen, s. t. s. enentävät tai vähentävät niitä yhden verran, ovat
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yhtä isot. Niillä piitää siis oleman yhtä isot numero-arvot ja 

sama merkki. — Vastinaisiksi olemme nimittäneet semmoisia, joilla 

on sama numero-arvo vaan vastaiset merkit. Ne tekevät vasti- 

naiset vaikutukset, s. o. toinen vähentää saman verran kuin toi- 

nen enentää jokaista suuruutta, johonka ne pannaan. Tästä seu- 
raa selvästi, että vastinaiset suuruudet tekevät yhdistettyinä nol- 

lan, sillä toinen vähentää toista samalla lwulla kuin sen numero- 

arvo on, niin ettei mitään jää jälelle. Jos siis a =?0, niin a ja 

—%b ovat vastinaiset suuruudet ja 4—0=0. Se on taas selvä, 

että kaksi suuruutta, joidenka summa on nolla, ovat vaslinaiset. 

Suuraudet +3 ja 11 ovat esm. yhtä isot, vaan +3 ja — 3 
vastinaiset. 

ST. 

Selviö 1. Jos yhtä isot suuruudet pannaan yhtä isoihin 

suuruuksiin eli otetaan niistä pois, niin summat eli tähteet ovat 

yhtä isot. 

Sel, 2. Jos kaksi suuruutta a ja b ovat yhtä isot, niin 

niiden vastinaiset suuruudet —a ja —b ovat myös yhtä isot, 

Sel. 3. Jos yhtä isot liut kerrotaan samalla eli yhtä 

isoilla lwuilla, niin saadaan yhtä isot tulot. 

Tästä seuraa, että lu'ut, jotka kerrottuina samalla eli yhtä 

isoilla lwuilla antavat yhtä isot tulot, ovat itsekin yhtä isot. 

Sel. 4. Jos yhtä isot lut jaetaan samalla eli yhtä isoilla 
hilla, niin saadaan yhtä isot osat. 

Tästä taas seuraa selvästi, että ne luut ovat yhtä isot, 

jotka jaettuina samalla eli yhtä isoilla lw'uilla antavat yhtä isot 

osat. 

Sel, 5. Suuruuksien summa on sama tapahtuipa yhdistä- 

minen missä järjestyksessä hyvänsä. 

a+e+b=Db+c+4=c+44+0. 

Todisto. Lukujen tulo on sama, tehtäneenpä kertominen missä 

järjestyksessä hyvänsä. 

Olisko kaksi lukua a ja 0, joista % ensiksi olkoon koko 

luku, niin tässä on todistettava, että ab on sama kuin ba. Jos 

ab on sama kuin ba, b:n ollessa mikä määrätty luku hyvänsä,
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niin a(0+1) on myös sama kuin (b+1)-a. Nyt on selvästi 

a-(b+1)=ab4+a-1 ja (b+1)-4—=04+1-a, sillä edelli- 

sessä ovat 0 sekä 1 kerrottavat a:lla ja tulo sentähden summa 

tuloista ab ja a-f. Jälkimäisessä taas on a kerrottava 0:llä ja 
1:llä, jonkatähden tulo on 04 +1-4. Muttaa-1—=4ajal-a=:a, 

josta a4-:1=1-a. Jos siis ab =0ba, niin ab+4-1 on myös 
sama kuin 04 +1-a, josta selvästi saadaan 4-() +1)=(0+1)-a. 

Koska nyt on 4-2=4a(1+1)=4+4a ja 2-4=(1+1)4—=a 

+4, niin 4-2—=2-4. Sentähden, jos 0 =2, on myös a0 = Da 

ja siis 4(0+1)=(b-+ 1)a, s. 0. ad = 3a. Tästä saadaan taas 
samoin «4-4 =4-a j.n. e., niin että ab = da, olipa d mikä ko- 

TUL 
koluku hyvänsä. Jos taas &% on murtoluku esm. sama kuin —, 

n 
: . .., "2. m 
jossa m ja n ovat kokolukuja, niin a -0 = 07 Ja Da n" Mutta 

man AGM OMAR MR, ma . Oe 
nyt on selvästi a :— = ja —-a=" ja koska edellä jo on to- 

n Bin n n 
; L s Jam i. dV MON. 

distettu, että am = ma, niin pu on myös sama kuin = josta 

mo m . . 
seuraa, että a- a 1 000 ab = Da, olipa D mikä murtoluku 

5 hyvänsä, j. o. t. Usiampien lukujen tulo saadaan taas ensi- 
2 
mäinen kertoen toisella, saatu tulo kolmannella ja viimenen tulo 

neljännellä j. n. e. Tässä on siis aina vaan yksi luku kerrot- 

tava toisella ja koska tämä kertominen saapi tapahtua missä jär- 

jestyksessä hyvänsä, niin siitä seuraa yleisesti, että lukujen tulo 

on sama, kerrottiinpa ne missä järjestyksessä hyvänsä. Niin on 

esm. 
dC (UD) COUE — (va) — taD j ee:
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Ensimäinen Luku. 

Neljästä ensimäisestä alkeisteoksesta (Quattuor 

species) yleislaskusuuruuksilla. 

$ 1. 

Yhteenlasku. 

Jos yksiöt 24, 30, 5c, ovat laskettavat yhteen, niin niiden 
summa on monio, jonka osiot nämä yksiöt lisämerkillä ovat. 

Tämä summa on siis 24 430 +5c, sillä ensimäisen osion lisä- 

merkin saapi jättää pois. Yksiöistä 34, 202, 52 tulee samoin 
summa 

3a?b + 24?b + 5 — 100, 

koska monion osiot ovat samankaltaiset. 

Jos yksiöiden seassa on vähentäviä, niin summa saadaan 

kaikkien yksiöiden merkkinensä jälekkäin kirjoittamalla, sillä pois- 

tomerkkiset vähentävät summaa ja ovat sentähden kirjoitettavat pois- 

tomerkin kanssa. Näin tekevät yksiöt 2a?, — 340, -+ 0, +2ab 

summan 

242 — 3ab + D? + 2ab = 202 — ab + 02. 

Monioiden summa saadaan myös niiden osioiden merkki- 

nensä yhdeksi monioksi kirjoittamalla ja sitte samankaltaisten 

osioiden, jos semmoisia on, yhdistämällä. Sillä olisivatko esm. 
moniot 

3a? — had, 202 — 3ad + d? ja 2ad — 3d? 

laskettavat yhteen, niin summa saataisiin suuruuteen 3a? — 4ad 

välien (20? + P) —3ad ja 2ad— 3d panemalla. Se on taas 

selvä asia, että näin saadaan sama summa kuin väliin 34? — 4ad 

suuruuksien 202 + 4? ja 24d panemalla ja tästä summasta suu- 

ruudet 3ad ja 32? ottaen pois. Näin tulee monio 

3a? — 4ad + 2a? + d? + 2ad — 3ad — 3d?, 

Josta taas samankaltaisten osioiden yhdistettyä tulee 

54? — 5ad — 202.
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Käytännössä on paras yhdistettävät moniot kirjoittaa pääl- 

lekkäin niin, että samankaltaiset osiot tulevat päälletysten, ja vii- 

meisten yhdistettyä, summan osiot merkkinensä jäletysten alimai- 

seen riviin. Edellisten monioiden yhteenlasku saapi siis seuraa- 

van muodon: 
34? — 4ad 

242? — 3ad + d? 

+244 — 3? 

54? — 544 — 202. 

Esimerkkiä. 

Fsm. 1. 1242564 (—34 495) = 9435, 
Esm. 2. 3a? +50 — 36 + (1642 — 90 +800 — 1) = 1942 — 40 

vussa 
Esm. 3. 640 +4120c — 8cd + (3cd — Tab — Ibe) + (12cd— 5be 

— 2ab) = — 3ab — 2be + Tca. 

Esm. 4. 234x—417? —]/x + 150 + (322? — 2ax + 622 - Toy 

— 100/%—1)— =3ax + 812? — 101/x+7Txy 

+ 149. 

Esm. 5. 17 — 172 —4+1x+(322—x%+8,25)=—17+ 527 

1:25. 

Esm. 6. 10,340? + 0,75423 — 340? — 4,542 + (5a2b8c — Tap? 

+ 84?b — 3,143) = 0,340? — 2,35a?0 + 3,502 

+ 54?D3c. 

3at ss 
Esm. 7. . 5a"br 4 Jahn! — SHI UoBpm-1 — me s — + amb? 

+ 4—1a"bPe — 6Ga"b? ahm - Fn AN 0i. 

$ 2 

Poistaminen. 

Poistaa joku suuruus toisesta on sama kuin panna ensi- 

mäisen vastinainen suuruus toiseen. Sillä jos ensimäisen arvo 

2
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om enentävä, niin sen poistaminen toisesta vähentää sitä, mutta 

sen vastinainen suuruus, jonka arvo on vähentävä, pantuna toi- 

seen vähentää sitä myös saman verran, koska kumpasenkin nu- 

mero-arvot ovat yhtä isot. Jos taas ensimäisen arvo on vähen- 

tävä, niin sen poistaminen toisesta suuruudesta enentää sitä ja 

ensimäisen vastinainen lisäsuuruus pantuna toiseen enentää sitä 

myös samalla luulla. 

Jos suuruus % on poistettava toisesta a, niin lähdettä mer- 

kitään yleislaskussa kaksiolla a — 0. Mutta kaksio 4 — b saadaan 

D:n vastinaisen suuruuden — 2:n panemalla a:han. 

Jos taas suuruus —9 olisi poistettava a:sta, niin tähde 

olisi yleisen merkityksen mukaan a — (— D), mutta 4 — (— 6) 

on, niin kuin johdannon $:ssä 4 on sanottu, sama kuin a+ B. 

Tässäkin tapauksessa saadaan siis tähde poistettavan, — O, vasti- 

naisen suuruuden (+) panemalla vähennettävään a. 

Niin on esm. tähde, joka jääpi, kuin suuruus 3d poiste- 

taan suuruudesta 44, 44 — 3d. Samoin on suuruuksien Tab ja 

4a3D väli Tab — Aa?b — Bab. Kuin suuruus — 30 otetaan suu- 
ruudesta 54, niin tähde on 54 — (—30) = 54 +390. 

Poistamisen määrityksessä on sanottu, että poistettavan suu- 

ruuden ja tähteen pitää yhteen laskettuina tekemän vähennettävän. 
Ensimäisessä esimerkissämme on tähde 44 —3d ja poistet- 

tava +334, joidenka summa 44 —34+3d onkin vähennettävä 
Aa, toisessa on poistettava 4a, tähde 3a% ja niiden summa 
ab + 3a sama kuin vähennettävä 7430 ja viimesessä on tähde 

54 ++ 35, poistettava — 30 ja niiden summa 5a +330 — 30, joka 
tekee vähennettävän 54, koska 30 — 30 = 0. 

Monion vastinainen suuruus saadaan sen osioiden merkkien 

muuttamalla vastaisiksi. Sillä jos monion enentävien osioiden 

summa olisi a ja vähentävien —0, niin monion arvo olisi a — b. 

Kuin sitte kaikkien osioiden merkit muutetaan vastaisiksi, niin 

saadaan monio, jossa vähentävien osioiden summa on — a ja 
enentävien + 0, koska osioiden numero-arvot ovat jääneet enti- 

sellensä, ja monion arvo on siis —4+70. —Suuruuksilla a — b 

ja —a+b on taas aina sama numero-arvo vaan vastaiset 
merkit, koska kumpasenkin numero-arvo on samojen lukujen väli 

ja isomman lwun edellä oleva merkki on toisessa ja toi-
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sessa —. Sunruudet a—b ja —=a +090 tekevät myös yhteensä 

summan a—b—a+b=0. Koska nyt näiden monioiden ar- 

vot ovat vastinaiset, olivatpa niissä olevien puustavisuuruuk- 

sien arvot mitkä hyvänsä, niin itse moniot ovat aina vastinaiset 

suuruudet, j. o. t. 

Tästä saadaan seuraava sääntö monion poistamiselle josta- 
kin toisesta suuruudesta: 

Kaikkien osioiden merkit poistettavassa moniossa muutetaan 

vastaisiksi ja näin saatu monio lasketaan yhteen vähennettävän 

suuruuden kanssa. 

Käytännössä kirjoitetaan poistettava monio vähennettävän 

alle niin, että samankaltaiset osiot molemmissa tulevat päälletysten 

ja poistettavan osioiden merkit muutetaan vastaisiksi eli vastaiset 
merkit kirjoitetaan entisten päälle. Sitte on vaan tavallinen yh- 

teenlasku tehtävä. Jos esm. monio 1 +240 + 7026 + 503 — 5e 

olisi poistettava toisesta 4ab — 50% + 320? — Ad, niin lasku ta- 
pahtuisi seuravalla tavalla: 

Aab — . DDC +330 — Ad 
+F 2ab F TC FI I 5eF1 

200 — 12020 — 110 — 4d + 5e — 1. 
  

Monion poistamitsa jostakin surruudesta merkitään, mo- 

nion sulkumerkillä varustettua, tavallisella poistomerkillä sen 

edellä. 

Muist. Samoin merkitään jokaista yleislasku-teosta monion 

kanssa teoksen merkillä sulkumerkkien väliin suljetun monion edellä. 

Niin merkitään esm. monion a +0—c—d+--- poisatmista 
suuruudesta A seuraavasti: 4—(4+0—e—d+-:). Suuruu- 

det a4+0—c—d+--=(a+0—2c—14d+--)ja —(a+0—0c 

—d+-)) ovatkin vastinaiset, jonkatähden jälkimäisen paneminen 

jokaiseen suuruuteen tekee saman vaikutuksen kuin edellisen pois- 

taminen siitä. Tästä seuraa myös että 

—4—Db+c+d—---=—(44+0—c—d+-.) 

koska monio 4 +b—c—d+--- on kumpasenkin edellisen vas- 

tinainen suuruus.



Esimerkkiä. 

Esm. 1. 30? —Aab 50? — (20° — 2ab 40) = a" — JUO FO 

Esm. 2. a— 0b — (b— a) = 2a — 2b. 

Esm. 3. 543 —4a42b 430 — (3a?b — 243 — 826) = 108 — Tab 
+112%. 

Esm. 4. 440? — 20? 4 3a? — (5al? — 4cd + 3542) = — ab? — 29? 

— 542 4 Acd. 

Esm. 5. 2?—9x?+117x—12—(—9x%2+10x—4)=x3+4x—8. 

Esm. 6. 9a"x — 13 + 20abix — Abe? —(3bnog2 + Jar? —6 
43404) = — 7 4 17408x — ADcx? — 30 e2a2. 

Esm. 7. 14 — tr — (34 —17) — (30 + 37x —34)=—14—1x 

— (30 + 3$x — 34) = 14 —3x— 3). 

$ 3. 

Kertominen. 

Jos puustavit a, b, €, d, --- merkitsevät lukuja, niin yk- 

siö 2a4?b esm. kerrottuna toisella 3a0 antaa tulon, jota yleislas- 
kussa merkitään lausekkeella 3a X 24b. Mutta nyt on lukujen 

tulo sama, tapahtuipa kertominen missä järjestyksessä hyvänsä. 

(Johdanto $ 7). Sentähden on yksiöiden 204? ja 3ab tulo 
3ab X 20b = 3 X 2aabb. Koron määrityksen mukaan on taas 

a? = aa ja aaa = a, bb = D?, josta seuraa, että 3ab X2a2b = 

3 X 2aaabb =3 x 20302. Määrättyjen  numerokertojoiden tulo 
saadaan aina helposti yhdeksi lwuksi. Niin on 3X2=6 ja 

sentähden vihdoin 340 X 2a?b = 632. 

Samoin on yksiöiden 7430? ja 44?b tulo Tasb2 X 4a?b — 
7X AaBaV2b = T x Aaaaaabbb = 280503. 

Niin myös on 

12024 2 K ERV = 12 X88' Bb 2:C2d2 = 12 8aaaabbbbbbecedd 
= 964052. 

Näistä esimerkistä nähdään selvästi, että yksiöiden tulon 

numerokertoja on tulo yksiöiden numerokertojista ja että kaikki 

kumpasenkin kertojan yhteiset puustavikertojat ovat tulossa jo- 

kainen korottimella, joka on summa sen korottimista kertojissa.



Ne puustavit taas, jotka ovat ainoastunsa yhdessä kertojassa, 

ovat tulossa korottiminensa. 

Muist. Nomerokertojan saanti on selvä itsestänsä ja sääntö 

korottimista on myös selvä, kuin vaan ajatellaan, että tulossa pitää 

olla niin monta lukua & esm. kertojana kuin kumpasessakin kerto- 

jassa yhteensä ja että korotin juuri näyttää kuinka monta 4:ta ker- 

tojana on. 

Edellisen säännön mukaan saadaan nyt helposti seuraavat 

tulot. 
abe? X Tabed? — 56202. 

21 abcd X 8abc? — 168aD3ctd. 

Uabe<Tdf = 28abcdf. 

zac X Sach =ta?bc3 

Kuin taas luku a on kerrottava summalla % + c, niin tulo 

saadaan, jos a ensin kerrotaan /:llä ja sitte c:llä ja näin saadut 

tulot lasketaan yhteen, sillä a on otettu silloin niin monta kertaa, 

kuin O:ssä, ja sitte niin monta kertaa, kuin c:ssä ja yhteensä siis 

niin monta kertaa, kuin summassa 0 4-c on ykkösiä eli, jos b 

ja c ovat murtolukuja, niin a:sta on ensin otettu niin iso osa, 

kuin %, ja sitte niin iso osa, kuin c, ja yhteensä siis niin iso osa, 

kuin & + c on yhdestä. Sentähden on tulo 

(0 + c)a = ba + ca 

ja koska lukujen tulo on sama, tapahtuipa kertominen missä jär- 

jestyksessä hyvänsä, niin saadaan myös 

alb + c) = (b + c)a = ba + ca = ab + ac. 

Jos taas luku a olisi kerrottava kahden lwun b ja c vä- 
lillä 0—c ja a otettaisiin 0 kertaa, niin silloin saataisiin tulo 

ba, jossa olisi niin monta a:ta eli niin iso osa a:sta, kuin c si- 

sältää ykkösiä eli on osa yhdestä, liiaksi (enemmän kuin vaadi- 

tussa tulossa, (6 — a), sillä B:ssä on selvästi c ykköstä eli c 

osa yhdestä enemmän kuin välissä 0? — c, koska viimenen suu- 

ruus saadaan juuri lwun c poistamalla luusta 0. 

Jos sentähden lwusta 0a otetaan niin monta a:ta, kuin c:ssä 

on ykkösiä, eli niin iso osa a:sta, kuin c on yhdestä, s. o. luku
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ca, pois, niin saadaan etsittävä (lukujen a ja 0 — c) tulo. Tästä 
seuraa nyt selvästi että 

(a — €) : a = ba —- ca. 

Koska taas on (b — c)4 = a(b — c) ja ba = ab, ca = ac, 

niin myös on 
alb — c) = ab — ac. 

Viimenen sääntö on johdettu lukua & pitäen isompana kuin 

luku c, mutta yleislaskussa annetaan kertomiselle sama merkitys, 

joskohta c on isompi kuin &, jolloin väli (b — €) on poistosuuruus, 

niin että alb — ce) = ab — ac = — (ac — ab), s. t. s. poistosuuruus 

(0— €) kerrottuna lwulla a antaa poistosuuruuden — (ac — ab) 

tuloksi. 

Jos 0 merkitsisi esm. saamista niin — € merkitsisi silloin 

velkaa ja väli 0 — c sitä velkaa, joka jääpi jälelle, kuin saaminen 

otetaan pois velkasummasta ja tämä velka kerrottuna lwulla a 
antaa a kertaisen velan, jota merkitään poistosuuruudella, koska 

lisäsuuruus & eli +% merkitsee saamista. 

Kuin väli 4 —0 on kerrottava summalla c + d, niin tulo 

saadaan selvästi väli 4 —0 kertoen ensin c:llä ja sitte d:llä ja 

saadut tulot laskien yhteen. 

Sentähden on 

(c + d)(a — b) = c(a — b) + d(a — D). 

Mutta edellisen mukaan on 

c(a — b) = ca — cb 

d(a — b) = da — db, 

josta taas seuraa 

(c + d)(a — b) = ca — cb + da — db. 

Samoin on myös 

(a — b)(c + d) = ac — be -F ad — bd. 

Jos taas väli c —d on kerrottava toisella a — b, niin se on 

selvä asia, että tulo saadaan suuruuden c —d ottamalla ensin a 

kertaa ja näin saadusta suuruudesta b kertaa (c— d) poistamalla, 

jonkatähden taas on 

(a — b) -(c— dj = a-(c — d) — b(c— d)
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Mutta edellisen mukaan on 

a(c — d) = ac — ad ja b(c— d) = be — bd 

josta seuraa, että 

(a— b) (c — d) = ac — ad — (be — bd) 

ja koska 

ac — ad — (be — bd) = ac — ad — be + bd, min 

(a — b)-(c — d) = ac — ad — be + bd. 

Tälle kertomiselle annetaan myös yleislaskussa yleinen mer- 

kitys, niin että 

(a — b)(c — d) = ab — ac — be + bd, 

olipa (c—d) lisä- eli poistosuuruus ja a isompi kuin b eli b 

isompi kuin a. 

Viimenen yhtälö on siis, niin hyvin kuin edellisetkin, oikea, 

olivatpa a, O, c ja d mitä ja miten isoja lukuja hyvänsä, sillä 

suuruuden (c — d) kertominen välillä a — & merkitsee, että (¢ — d) 

pitää otettaman a kertaa ja niin saadusta tulosta & kertaa (c — d) 

poistettaman. Se on siis oikea, vaikka yksi eli usiampikin lu'uista 

a, b, c ja d pienenisi aina nollaksi asti. 

Jos nyt yhtälössä 

(a — b)(c — d) = ac — ad — be + bd 

b ja d katoavat nollaksi, niin että 0 =d=0), niin siitä saadaan 

yhtälö (+ a)-(+ c) = + 40, sillä a = + 4, €=+0,a4c= +ac 

ja nolla kertaa mikä äärellinen suuruus hyvänsä on nolla, jonka- 

tähden —4-0=0, —0:c=90 ja 0-0=0. 
Jos taas bÈ = c = 0, niin saadaan (0)-(— d) = — ad, s. 0. 

(+ a)(— d) = — ad. 

Samoin on. (—-b)-(c) = — bc, s. 0. (— 8): (+6) = — be, 

kuins.d:= di=0, 

Vihdoin saadaan, kuin 4 =c=0, (—0)-(—d)= + 04. 

Koska nyt on 

(+449): (+90=.-+0c 
(+90:(— )=—4d 
(— 0):(+0=— e
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niin tästä nähdään, että lisäsuuruus kerrottuna toisella lisäsuu- 

ruudella antaa lisäsuuruuden tuloksi, multa poistosuuruus ker- 

rottuna lisäsuuruudella niin hyvin kuin lisäsuuruuskin poistosuu- 

ruudella antaa poistosuuruuden ja vihdoin poistosuuruus kerrot- 

tuna toisella poistosuuruudella antaa lisäruuruuden tuloksi. 

Lyhyyden vuoksi puhutaan yleislaskussa merkkien kertomi- 

sesta toisilla merkillä, jolla ymmärretään, että kertojoiden mer- 

kistä on nähtävä mikä merkki tulon edelle on pantava. Viime- 

sistä yhtälöistä nähdään selvästi, että tässä merkityksessä on 

+:+=4+ 
+=- 
s = 

2, 
s, t, s. kahden samallaisen merkin tulo on lisämerkki +, mutta 

kahden vastaisen merkin tulo on poistomerkki —. 

Kuin ysiamman suurnuden tulo on etsittävä, niin se saa- 

daan esm. ensimäinen kertoen toisella, näin saatu tulo kolman- 

nella, viimenen tulo taas neljännellä j. n. e. Jos kertojoiden 

seassa on yksi poistosuuruus, niin tulo on myös poistosuuruus , 

sillä poistosuuruuden edelliset kertojat antavat lisäsuuruuden, joka 

kerrottuna poistosuuruudella antaa poistosuuruuden ja se taas 

kerrottuna jälkimäisillä lisäsuuruuksilla antaa poistosuuruuden tu- 

loksi. 

Jos kertojoiden seassa olisi kaksi poistosuuruutta, niin kaik- 

kien toisen näistä poistosuuruuksista edellä olevien kertojoiden 

tulo olisi edellisen säännön mukaan poistosuuruus, joka kerrottuna 

seuraavalla poistosuuruudella antaisi lisäsuuruuden ja se taas jälki- 

mäisillä lisäsuuruuksilla lisäsuuruuden tuloksi. Samoin nähdään, että 

tulo on poistosuuruus, jos kertojoiden seassa on kolme poistosuu- 

ruutta, mutta lisäsuuruus, jos niiden seassa on neljä poistosuu- 

ruutta j. n. e, 

Tulo on siis lisäsuuruus, jos kertojoiden seassa olevien 

poistosuuruuksien luku on pari, mutta poistosuuruus, jos se on liika. 

Merkkien kertomisessa kuuluu tämä sääntö näin, merkkien 

tulo on lisämerkki +, jos kertojoiden seassa olevien poistomerk- 

kien luku on pari, multa poistomerkki —, jos se on liika.
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Merkkien kertomisen määrityksestä saadaan seuraava sääntö ; 

suuruuksien tulo saadaan kertojoiden merkkien tulo pannen nii- 

den numero-arvojen tulon edelle. 

Koska merkkien kertomisessa ainoastansa niiden seassa ole- 

vien poistomerkkien luku, eikä merkkien järjestys, tulee kysy- 

mykseen, niin merkkien tulo on, niin hyvin kuin numero-arvo- 

jenkin, sama, kerrottiinpa ne missä järjestyksessä hyvänsä, josta 

taas seuraa, että suuruuksien tulo on sama, tapahtuipa kertomi- 

nen missä järjestyksessä hyvänsä. 

Nyt voidaan suuruuksien tulo ja kertominen lyhyesti mää- 
rittää seuraavalla tavalla. 

YVleislaskusuuruuksien tulo on suuruus, jonka numero-arvo 

on kertojoiden numero-arvojen tulo ja merkki kertojoiden merk- 

kien tulo. 

Suuruuksien kertominen on niiden tulon muodostaminen. 

Koska taas yhtä isoilla suuruuksilla on aina yhtä isot nu- 

mero-arvot ja sama merkki, niin seuraavat todistot ovat jo itses- 
tänsä selvät. 

Yhtä isot suuruudet kerrottuina samalla eli yhtä isoilla 

suuruuksilla antavat yhtä isot tulot. 

Suuruudet, jotka kerrottuina samalla eli yhtä isoilla suw- 

ruuksilla antavat yhtä isot tulot, ovat yhtä isot. 

Mitenkä usiamman yksiön tulo saadaan on nyt selvä, sillä 

edellä on jo näytetty mitenkä tulon niin hyvin numerokertoja 

kuin kirjainkertojatkin saadaan ja viimeksi on nähty mikä sen 
merkki joka tapauksessa on. 

Jos taas monio esm. (4+0—c+d—e) on kerrottava 

suuruudella % niin tulo, jota yleislaskussa merkitään lausekkeella 
k-(a+0b—c+d—e), saadaan yhdeksi monioksi sulkumerkittä, 

edellisten kaksion kertomisen sääntöjen mukaan kerrottavan mo- 

nion kaksioksi muodostamalla. Näin on monio a +0—c+d—e 

sama kuin kaksio (4 +0—2c)+(d— e), jossa summa a + 0 — € 

on pidettävä yhtenä ja d— € toisena suuruutena. Kuin taas kak- 

sio (4 +0—c)+(d— e) kerrotaan suuruuudella £, niin tulo 

on selvästi X-(4 40 —c) +&-(d— e) ja sentähden on 

k (a +Db—c+d— e) =k-(a+0— ce) +6h-(d — e).



Mutta E 
a+b—ce=(a+0)—0c ja siis 

k-(a+0— e) = k(a + 0) — kc. 

Samoin on (a +0)=fa+(b ja k(d— e) = kd — ke. 

Sentähden on vihdoin 

kla+b—ce+d— e) =k(a+0—0)+K(d— e) = k(a+0) 

— ke + K(d— e) = ka + kb — kc+kd-— ke. 

Koska a, 0, c, d, € ja & voivat merkitä mitä suuruuksia 

hyvänsä ja se on jo selvä kuinka kerrottavan monion kanssa on 

tehtävä, olipa siinä kuinka paljo osioita hyvänsä, niin edellisestä 

yhtälöstä saadaan selvästi seuraava sääntö. 

Kuin monio on kerrottava yksiöllä, niin tulo saadaun jo- 

kaisen. osion moniossa kertomalla yksiöllä ja näin saatujen tu- 

lojen, jokaisen merkkinensä, laskemalla yhteen. 

Se on selvä asia, että edellinen yhtälö 

k(a+b—c+d— e) =ka+ kb — kc+ kd — ke 

on oikea, olipa Æ minkälainen suuruus hyvänsä. Sentähden on 

se myös oikea, jos £ on monio esm. sama kuin / m —n. Kuin 

k=14m—n, niin edellinen yhtälö muuttuu seuraavaksi 

(/+m—n)-(0a+0—c+d— e) = (I+ m— n)a +(14+-m—n)b 

— (1+ m — 1)c+(1+m—n)d— (14 m — n)e. 

Suuruuksien tulo on taas sama, tapahtuipa kertominen missä jär- 

jestyksessä hyvänsä, — Sentähden on (/+”—zn)a sama kuin 

a(l++m—n) ja edellisen säännön mukaan on 

ed m — n) = (L -} m — n)a = al - am — an, 

Samoin on 

(L+ m n)b = b4 mb — nbd ja —(/+m--n)e = 

= —lc— mc+ne j, u, e. 

Tästä seuraa että 

(14+m—n)- (a +b—c+d— e) = la + ma — na + Ib + mb 

— nb — Ic — me + ne + Id + md — nd — le — me + ne.
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Viimesen yhtälön oikeassa puolessa ovat toisen monion kaikki 
osiot kerrottuina jokaisella ensimäisen monion osiolla lasketut 
yhteen niin, että samamerkkisten osioiden tuloilla on lisämerkki 

+ ja vastaismerkkisten poistomerkki —. 

Koska nyt: tulo saadaan samalla tavalla, olipa monioissa 
kuinka monta osiota hyvänsä ja puustavit a, 0, c, d, e ja /,m, 

n voivat merkitä mitä suuruuksia hyvänsä, niin tästä saadaan 
seuraava monioiden kertomisen yleinen sääntö; 

Kahden monion tulo saadaan toisen kaikki osiot merkki- 

nensä kertoen ensimäisen monion jokaisella osiolla merkkinensä, 

ja niin saadut tulot laskien yhteen. 

Muist. Se on sama pantiinpa kumpanen monio hyvänsä en- 
simäiseksi ja siis sama, jos ensimäisen monion osiot kerrotaan kai- 

killa osioilla toisessa eli päin vastoin, sillä tulo on aina sama, tapah- 

tuipa kertominen missä järjestyksessä hyvänsä. 

Monioiden tulossa on usiasti samankaltaisia osioita, jotka 

ovat yhdistettävät. Sentähden käypi lasku sukkelimmin, jos mo- 

niot kirjoitetaan päällekkäin ja osioiden tulot alle niin, että sa- 

mankaltaiset osiot tulossa tulevat myös päälekkäin, joidenka yh- 

distäminen sitte käypi helposti. Näin muodustuu esm. monioiden 

20? — 3ab + 40? ja 5a? — 2ad — 68? kertominen seuraavalla ta- 
valla: 

2a? — 3ab + 4b? 

da — 2ab — 62? 
1008 — 1500 4- 20020? 

— 40b + 6ab2— Bab? 
— 1200? + 18a03 — 2404 

— 104! — 1968) + 14022 4100038 — 2404, 

  

  

Se on selvä asia että usiamman kuin kahden monion tulo 

saadaan ensimäinen kertoen toisella, niiden tulo kolmannella j. 

n. €, jonkatähden tässä tapauksessa ei mitään erinäisiä sääntöjä 

tarvita. 

Monioiden kertomiseen teemme vielä seuraavat muistutuk- 

set, jotka selvästi saadaan edellisistä säännöistä. 

Tulon osioiden luku on tulo niiden lu'uista kertojissa, jos 

samankaltaisia osioita ei ole ollut eli semmoisia ei ole yhdistetty.
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Monioiden tulossa on aina vähintäinkin kaksi osiota, jotka 
eivät ole samankaltaisia yhdenkään toisen osion kanssa enemmän 

kuin keskenänsäkään. 

Yksi näistä on niiden osioiden tulo kertojissa, jotka sisäl- 
tävät jonkun puustavikertojan (järjestyspuustavin) isoimmat korot 

kertojina ja toinen niiden, joissa saman puustavin pienimmät ko- 

rot ovat kertojina. Edellisessä on nimittäin kertojana tämän puus- 

tavin isompi ja toisessa pienempi korko kuin tulon yhdessäkään 

toisessa osiossa. Näitä osioita ei voida siis yhdistettää minkään 
toisen kanssa. Monioiden jaossa on tämä muistutus tärkeästä 

arvosta. 

Jos moniot, jotka ovat kerrottavat, ovat yhtäläisiä, niin 

niiden tulo on myös yhtäläinen monio ja sen nousu on summa 

kertojoiden nousuista. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. 54%-6a3 = 30050? 

Esm. 2. 16c2de-—3cd?/ = — A8ABe/. 

Esm. 3. —24"b2c3-5a"bcd = — 10a" "dcd. 

Esm. 4. — 64a02r-— 2abm>x = 120280302. 

Esm. 5. 20bc-— Tac(b + c)? -100e?d(b + ec) = 

= — 14003024 b + e). 

Esm. 6. —44b(d+e)-—5ad-— bd(d+ e) = 

= — 20a bd (d + e)?. 

Esm. 7. 3ab(ab — 5be + 2) = 3a?b? — 15a?b?c + Gab. 

Esm. 8. (24 —10c— d)-1adx = dx — fabcdx — adx. 

Esm. 9. —1-(a? — 2ab + 1) = — ad? + 2ac — 1. ”") 

Esm. 10. (24 — 3b)(a 4 20) = 20? + ab — 60. 

Esm. 11. (x +y)(2x — 3y) = 22? — xy — Sy. 

+") Esimerkistä 9 nähdään, että kertominen suuruudella (—1) 

on sama kuin kerrottavan suuruuden muuttaminen vastinaiseksi. Kuin 

monio on kerrottava (—1):llä, niin sen osioiden merkit ovat vaan 

munutettavat vastaisiksi.



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 
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(a? + ac + E) a — 26) = a? — ac — ac? — 26, 

(24 + 30)(2a 4 30) = Aa? + 1200 + 922. 

(34? — 56 + 4c)(5a? — 3b + c) = 1541 — 340% 

++ 23a%c + 1502 — 170c + 40%. 

(323 — 42? + 5x — G)(4x? — 5x + 3) = 1275 — 312! 

+ 4923 — 612? + 45x — 18. 

(2 — ay + 27? — la + y) =! — yh. 
(5at — 208c + Aa?)(aB — Aa? + 263) — 5a? — 22asc 

+ 1245? — 6atc3 — Aa3c! + Ba2c5. 

(54? — Aab + 302)(5a? — Aab — 31) — 25a! — 40030 

+ 16420? — 904 

(34 + 56 — 16) (4 — 20 + 9c) = 3a? — ab + 261ac 

— 100? 4- 460c — 4107. 

(48430? — 5a?D2c 4 Babe? — 3a2c — Sabe) (2ab? 

+ 4abe — 2bc? + c3) = Sab! — 100380%c — 124303c? 

+ 304302c8 — 6420363 + 164!D3c — 120430c!— 53a202ct 

+ 14a?bc5 + 164025 — 3a?cs — Babes. 

(0,240 — 3,750c + 10,5)(4? — 0,34) = 0,203) 
— 3,754?%c + 10,54? — 0,06a20 + 1,125a0c — 3,154. 

(4 — k) = (4 — k)(a — k)(a — k) = 0 — Jak 
+ Jak? — JA, 

(52? + 3ax — 3a) (2x — ax — £a) = 5% 4 Zaa? 

— LOT ad? L bax + 204. 

e(a? + 2ac + &E)(x — c) = a?cx — are? + 2acx 

— 200 + OX — € 

(543b3c2 — Galb2c5 + TasbsCS)(20303c? + 3asb2c5 

— 6a7b4c3) = 1005b8c! 4 3a7b5c? 4 14a1h8c8 

— 184501c10 4 21012071 — 30a!0 7765 + 36a!G8c5 
— 42015909, 

3x[x — 2(y — 2)] = 3x(x — 2y + 22) = 32? — 6xy 

+ 6xz. 

myln + (n + 1)(y — 1)] = mny" + my? — my.
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Esm. 28. [(2x+1)3x—1)]=36x! 4 1275 — 1122-2241. 

Esm. 29. (2—14)— (1—=4)M+2) 4208 — 1) — 1. 

Esm. 30. 26(a? — 3c) (D? — E) (3bc — ab — ae) = 1202btc 

— 2abt — 241b3c — 1202023 + 20102? + 2a!bc3 

— 18012 4 babe + 18024 — Ga2bct. 

Esm. 31. (2a3—?2mpn+3 4 JGam+16n+2 1 cr] (am-1h1—2m — ac) — 
— Dg? mpyn—2m+4 + 3 42M]n—2m+3 + ami p1—2m pep 

— 2ap—-2mtåpn+3p — 3amtp+lpn+?26 — aPcP+1, 

Esm. 32. (4a" — 20"—1h 4 am2b2 4 6a”393)(5043 + 6a% 
— 3a0? — 205) — 20am+3 4 14am+27 — 1990+192 
+ 344" + 37am-194 — 20a4m—2p5 — 124M—376, 

Seuraavat kerrokset ovat yleislaskussa aivan tavalliset ja 

siis hyvin usiasti tehtävät, jonkatähden ne tässä otamme erittäin 

tarkastettaviksi. 

1:0. Kaksion 4+0 toinen korko on tunnetun määrityksen 

mukaan tulo (4+0)(a4+9), s. o. (4+0)?=(a+0)(a+0)= a? 

+240 +b, s. t. s. kaksion toinen korko on summa osioiden toi- 

sista koroista ja kaksinkertaisesta tulosta. 

Niin on edellisen säännön mukaan esm. kaksion 543 +804? 

toinen korko 

(503 + 84?b)? = (5a)? + (8 ab)? + 2.503. 8a?b = 25a% + 6411D? 

+ 80050. 

2:0. Kaksion 4 — b toinen korko on: 

(a — 09 = (a — b)(a — b) = a? — 240 + 02. 

Toinen korko kahden suuruuden välistä on summa suu- 

ruuksien toisista koroista vähennettynä suuruuksien kaksinkertai- 

sella tulolla. 

Muist. Toinen korko kahden suuruuden välistä saadaan sa- 

man säännön muukaan kuin niiden summastakin, sillä kaksio «— % 

on suuruuksien a ja (—5) summa ja sen toinen korko (2— b)? on 

siis a24(— b)2 420. (— 6), mutta (— b)2= (—5)(— 3) — beja + 2a(— bB) — 
— 240, jonkatähden 

(a — 02 = a+ (— b)24+24(— b) = a +b? — 2ab.
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Niin on ` esm. (Tab? — 12403)? = (Tab) + (12003)? 
— 2 Tab: 12ab3 — 49atbt + 1440?b5 — 1680365. 

3:0. Kuin kahden suuruuden a ja È summa a+% on ker- 

rottava niiden välillä a — 0, niin tulo saadaan kertomisen sään- 

nön mukaan ja siis on 

(a+ 0)a— b) = a? + ab — ab — D? = a? — D’, 

Kahden suuruuden summa kerrottuna niiden välillä on sen- 

tähden niiden toisten korkojen väli. 

Niin on esm. (843+7ab)(84 — Tab) = 64a! — 49a?P?. 

Näitä sääntöjä käytetään usiasti monioidenkin kertomisessa, 

jolloin aina kahden eli usiammankin osion summaa pidetään en- 

sin yhtenä osiona.. Niin on 

(00 D OF [Ci D) CEST (län O) HAT O)C Ac? = 2 
-B209 UP 20C 20000 

. (a — b — c = [(a — b) — cf = (a — b) — a — bje + = 

= a? — 2ab + V — 2ac + 20c + c°. 

Niin on myös 

(a — b 4+ c)(a— b — c) = [(a — b) + ec]: [(a — bB) — c] =(a—- b 

— C° = a — 2ab + 02 — c. 

Se on selvä asia, että tulot edellisissä esimerkissä saadaan 

samalla tavalla ja samassa järjestyksessä, olivatpa suuruuksien a, 

D ja c eri arvot mitkä hyvänsä, s. 0., nämä säännöt ovat, niin 
kuin kaikki muutkin yleislaskussa vapaat suuruuksien arvoista, 

s. o. yleiset. 

Edellisten sääntöjen käytännölle otamme vielä muutamia 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. (2a4+3d4) = (204)? +2-24-34+ (34)? = 24 -2a 

+ 2-24 -34+34-3d = 40? 4 12ad + I9. 

Esm. 2. (34? — be)? = (302)? — 2.342 - be + (be = 3a. 3a 

— 2.302 -bc + bc-bc = Ia! — babe -F 02c". 

Esm. 3. (104 +7£)(104 — 7) = (104)? — (76)? = 104 -10a 

— Tk Tk = 100424982.
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Esm. 4. (5a? + 8ab) = 25a + 800450 + 64a'b?. 

Esm. 5. (a — 08)? — 48 — 20308 + D. 

(84? + 1pt)(Ba? — 1pt) = 644! — 1p2P. 

Esm. 7. (17—322 )(4x + 32?) = 1? — Jot. 

Esm. 8 (a+0+00a+0— 0) = [(a+0) +][(a+0) — e] 
= (a + 0)? — e = a? +249) + 02 — ec? 

Esm. 9. (a—+ bd — c)(a -—- b + c) = [a + (b— c)] [a — (b— c)] 

= BP (b — e)? = a! — D + 20c — 2. 

Esim. 10. (22 —y7—2)(2x —y+2)=[(27%—9y)— 2][(2x 

— 7) + 2] = Ow — y)! — 2? = Aa? — day +y. 
Esm. 11. (4+0+0(4+0— c(4— 0+60(—4a+0+0= 

= [(4+-0) + e] [(0+-0) —c] [c+(a—] [c-Ca—-1)= 
= (a?+ 2adb + D? — E)(c2 — a? + 24) — 02) = 

= 2020? 4 2a2c? + 20262 — a! — b1— ct, 

Esm. 

Edellä on selitetty, kuinka kahden ja usiammankin monion 

tulo tehdään yhdeksi monioksi, mutta se tapahtuu yhtä usiasti, 

esm. murtolausekkeiden lyhentämisessä, että päin vastoin eri ker- 

tojat moniossa, jos semmoisia on muita kuin ykkönen ja mo- 

nio itse, ovat saatavat ilmi ja eroitettavat. 

Tämmöinen kertojoiden ilmi saanti ja siis myös eroittami- 

nen on hyvin helppo seuraavissa tapauksissa, jonkatähden ne 

tässä otamme tarkastettaviksi. 
Koska 

K(a+0+c-)=ka+kb4kc----, niin on myös 

ka + kb 4 kc---,=K(a+0b+c-->). 

Tästä seuraa selvästi, että jos monion kaikissa osioissa on 

sama suuruus kertojana, niin se suuruus on kertoja koko mo- 
niossa ja muiden kertojoiden osioissa summa on toinen kertoja 

moniossa.  Semmoisen monion kertojat taidetaan siis helposti 

eroittaa. — Usiasti eroitetaan kertojat moniossa, yhteisen kertojan 

sen kahdessa eli kolmessa ja taas toisen yhteisen kertojan toi- 
sissa kahdessa tai kolmessa j. n. e. osiossa eroittamalla, sillä näin 

voipi yhteisiä kaksio- tai kolmio-kertojoita ilmestyä, jotka myös 

voivat olla kertojoita koko moniossa.
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Koska taas kolmio, joka on summa kahden suuruuden toi- 
sista koroista ja kaksinkertaisesta tulosta, on, niin kuin edelli- 

sessä pykälässä on nähty, toinen korko näiden kahden suuruuden 

summasta, niin semmoisessa kolmiossa on kaksi kertojata kum- 
panenkin edellä mainittujen suuruuksien. summa. 

Samoin on myös kolmiossa, joka on kahden suuruuden tois- 
ten korkojen summa vähennettynä suuruuksien kaksinkertaisella 

tulolla, kaksi kertojata kumpanenkin mainittujen suuruuksien väli. 

Nämä säännöt ovat sisälletyt seuraavissa jo tutuissa yhtälöissä. 

a? + b? + 2ab = (a + 0) = (a + bla + b). 

a? + b? — 2ab = (a — b) = (a — b)(a — b). 

Jos taas joku lauseke on kahden suuruuden toisten korko- 

jen väli, niin se on tulo niiden suuruuksien summasta ja välistä, 
jonka säännön yhtälö 

a — P= (a + b)(a — D) 
sisältää. 

Kertojoiden eroittamiseen edellisten sääntöjen mukaan otamme 

vielä eräitä — 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. 2a0+90?— 3bc = b(2a + b — 36), 

Esm. 2. 6pgr — 9pg2+124r? — 34 = 34(2pr — 3pg + r? —1). 

Esm.. 3... 2030? — Tabe — 54! + 3420? = aU2ab? — Tbe — 5a? 

+ 38°). 

Esm. 4. 104%c— Aabc? 4 2ab = 2ab(5ac — 202 + 1). 

Esm. 5. 8a%% — 2ab3c? — Gabe? + 1002%d? = 212e(4a? — abc 

— 3ac + 54%), 

Esm. 6. 3am+3an — bm — bn = 3alm + n) — b(m +n) = 

= (3a — b)(m + m). 

Esm. 7. A4ax?— 2bx? + 2x — Gay — 3y + 3by = 20%R2a — b 

+ 1) — 3y(2a + 1 — 0) = (27? — 37) (24 — b + 1). 

Esm.. 8. 9a? + 6ab + b? = (3a + b)? = (3a + b)(3a + d). 

Esm. 9. 3622? — 604 425 = (6% — 5)? = (62 — 5)(6%x — 5). 

3
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Esm. 10. 64a! — 10052 = (8a? + 100)(842 — 100). 

Esm. 11. 94? — 16922 — (3a + 4be)(3a — Abe). 

Esm. 12... (x! — 1) = (22. +1)(2? — 1)=(22+1)(x +1)(x—1). 

Esm. 13. x? — 4? — 2y72 — 2=72— (y 42? = 

=(x2+yt+2)x—7—£2.) 

Esm. 14. 4a? — 99? 4 6be— ec? = 4a? — (3) — c) = 
= (242 430 — c)(24? — 35 + c). 

S 4 

Jako. 

Suuruuden jako toisella on, samoin kuin hwunkin toisella 

tulla, kolmannen etsiminen, joka kerrottuna toisella antaa en- 

simäisen tuloksi. 

Kertominen on tehtävä kuin kertojat ovat tunnetut ja nii- 

den tulo etsittävä, mutta jaossa ovat, niin kuin määrityksestä sel- 

västi huomataan, kahden kertojan tulo (jaettava) ja toinen ker- 

toja (jakaja) tunnetut, mutta toinen kertoja (osa) etsittävä. 
Koska keskuus jaon ja kertomisen välillä on tämmöinen, 

niin seuraavat todistot ovat aivan selvät. 

Yhtä isot suuruudet jaettuina samalla eli yhtä isoilla suu- 

ruuksilla antavat yhtä isot osut. 
Suuruudet, jotka jaettuina samalla eli yhtä isoilla suu- 

ruuksilla antavat yhtä isot osat, ovat yhtä isot. 

Jaon säännöt ovat, samoin kuin kertomisenkin, etsittävät 

kolmessa eri tapauksessa, nimittäin yksiön toisella yksiöllä, mo- 

nion yksiöllä ja monion toisella moniolla. 

Olisko nyt esm. yksiö 84%? jaettava yksiöllä 4a?0, jota 
teosta merkitään joko murtosuuruuden merkillä eli näin 84302: 4420, 

niin osassa, koska sen kerrottuna jakajalla 404? pitää antaman 
tuloksi jaettavan 8430% täytyy olla ensiksi numerokertojana lu'un, 

joka otettuna 4 kertaa tekee 8, s. o. 2, sitte kertojana sen puus- 
tavisuuruuden, joka kerrottuna suuruudella a? antaa tulon 03, sel- 

västi a ja vihdoin sen, joka suuruuden % kanssa antaa tulon Db? 

s. 0. D. Sentähden on 84302 :4a2b — ab, sillä 4a2b -2ab — 8GBP?.



Samoin on 

54abtc:18ab? — 30202c, koska 18402 -3a2b2c = 54a3Dtc. 

Niin myös on 

— 16a°%bcte: Aac = — AbcBe ja — 104302: — 2042 = 5ad?, sillä 
ac -(— Abce) = — 16a?%bc'e ja — 2a?-.5ab? = — 100302. 

Yleisesti on 120"DPc" : Aa"bd — 3am"br-4c", sillä 

3a""pP—1c" - 4a"b1 on selvästi kertomisen sääntöjen mukaan sama 
kuin 

3-Aagm=ntnppataer — 120"bPo", kuin n >; ja PD, 

Mitä esm. lausekkeella 4" ymmärretään, kuin = n eli 

m<n, tullaan vastedes murtosuuruuksien lyhentämisessä näke- 
mään. 

Edellisissä esimerkissä on nähty, että osan merkki on lisä- 

merkki +, kuin jaettava ja jakaja ovat samamerkkiset, mutta 

vähennösmerkki —, kuin ne ovat vastaismerkkiset. Yksiön jaon 

yksiöllä sääntö on siis selvästi seuraava: ; 

Jaettavan ja jakajan merkkien tulo on osan merkki; jaet- 

tavan numerokertoja jaettuna jakajan numerokertojalla tulee nu- 

merokertojaksi osaan; jokaisen puustavisuuruuden, joka on ker- 

tojana niin hyvin jakajassa kuin jaettavassakin, korotin jaetta- 

vassa vähennetään sen korottimella jakajassa ja tähde pannaan 

saman puustavikertojan koroltimeksi osassa ja vihdoin tulevat ne 

puustavikertojat jaettavassa, joita jakajassa ei ole, kertojiksi 

osaan korottiminensa. 

Jos jakajassa on puustavikertojoita, jotka eivät ole jaetta- 
vassa eli yhdenkän puustavikertojan korotin edellisessä on isompi 
kuin jälkimäisessä, niin jakoa ei silloin voida tehdä täydellisesti 
ja osa jääpi murto-suuruudeksi. Sama tapaus, jos jakajan nu- 

merokertoja ei ja'a tarkoin jaettavan numerokertojata. Nämä ta- 

paukset kuuluvat murtosuuruuksien lyhentämiseen ja tulevat siinä 

selitetyiksi. 

Esimerkkiä. 

Esm. 1. 124'b0382 :3abc? = Aasca?. 

Esm. 2. 2745bcx?: — 9a2x = —3a3bex.
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Esm. 3. —42cyr:-— Ty? — 6cx. 

Esm. 4. — förxy?r2dtey = — day. 

- — 1AQxyc 
Esm. 5. ——— yo = dar. 

UNC 

Jos taas monio esm. 84! + 6030 — 12020? on jaettava yk- 
sillä 207, niin tulossa, joka jaon määrityksen mukaan kerrottuna 

jakajalla 24? on tekevä jaettavan monion, pitää oleman osio, si- 

sältävä isomman koron a:sta kuin sen yksikään toinen, koska se 

kerrottuna —yksiöllä 24? on antava tuloksi jaettavan ensimäisen 

osion 8af, jossa a:n isoin korko on kertojana. Tämä osan ensi- 

mäinen osio saadaan siis jaettavan ensimäisen osion 8a% jaka- 
malla yksiöllä 2a?, ja on sentähden 4a? koska 2a°.4a? — 8af. 

Jos nyt osan ensimäinen osio 4a? kerrottuna jakajalla 2a? 
s. 0. 804! otetaan pois jaettavasta moniosta, niin vielä jaettavaksi 

jääpi tähde 6a% — 120207, josta taas saadaan osan toinen osio 

samoin kuin ensimäinenkin j. n. e. 

Osan toinen osio on sentähden 6430 :204? = 3ab ja kolmas 
— 1242702: 20? = — 6. 

Sentähden on koko osa 

Aa? + 3ad — 627. 

  

Olipa nyt moniossa kuinka monta osiota hyvänsä, niin jako 

tapahtuu selvästi samoin kuin edellisessä esimerkissäkin. Jos sen- 

tähden a, &, c--- merkitsevät jaettavan monion osioita ja m ja- 

kajata, niin 

OVE Can K Ta UNI C i breast slut — Albata 

Monion jaon yksiöllä sääntö on siis seuraava: 
Monion jokainen osio jaetaan yksiöllä ja näin saadut eri- 

tyisosat lasketaan yhteen. 

Jos jaettavassa moniossa on osioita, joita yksiö ei tarkoin 

ja'a, niin koko jakokaan ei voi tapahtua tarkoin ja osa jääpi sen- 

tähden murtusuuruuden muotoon.



    

      

  

Esimerkkiä. 

Esm. 1. a = seie = 5ac — 2c 4- 1. 

Esm. 2. Sd 10 10189 = 2402 — Tbc— 542 +30?. 

Esm. 3. Bun ku mt = 2xr—3xy + Tr? — Xx? 

Esm. 4. 200 Isi Aa = = 4a'x— 3ay — UP. 

Kuin vihdoin monio esm. 51422 +104! — 48d3d — 154' 

+ Žad? on jaettava toisella. moniolla 444—5a? +30?, niin tässä 

taas on, jaon määrityksen mukaan, kolmas monio etsittävä, joka 

kerrottuna. toisella ja samankaltaisten osioiden yhdistettyä antaa 

ensimäisen tuloksi. Tässä, jakajan ja sen vielä tuntemattoman 

osan tulossa, s. o. jaettavassa, on se osio, joka sisältää esm. a:n 

isoimman koron, tulo ainoastansa kertojoiden niistä osioista, jotka 

sisältävät a:n isoimmat korot itsekussakin, koska se osio, toisen 

muistutuksen mukaan edellisessä pykälässä, ei voi olla samankal- 

tainen yhdenkään toisen kanssa. Sentähden on jaettavan osio 
104 tulo jakajan osiosta — 54? ja etsittävän osan siitä osiosta, 
jossa a:n isoin korko on kertojana. 

Koska nyt osan ensimäisen osion kerrottuna yksiöllä — 54? 

pitää tekemän yksiön 100, niin se saadaan selvästi jälkimäisen 

jakamalla edellisellä ja on siis — 24, sillä 1 ma koska 

— 54? - (247) = 1004, 

Jos nyt jaettavasta moniosta, 514242 +104! — 48d3d — 154! 
+ 4ad?, otetaan pois jakaja, 444 — 542? + 30, kerrottuna osan 
ensimäisellä osiolla, 24%, niin tähde on selvästi summa niistä tu- 

loista, jotka saadaan jakaja kertoen osan kaikilla vielä tuntemat- 
tomilla osioilla, sillä koko jaettava on tietysti summa jakajan ja 
kaikkien osassa olevien osioiden tuloista. Tämä vielä jaettava 

lähde on 

1241004! — 4804 — 154 4+44d3— (1ad— 5824322) -(—202) 

= 57424? — 40a3d — 15! + Aad?
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"jäöc-"II08j0–40c;3"3,"j0linöj8;jjtää":ljjSnimmäanmnt,0:156!- 

västi tulo niistä osioista jakajassa ja osan vielä tuntemattomien 

osioiden summassa, jotka sisältävät a:n isoimmat korot. Osan 

toinen osio saadaan sentähden tähteen osion —4043d jakamalla 

.. . . ..——400332 
jakajan osiolla —50? ja se on siis — sar — Sad. 

Kuin sitte jakaja kerrottuna osan näin saadulla toisella 

osiolla otetaan pois edellisestä tähteestä, niin tähde 

572 — 4008d — 15d! + 4ad? — (4ad — 502 + 32.) -8ad = 
= 2542 — 1541 — 20ad? 

on vielä jaettava jakajalla 444—5a? + 30?. 
Osan kolmas osio saadaan sentähden, samoin kuin edelliset- 

kin, viimesen tähteen osio 25a?d?, jossa a:lla on isoin korotin, 

jakaen osiolla —54? jakajassa. Tämä kolmas osio on siis 

250? d? 
3 = —=5d% 

— 54 

Kuin nyt jakajan ja osan viimeksi sadun osion tulo otetaan pois 

viimesestä tähteestä, niin saadaan tähde 

25a — 15d! — 20ad3 — (4ad — 54? 438) -(— 5) = 0. 

Jako on siis tapahtunut täydellisesti, ilman tähteettä, ja 

osa on 

—204? + 8ad — 50. 

Käytännössä järjestetään moniot, jaettava sekä jakaja niin, 
että jonkun (kumpasessakin moniossa saman) puustavisuuruuden 

korotin pienenee osio osioltaan, s. t. s. kumpasessakin kirjoite- 

taan se osio ensimäiseksi, jossa mainitun puustavin isoin korko 

on kertojana ja muut sitte niin, että saman puustavin korotin 
edellisessä osiossa on aina isompi kuin seuraavassa. Esimerkiksi 

otettu jako muodostuu näin tehden, kuin a otetaan järjestys 

puustaviksi, seuraavasti:
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  jaettava, 104!—-48Bd4-518 P+ Aad? Er alek ill 
    

  

= 100! + 8Bd+ 6a -202+84d—58, o 
1:nen tähde, —4084d+57 Ta: P+ kat 1504 

+H40B8dF 3221 F 24ad? 
2:nen ; tähde, ähde, — 2542 20ad— 154! 

F 254242 +20443+15d! 

0 

Jos taas d otetaan järjestys puustaviksi niin hyvin jaetta- 
vassa kuin jakajassakin, niin jako muodostuu näin: 

va 544 4Ba451Pa!484084100!] +344 —5 0, via. 
+1541+2084 F 2542? —5P48d4 20, osn. 

1:nen tähde, +244 +262a42—48da3+10a' 

F 24da F 320da" +40 da? 

  

  
2:nen tähde, = 602 8da?+10a? 

EF CRP EH SPELA 

Osat ovat samat ja niiden osiot ovat ainoastansa eri järjes- 
iyksessä. 

Muist. Jos jaettavassa moniossa ei ole kaikkia isoimman ja 

pienimmän koron välillä olevia korkoja järjestyspuustavista , niin silloin 

on paras jättää tilaa osioille, joissa puuttuvat korot olisivat kertojina, 

sillä semmoisia osioita voipi tulla niin hyvin ensimäiseen kuin toisiin- 

kin tähteisin, niin kuin seuraavasta esimerkistä nähdään: 

  

  

  

  

Ifisi. kesssitun ed: —49by? 7005y —250%1 3y? — 70y -5b 
F 9y5+2102/!F1503y3 384702y—503 
= M Pyh 150865 A90 7005y — 2508 

F2172/t t490% F 3505y 
1508 F3505y— 2565 
150343 +350% +250 

0 
Koska minkä monion hyvänsä jako toisella moniolla voidaan 

tehdä samoin, kuin edellinenkin, niin tästä esimerkistä ja sen 

selityksistä on jo seuraava monion jaon toisella moniolla sääntö selvä. 
Jaettava sekä jakaja järjestetään jonkun, kumpasellekin 

yhteisen, puustavin mukaan pienenevillä korottimilla; jaettavan 

ensimäinen osio jaetaan sitie jakajan ensimäisellä osiolla, joten 

saatu erityisosa on koko osan ensimäinen osio, jolla koko ja-



40 

kaja kerrotaan ja saatu tulo otetaan pois jaettavasta; tähteen 

ensimäinen osio jaetaan sitte jakajan ensimäisellä osiolla, joten 

saatu erityisosa on koko osan toinen osio, jolla koko jakaja 

taas on kerrottava ja tulo otettava pois ensimäisestä tähteestä; 

näin saadun toisen tähteen kanssa menetetään samoin kuin en- 

simäisenkin, jolta menetystä jatketaan kunneka tähteeksi saadaan 

nolla, jolloin jako on tehty täydellisesti. 

Jos jaettavan eli jonkun edellä mainitun tähteen ensimäistä 

osioa ei voi tarkoin jakaa ensimäisellä osiolla jakajassa, niin 
koko jakokin on silloin mahdotoin tarkoin tehdä, s. t. s., että sem- 

moista koko monioa ei voi olla, joka kerrottuna jakajalla antaisi 
jaettavan tuloksi. Tässä tapauksessa jääpi osa kokonansa eli osit- 

tain murtolu'un muotoon. 

Koska osan ensimäisen eli usiampienkin osioiden löydettyä, 
jakajan sillä eli niillä kerrottua ja tulon eli tulojen jaettavasta 
pois otettua ainoastansa näin saatu tähde enää on jakamatta, 

niin. tämä tähde on uusi jaettava, joka jakajan kanssa voitaisiin 

järjestettää minkä niissä olevan puustavin mukaan tahansa ja 

tähteen nykyinen ensimäinen osio jakaa ensimäisellä osiolla jaka- 
jassa. Tällä lailla saataisiin aina yksi osio koko osassa, mutta 

tämmöistä järjestyspuustavin muutosta ei kuitenkaan tarvitse kos- 

kaan tehdä, sillä niin hyvin jaettava tähde kuin jakajakin ovat 
valmiiksi järjestetyt ja niiden ensimäiset osiot ovat juuri ne, jotka 
ensin tulevat kysymykseen, jonkatähden jako entisessä järjestyk- 
sessä tapahtuu helpoimmasti. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

117464234 62? 28462+4112+6   

  

Esm. 1. Sn naa 

= 22 43x+2: 

Pax? NS A 
Esm. 2. Java Ya Fr no = 3x? 4 4ax + a 

3%? — a? 

4 Avon Nea? 2 
Esmi 3; 10 NN 4a + 50 +3x = 

o TUP G 493 
= 50-40 430



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

PS
 

10. 

fi. 

12. 

13. 

14. 

= 01 4 Ay 
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4 = Pa Pat [84 1116. 

AabB— A8a3b — 150 + 104! +514 

4ab + 302 — 50? sS 
= — 2a" + 8ab — 5b? = 8ab — 2a — 5b”. 

  

: = — 72? , 9772 at NE 2? + 2xy + 292. 

6 
n = at ab? + bt 

EEE = at — db + ab — ab 4 bt, 

= a-l — anb + ON lian An ab? 

+ "4, kuin on liikaluku. 

625 = san Sp'x? + 2pfx — dp? 

3p?        

= 323 + Luni 2p?x + p?. 

1 — 6z? + 272! Ok ad 
NEI 32. y 6z + 922 = 922 — 62 +1. 

a5 — 1643x3 + 6lx5 

a! — hax + Ax? 
+ 16x4. 

= 4! 4 40Bx 4 1202? 4- 16075 

a + bc + 2a?e — Babe — S 
a—b 

KN — ab + 2a2c — 3abc N Pe 
SHISH IEAJ- — = + ac be. 

a-b F 

  

  

x? — 7x — 5xy — 6y? — 22y — 20 

3a + 2y +4 

20bc — 200 + 20! — 3c? — 5a?c — 12b? 
a? + 2b — 3e = 

= 24 —6b + c. 

  

 



RE 305 — Aa 4 1703-— a m 830 497 
sm. 16. 4%—. 3 Sait 

122—2+3 
= 10 3 6114010 

Esm. 17. (3aty — a9y? + Jay? + 1424 — Jay! + Zay 
— 94): (322 — Say — 2) = 1a?'y — 3af? + 30". 

Esm. 18. (8am+" + 16ar+"b" — 120"01 — 4a"'bs — Sarb"+s 
+ 601+5): (44" — 205) == 20 + kavbn — 301. 

  

Esm. 19. (am+npn — Aam+n152n —. 927 gmtn273n 

+ U2am+—3D1) ; (a"b" — TOM) — art Jdam—1pn 

— Gan 2627, 

3an 2pm+2— Tia 00 0000] 00001" —Nan+2m2 

Esin. 30 = = == N 
bm — Zab" 1 kap 2 

— 3a" 219 p = an. 

52 

Esm. 21. N 30102 4- 6a3D8 4 12020! 4 24aD5 4480. 

a 2050? — Ta!b! 4 30205 
Esm. 222. — Pyryjä ET 301 — 302b2. 

2023 2 
Esm. 23. PS TEA yta, E = 8: 2167. 

30? — 32y + 39? 

Jos jaettavassa eli niin hyvin jaettavassa kuin jakajassakin 
on usiampia osioita, joissa järjestyspuustavin sama korko on ker- 

tojana, niin jako voipi tapahtua aivan tavallisesti monioiden jär- 

jestettyä niin, että ne osiot, jotka sisältävät järjestyspuustavin sa- 

man koron, tulevat olemaan jälekkäin. Mutta semmoiset osiot 

voidaan myös yhdistettää niin, että järjestyspuustavin kaikissa 

niissä oleva sama korko otetaan yhteiseksi kertojaksi, osioiden 
muiden kertojoiden summa toiseksi ja tulo sitte pidetään yhtenä 

osiona. 

Esimerkiksi otamme seuraavat moniot jaettaviksi.



43
 

1. (11a?b—19abe + 10a2—15a?c + 3ab? + 15bc?—5b?c) : (54? + Jab—5bc) = 

100? + (116 — 15c)a? + (30? —19bce)a + 15bc?—5b?e [ 54? +3ab—50c 
F100 śp 60 o? + 10%c a 1905-0238)" 

( 50—150)a2 + (362— 9be)a+150c2— 56% 

F( 50—150)42 F (302— 9be)a F150c2 + 56% 

0 

2. (1202 — 290c 4- 1562) + (2308 —310% — 9be2 4156)a? + (1001—6022)a (30 —5c)a + 20? 3 

TF (1202 — 20be — Ibe + 15c2)a3 F (8b3 — 6bc)a? (Ab —30)a + (Bb 30) a 
(1563 — 25020 —9be? + 15c3)a? + (100—602c2)a 

F (1503— 25020 —9be? + 15) a? E (1002— 6022) a. 

0 

    

  

  

  

  

Muistutus. Jaon säännön mukaan saadaan toisessa esimerkissä osan ensimäinen osio jaettavan ensimäisen 

osion (1202— 2900 +15c?)a3 jakamalla jakajan ensimäisellä osiolla (30 —5c)a. Tässä on siis jo monio. jaettava toisella. 

moniolla. Samoin on myös osan toinen osio etsittävä.



AA 

Jos taas jaettava monio sisältää puustavia, yhden eli usiam- 

piakin, joita jakajassa ei ole, niin jako voidaan kyllä silloinkin 
tehdä tavallisesti, moniot järjestäen jonkun kumpasellekin yhtei- 

sen puustavin mukaan, mutta se voipi myös tapahtua paljo hel- 

pomin. Liiaksikin voidaan jakoa seuraavalla tavalla tehdessä pi- 

kemmin huomata, jos se on mahdollinen tarkoin tehdä taikka ei. 

Olkoon jaettavassa esm. puustavi a, jota jakajassa ei ole. 
Kuin nyt jaettavan kaikki osiot, jotka sisältävät samoja korkoja 
puustavista a, yhdistetään, yhteiset kertojat, a:n korot, eroitetaan 

ja monio järjestetään pienenevillä koroilla a:n mukaan, niin saa- 
daan, jos % on a:n isoin korotin, monio 

AW + Batten. +Ta+ U, 

jossa 4,B---7, U merkitsevät a:n eri korkojen kertojoita, jotka 
itse voivat olla monioita. Koska nyt jakaja kerrottuna osalla on 
antava jaettavan tuloksi ja jakajassa ei ole puustavia a ensinkään, 

niin osassa pitää oleman osio, jossa korko a" on kertojana, sillä 
jaettavassa, osan ja jakajan tulossa, on semmoinen osio. Tämä 

osio on taas tullut osaan, kuin jaettavan ensimäinen osio 4a" 

on jaettu jakajalla, sillä osan kaikki muut osiot, jotka ovat saa- 
dut jakajalla jaettavan pienempiä korkoja a:sta sisältävien osioiden 

Ba"! +.. j. n. e. jakamalla, sisältävät a:m pienempiä korkoja, 
eivätkä sentähden voi olla samankaltaisia mainitun ensimäisen 

osion kanssa. " 
Jakajan pitää siis jakaa ensimäinen osio 4a" jaettavassa tar- 

koin, jos koko jako on tapahtuva tarkoin. Samasta syystä pitää 

myös jakajan jakaa toinen osio Ba"! jaettavassa tarkoin, sillä 

se osio sisältää a:n isoimman koron ensimäisessä tähteessä, joka 
on toinen jaettava. Samoin voidaan päättää, että joka osion jaet- 

tavassa pitää tulla tarkoin jaetuksi jakajalla, jos koko jaon tulee 

tapahtua täydellisesti, ilman tähteettä. Jos nyt jakajaa merkitään 

Millä, niin osien 4: M, ---T:M ja U:M pitää kaikkien oleman 

koko lausekkeita, sillä M:n, joka on vapaa a:sta, pitää jakaa 4 
tarkoin, koska se jakaa 4a" tarkoin. Samasta syystä pitää sen 

jakaa Æ tarkoin j. n. e. Tästä saadaan nyt seuraava sääntö. 

Kuin jaettavassa moniossa on puustavia, joita jukajassa 

ei ole, niin osa saadaan seuraavalla tavalla: kaikki ne osiot
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jaettavassa, joissa joku näistä puustavista on samoissa koroissa, 

yhdistetään; jaettava järjestetään saman puustavin mukaan; 

kaikki sen osiot jaetaan jakajalla ja vihdoin lasketaan näin 

saadut osat yhteen. 

Esimerkiksi otamme seuraavan monioiden jaon. 

(3a?b3 — 3abc3 — 20362 4 D5 — 3a?be2? + 3abBc — a2c3 + be! 

+ 4?0%e) : (0? — €). 

Kuin jaettavassa moniossa yhdistetään kaikki ne osiot, jotka 

sisältävät a:n toisen koron, sitte ne, joissa a on kertojana ja 

vihdoin a:sta vapaat osiot, niin saadaan, a:n mukaan järjestettyä, 

monio 

(303 + 02e —3bc? — C)a? + (3Dc — 3bc)a + (D5 — 2032 4 bet), 

jonka osiot sitte ovat jaettavat kaksiolla, 0?—c?, ja niin saadut 
osat. yhdistettävät. 

1:nen jako, (303 + PC —30e2 — BS)? br — c? 
  

  (F 303 + 302? )a? (30 + 6)a?, koko osan ensimäinen osio. 

(+ 0% — &)a? 

CEO Pe NA NE armain 

Toinen jako, (303c — 30c3)a[ 1? — c? 
(F+ 305c Sb 306)a 3Dca, koko osan toinen osio. 

  

    
0 

Kolmas jako, 05 — 208c? + bår I D — Cc 

F+ be BIL, koko osan kolmas osio. 

P B Uber 
at bet 

0 

Koko osa on siis 

(30 + e)a? + 3bca + 08— 002. 

Kaksion a"—09", jossa n merkitsee mitä koko lukua hy- 
vänsä, jako toisella kaksiolla 4—0 on tärkeä ja yleislaskussa 

usiasti tehtävä. 

Edellä, Luk. 1 $ 3, jo on nähty, että 44 —2? = (4 + 0)(a — 0), 

josta selvästi nähdään, että kaksio a&—% jakaa tarkoin kaksion
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a?— D? ja osa on a+ 0. Jos taas kaksio a—?23 jaetaan kak- 

siolla 4—0, niin jako tapahtuu tarkoin ja osa on a? + ab +. 

Niin myös on " 

(q4–—54):(0——5):03+"222+"52+223" 

lcnicsjoä6'2+I–b"+1j31(3688;1t0j86113"–—58;13413311861— 

"östj053"önSiimäjSSIISi0Sj01cSi2";"3SIISjmöjSSIcSitäjin031c3i0'722 

—b"H seuraavan kaavan mukaan: 

ant — bt a —D 
sE an+1 + ab ar 

a" — DnH 

  

Kuin nyt tähteen kumpasestakin osiosta eroitetaan yhteinen 
kertoja b, niin se saapi muodon (a4"— 0". Jos nyt 4—9b jakaa 
tämän tähteen, eli sen kaksio-kertojana a4”—0" tarkoin, niin 

silloin se jakaa myös koko jaettavan a"+!—0H! tarkoin, koska 

osan saatu osio a” on koko lauseke. Tästä seuraa selvästi, että, 

jos kaksio a—Ī jakaa tarkoin toisen a"—0", se myös jakaa 

tarkoin kaksion ati bett, olipa n mikä koko luku hyvänsä. 
Edellä on nyt nähty, että kaksio 4—0 jakaa tarkoin kaksion 

a2—P, sentähden se myös jakaa kaksion 4—0 tarkoin ja, 

koska se jakaa viimesen (4?—7?3) tarkoin, niin se myös jakaa 

kaksion at—90 tarkoin, samasta syystä taas kaksion a5—9D5 j. 

n. e., s. 0. 4—0D jakaa tarkoin kaksion a"—%", merkitsipä n 

mitä koko lukua hyvänsä. " 

1305014604—b4j36inmäliäjcsj01in,"—b,311:330831(8jm0— 

nijcm"3+C232+ni;2+5356117337311Iinäininmuinöni" 

  

at — 0 a4—b 
F at + ab B+ ab ab bi 
VT Gaan ta 

F ab + a?0? 

0 FP 7 
B a20% ADA 

155 ya m 
Fab? + Db!
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Tämän osan ensimäisessä osiossa on a:n korotin 3, siis yhtä 

pienempi kuin jaettavassa kaksiossa ja toisessa osiossa on a:n koro- 
lin yhtä pienempi kuin ensimäisessä ja 0:n korotin on yksi. Sitte 
pienenevät a:n korottimet yhdellä ja 0:n kasvavat myös yhdellä, 

osio osioltaan, kunnekka viimesessä osiossa, joka on vapaa a:sta, 

D:n korotin on 3, siis yhtä pienempi kuin jaettavassa moniossa. 

Että tämäkin sääntö on yleinen, s. t. s., että 

(a! — 0): (a— b) = ar! + ab + an3? + vet + an mpm-1 

+ anom-1]m + KÄ + ab? + p, 

voidaan helposti näyttää. Jos sitä varten monio ` 

ar dl arb + ar—3p? + 5 + an-mpmn-1 + an-M-15m 

SE ar—m—2pym+l + ege + ab? 35 pn 

kerrotaan kaksiolla, 4—0, niin tuloksi saadaan kaksio a” — bn, 

sillä sen huomaa heti, että kaikki väliset osiot ovat kaksi ja kaksi 

muuten samat, vaan ainoastansa vastaismerkkiset ja kaottavat sen- 

tähden toinen toisensa, niin kuin seuraavasta kertomiskaavasta 

nähdään. 

(G! + an? + an-3p? + ESA + a mpmn-1 + an -m-1pm 

+ ar—m—2pym+1 + "„ + ab"? + ab"? + br) (a— b) = a" 

E a" + an1 Sek ar—p2 + a"? — «0. — qM + an mpm 

äs ar—m—1pym+1 + ar—m—1pm+1 ii + M abn? + a?bn2 

E ah + ab"1 — b" — a! — Dr, 

Tässä merkitsee m koko lukua pienempää kuin 7. 

Koska nyt kaksio, a"— 20", on kahden kertojan, (4—?) ja 
(a 13 at 2 +002 3009), tulo, Täin; jos se (a" — bry 

jaetaan ensimäisellä kertojalla, 4 — 0, osaksi pitää saataman toi- 

nen a"! 4 a" ect ab 400, 5. o. t. 

Kahden suuruuden väli jakaa siis aina tarkoin välin näiden 
suuruuksien samoista koroista ja osa on yhtäläinen monio, jonka 
osioiden luku on sama kuin suuruuksien mainittu korko ja nii- 
den nousu yhtä pienempi kuin sama korko. Edellisestä on kyllä 

selvä, mitenkä nämä osiot muodustuvat ensimäisestä, joka on 

ensimäisen suuruuden yhtä pienempi korko kuin jaettavassa kak- 
siossa. Niin on esm.
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NÖRD ren UN Fg Hyve = 8% + 4x - 5y + 2%- 25y 

+ 125? = 8% + 2022 4- 50xy? + 12527. 

3205010 — styck (2002) — (10)5 

  

      c Sporten Ranan 47,8 37,6 , 2. oar Vna e = 164108 + 8a305-1c 

+ 4020-12 + 2- ab? 163 + 1.0! = 160108 4 4a3056 
+ a204? + 10023 + 150. : 

2900 

3 asa 1+%X+2?+2+x' + 5. 

Lopuksi teemme vielä seuraavat muistutukset, missä tapauk- 
sissa jo edeltäkäsin voidaan nähdä, että monio ei voi jakaa tar- 
koin toista moniota. 

1:0. Ennen kuin moniot ovat järjestetytkän jonkun puus- 
tavin mukaan, pitää katsastaman niitä osioita, jotka sisältävät it- 
sekunkin puustavin- isöimmat korot kumpasessakin moniossa. Jos 

joku semmoinen osio jakajassa'ei ja'a tarkoin jaettavan vastaavaa 
osiota, niin koko jakokin on silloin mahdotoin tarkoin tehdä, 

sillä, niin kuin edellä on nähty, se on sama, minkä yhteisen 

puustavin mukaan moniot järjestetään. 

2:0. Monio, joka sisältää jonkun toisessa moniossa olemat- 
toman puustavin, ei voi jakaa tätä toista moniota tarkoin, sillä 

semmoista koko moniola ei ole, joka kerrottuna ensimäisellä an- 

taisi jostakin siinä olevasta puustavista vapaan monion tuloksi ja 

osan kerrottuna jakajalla pitäisi tehdä jaettavan, joka ei sisällä 

kaikkia jakajassa olevia puustavia. 
3:0. Monio ei voi milloinkaan jakaa tarkoin yksiötä, sillä 

kahden monion tulossa on vähintäinkin kaksi osiota, jotka eivät 
ole samankaltaisia keskenänsä enemmän kuin toistenkaan osioiden 

kanssa ja joita siis ei voi yhdistää. 
4:0. Yksiö ei ja'a tarkoin moniota, ellei se jaa tarkoin 

jaettavan, jokaista osiota, jolloin taas osa saadaan kaikille näille 
osioille yhteisen kertojan (jakajan) eroittamalla ja pois heittä- 
mällä.
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Toinen Luku. 

Yleislaskusuuruuksien murtolausekkeista. 

$ 1. 
Kuin jonkun yleislaskusuuruuden jako toisella ei voi tapah- 

tua tarkoin, niin osaa merkitään silloin lausekkeella, jossa, sa- 

moin kuin numerolaskussakin, jaettava kirjoitetaan ylä- ja jakaja 

niiden välillä olevan viivan alapuolelle. Tämmöistä lauseketta ni- 

mitetään murtosuuruudeksi ja viivan yläpuolella olevaa suuruutta 

(jaettavaa) sen osottajaksi ja alapuolella olevaa (jakajaa) nimittä- 

jäksi. Näin merkitsee esm. n saa, joka saadaan suuruus a ja- 

kaen toisella 2. 
Seuraavat todistot ovat murtosuuruuksien käyttämisessä erit- 

täin tärkeitä ja niiden todistaminen perustaksen kokonänsa seu- 

raavaan kahteen jo hyvin tunnettuun sääntöön, nimittäin: osa ker- 

rottuna jakajalla antaa jaettavan tuloksi ja suuruuksien tulo on 

sama tapahtuipa kertominen missä järjestyksessä hyvänsä. 

Murtosuuruuden kertominen millä suuruudella hyvänsä ta- 

pahtuu osottajan kertomisella eli nimittäjän jakamisella kerto- 

jalla, niin että 
ac ag Wat 

m 

O
I
S
I
R
 

- a E i a 
Jos lyyhyyden vuoksi merkitsemine murtosuuruuttä j PUus- 

lavilla d, joten on s= ja siis a = bd, niin edellisestä yhtä- 

löstä saadaan, sen yhtä isot puolet kertoen suuruudella e, <-c 
b 

.. . . ac 
= d+c ja toisesta saadaan samoin ac = b: dc, josta taas 1 == 00: 

) 

UT 10 ac 
Sentähden on selvästi pt=7 

2 . b . b 
Koska taas 4 =D-d ja b v sillä osa ; kerrottuna ja- 

4



kajalla ¢ antaa jaettavan 0 tuloksi, niin = Fed: josta saa- 

a ta a a 
daan ped ja siis. 3+e=3, koska pre cd. Sentähden on 

E c 
4, 2 00 a ylei 
= = er . O. b inr 

c 

Murtosuuruuden jako toisella suuruudella tapahtuu taas 

päin vastoin osottajan jakamisella eli nimittäjän kertomisella ja- 

kajalla, s. t. s. 

a 
M. 
Driu Drnidei 

a md . 
Jos nyt on jte=d niin z= de Jaa dch db c= d be, 

= 
â a J 
josta taas = 9 Gi ja pp 

a 
7..... ...F"—F—L; Näistä yhtälöistä saadaan selvästi ila p d. t. 

Näistä todistoista saadaan seuraavat säännöt, joita yleislas- 
kussa yhtenään käytetään. 

Murtosuuruuden arvon muuttumatta saapi jakajan osotta- 

jassa panna kertojaksi, ja kertojan jakajaksi nimittäjään ja sa- 

moin myös kertojan nimittäjässä jakajaksi ja jakajan kertojaksi 

osottajaan. 

Murtosuuruuden arvo jääpi entiselleen, jos sen osottaja 

sekä nimittäjä kerrotaan eli jaetaan samalla suuruudella, sillä 

a a ... . 
jos = = €, tiin a = cb ja siis ad = cbd, koska yhtä isot suuruu- 

det kerrottuina samalla suuruudella antavat yhtä isot tulot. 
Koska taas 

.. dad . " a ad 
ad == cbd = bd: c; niin za = Cilt sentähden PR



. .65 ... a 
Samoin myös on kuin - = 6 ja siis 4 = be, -= =C, 

7 b d d 

Josta saadaan 

, a 
= c ja sentähden -= ; j. 0. t 

QI
 

SI
 
Z 

QI
 

SI
 
A
N
S
 

Murtosuuruuksien lyhentäminen perustaksen tykkänään vii- 
meseen sääntöön, sillä murtosuuruuden lyhentämisellä ymmärre- 

tään yhteisten kertojoiden poisjättämistä osottajasta sekä nimit- 

täjästä, taikka, joka on yhtä, osottajan sekä nimittäjän jaka- 

mista samalla suuruudella, joka on kertojana kumpasessakin. 

Tämmöinen lyhentäminen tapahtuu helposti, jos kaikki niin 

hyvin osottajan kuin nimittäjänkin kertojat ovat eroitetut eli hel- 
posti löydetään. Silloin heitetään vaan kaikki yhteiset kertojat 

pois kumpasestakin ja osottajan jälelle jääneiden kertojoiden tulo 

tehdään osottajaksi ja nimittäjän nimittäjäksi lyhennetyssä murto- 

— suuruudessa. Näin tehtävälle lyhentämiselle otamme seuraavat 

Harjoitus-esimerkit. 

Esm. 1 = = = 

Esm. 3. ag ça K 

Esm. 4. JA va = gt 

> "(0 +) — d 
Esm. 9. OT W 

20%x — 2)(y +3) 2a(y+3) Esm. 6. — 330 19311209 

3 3)2 

Esm. 7. (YT TAA
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Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

8. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

a — V? (a + D— D. a—D 
  

  

aN yv > 
4x?—1 (27+1)02x—1) 74 

G6oe 3 3): ;. 

4. GÄR A 
  

ab (FPP RV 

ala -+ 2) —Xla + 2) — (a—+ x)a — x) 
x = (43 2)KA— x) 
  

am an amm) a 
bm — bn  b(m—n) b 

&+200+0 (a+b) ab 

TP (64-00 a 

  

  

am me = m(a + x) a. 5 2 

an — n? (a+ xX)A—x) nax) 

abc — ab — able2— a) (c+ae-a) at+c 

  

  

  

abc — a3b2— a0HC— a) — able—a) ab 

3abd — abef + add — ah(3d— e/+-d4) 3d4—ef+d 

BBC ab G0c—ab) etc ad) 

aa JA E OI 
BE — PPC cd Be — P+) ac 

100/4—2ab — 26(5/a—a) = 5/a—a 
Aba — AbeVa a0f/acv—c) 2ab— ec) 

Bax? — Say? — 2al(x + 2y)(x — 2y) _ 2a(x — 2y) 

  

    

  

xz + 2y 2(x + 29) = z 

ao? — dy Gl? —y) a Ca 
dy dx  04—2) == (240 

< 2H = Tn (a+9)=—2—9. 

4cy? — 64c2? JN — 1622) My+tX)y—42) 

hez— cy —. Ez — 94) —. (04%) 13 
 



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. í 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

22. 

23. 

24. 

25. 

30. 

31. 

32. 

33. 

  

  
  

  

600 90 5A a ve 

L TLI 

a = 1 550 

SSU nd 

— 2n? = 

n? — An +. 4 1 

202]/30? — & 8v:y3e _ 23c — 40?) — 20 — 20) 
3af/322 + 60/3 = 3Y3ca + 2v) 3 

am? — an? 2 Mia 
m3 + mn — mn? — nn E +n) — n(m n) 

alm? – m) E 

= Om + ny nd) — m RR 

a? + 2ab = a(a+2)) a 
  

då + 200 + ab + 202 (a + 2b)0 +d) aF H 

a- d+ ac +de —10+0+0a+0) 
D aA. (EHA 

— (a+ DA+0) 
ara 19106; i 

3/mn+30pg+1 187m+5npg — 3Mm(n+6)+5pg(6+7) 
` Aabn—A42cd-+24ab—7Tcdn  4ab(n-+6)—7cd(6-+n) 

— (+ 6)30m + 5pg) — 3lm—+ Spa 
— (N+ 6) (4ab — Ted) — Aab —Tcd' 

2a?m + 3a2n — 202m — 302 — D? 
2m3 + 3m2n + 2mn? 433 295 n 

&+teytayty at+ty 

  

  

  

  

G y ja (an —y 

6a! — 96 O 16), AKA + 4)(02— 4) 

Ja Ps 4-39. a—2 = 

= 20? -F 4)(a + 2). 

a? — Ct ax+ 0 

(0 GJ UET ÄR ana
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eb + cx aD — abena -ex 
Esm. 34. + — mu   

  

  

      

ab? — ca? a CT 

Esm. 35 36a%cd—120abcd+1000%d — — 4cd(3a— 50)? — 

s W 51c — 150ab%c — — 6ac(3a+5b)(3a—5d) 
— 2434 — 50) 
” 34(34 + 50) 

ax" E mtl L xml 

Esm. 36. GIFS FSSR Pe 

A n Sm. be = 02 Ohc = P= 010 

as G l HG 

11205 

ab? — D? — 200 + 20 — abc + be i 20C — 2 
(0? — 24 + 1)(68 +202 — be? — 202) 

(a? — 1)(0? — 26 — be + 2c) 

CERT 23 — 002) 
AND 2) —060—2)] = (a41)0—2) 

Esm. 38.   

(4—1)0+2)07— 0) —(a-0+20+0' 
. (0+b)(0+22+c)(c2+5—c-) 2) 
tn A 20D 20202 4 2922 — at — 14 — 1 

— (4+0)a+b6+0)X = Asa a+ b 
APC (02 —02—c2P. = (a4c-1)(bHe<a) 

sa 
Kuin osottaja eli nimittäjä eli kumpikin ovat monioita, joi- 

denka kertojat eivät helposti ilmesty, niin silloin täytyy niiden 

isoin yhteinen jakaja, s. o. lauseke, joka on kaikkien kumpases- 

sakin yhteisten kertojoiden tulo, etsittämän, jos murtosuuruutta 

tahdotaan lyhennettää. 

Jos 4 ja BP nyt merkitsevät kahta kokonaista moniota, joista 4 

sisältää isomman eli yhtä ison koron jostakin järjestyspuustavista kuin 
B, ja J heidän isointa yhteistä jakajatansa, niin 4 voidaan jakaa £!llä, 
kunnekka saadaan tähde, jossa järjestyspuustavi on pienemmässä 
korossa kuin jakajassa £. Merkitköön taas 7 tätä tähdettä ja O 

saatua osaa, joka on koko lauseke. Koska jakaja kerrottuna osalla 

  

  

 



ja lisättynä tähteellä tekee aina jaettavan, niin tästä saadaan seu- 

raava yhtälö 

A= BQ 4 T. 

Nyt jakaa J monion 4 tarkoin, sentähden pitää sen myös 
jakaman lauseke BO + 7 tarkoin, koska P0+7 on sama kuin 

A ainoastansa eri muodossa. J jakaa myös tarkoin monion B 

ja sentähden tulon B0 myös. Tästä seuraa selvästi, että J 

jakaa myös tarkoin monion 7, koska se jakaa summan B0+7 

ja sen ensimäisen osion PO tarkoin. Sillä osa ay vei sa J 

< E .. BO 
on koko lauseke ja ensimäinen osio TFT on myös koko lauseke, 

; . (SEATA. 
jonkatähden toisen osion J pitää kanssa oleman koko lausekkeen. 

Sentähden on J monioiden B ja 7 yhteinen jakaja, mutta se on 
myös niiden isoin yhteinen jakaja. 

Sillä jos & ja 7 sisältäisivät jonkun yhteisen kertojan £, 
erityisen ykkösestä, joka ei olisi kertojana J:ssä, niin P:n ja Z:n 
yhteisten  kertojoiden, J ja Æ, tulo, JA, olisi selvästi kertojana 
summassa 20-7, koska se on kertojana sen osioissa BO ja 7. 

Mutta tämä summa 204+ 7 on sama kuin monio 4, jonkatähden 

Jk olisi myös kertoja viimesessä moniossa 4 ja sentähden jakaisi 

se moniot B ja A tarkoin, koska se olisi kertojana kumpasessa- 

kin. Mutta monioiden A ja B isoin yhteinen jakaja on J, jon- 
katähden JA ei voi jakaa niitä kumpastakin tarkoin, josta taas 

selvästi seuraa, että, JA ei voi jakaa suuruuksia & ja 7 tarkoin, 

ja sentähden on J niidenkin isoin yhteinen jakaja. Samasta syystä 

on taas P:n ja 7:n isoin yhteinen jakaja myös 4:n ja P:n isoin 
yhteinen jakaja. 

Jos sitte jaamme toisen monion & tähteellä 7, kunnekka 

saamme toisen tähteen 7", jossa järjestyspuustavi taas on pienem- 

mässä korossa kuin jakajassa 7, niin voidaan todistaa samoin 
kuin edelläkin, että J on 7:n ja 7':n isoin yhteinen jakaja ja 
että näiden lausekkeiden, 7 ja 7”, isoin yhteinen jakaja on myös 

T:n ja P:n ja sentähden myös P:n ja A:n. 

Jos nyt tätä teosta pitkitämme, viimesen jakajan aina ja'amme 

saadulla tähteellä kunnekka jako tapahtuu tarkoin, s. t. s, täh-
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teeksi saamme 0, niin viimenen jakaja on monioiden 4ja B isoin 

yhteinen jakaja. 

Jos esm. neljännessä jaossa saataisiin 0 tähteeksi, niin 4:n 
ja £:n isoimman yhteisen jakajan etsiminen muodostuisi seuraa- 

valla tavalla, jos 7, 7", 77, merkitsevät tähteitä ja 0, 0, 0", 

0 saatuja osia, jotka kaikki ovat koko lausekkeita: 

  

AB BT TT T 
BOE ina ET 9 i O Tn Eat illa 
PULU a we 

joista ja'oista selvästi saadaan yhtälöt 

4=0B +T 
Bi 0 Ål a 

T—0'T Ay" 
Ja Od 

Koska nyt 7” jakaa tarkoin itsensä ja 7':n ja on niiden 
isoin yhteinen jakaja, niin se jakaa myös tarkoin 7”:n ja T:n, 

sentähden taas 7:n ja P:n ja vihdoin P:n ja 4:n. Samasta syystä 

on se myös monioiden 4 ja Æ isoin yhteinen jakaja. 

Olipa nyt kuinka monta jakoa hyvänsä tehty ennen, kuin 

0 saadaan tähteeksi, niin samoin todistetaan, että viimenen jakaja 

on monioiden 4 ja B isoin yhteinen jakaja. Se on selvä, että B 

on monioiden isoin yhteinen jakaja, jos ensimäinen jako tapahtuu 
tarkoin eli 7 on 0. 

Jos ykkönen taas saataisiin tähteeksi jossakin edellä maini- 

tuista jaoista, niin se jakaisi kyllä edellisen jakajan tarkoin ja 

olisi siis monioiden isoin yhteinen jakaja, mutta koska moniot 

sillä jaettuina antaisivat itsensä osiksi, niin murtosuuruutta, jonka 
osottajana ja nimittäjänä ne olisivat, ei silloin voitaisi lyhennettää. 

Jos taas joku järjestyspuustavista vapaa yleislaskulauseke 

jäisi tähteeksi, niin monioilla ei olisi yhteistä jakajata, ellei joku 

järjestyspuustavista vapaa lauseke, jonka taas, niin kuin jaon sään- 

nöissä olemme nähneet, pitäisi olla kertojana järjestettyjen mo- 
nioiden kaikissa osioissa. 

Kumpasesta moniosta hyvänsä saapi jättää pois jokaisen ker- 

tojan, joka ei ole kertojana toisessa. Sillä jos esm. 4=GF ja 
G ei sisältäisi yhtään kertojata, joka myös olisi kertojana mo- 

niossa A, niin monioiden 4 ja Æ yhteisten kertojoiden pitäisi
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kaikkien olla kertojoina 4:n toisessa kertojassa £, jonkatähden 
£:n ja P:n isoin yhteinen jakaja olisi myös 4:n ja £:n isoin yh- 

leinen jakaja. 

Jaettavan saapi myös kertoa millä suuruudella hyvänsä, joka 
vaan ei ole kertojana jakajassa, sillä koska se tulee kertojaksi 

ainoastansa yhteen monioon, niin se ei voi tulla niiden yhteiseen 

jakajaan. Tämmöinen kertominen on myös aina silloin tehtävä, 

kuin jakajan ensimäinen osio ei jaa tarkoin ensimäistä osiota 

Jaettavassa. Mutta sentähden pitääkin jakajan erinäiset kertojat 

heitettämän pois, koska jaettava muutoin tulisi usiasti niillä ker- 

rotuksi ja ne sentähden tulisivat kertojiksi lausekkeesen, jonka 

pitäisi olla yhteinen jakaja alkuperäisille monioille, mutta jossa 

näin olisi kertojoita, jotka eivät olekaan yhteiset niille. 

Kahden monion isoimman yhteisen jakajan etsimiselle saa- 

daan nyt selvästi seuraava sääntö. 

Moniot järjestetään jonkun kumpasellekin yhteisen puus- 

tavin mukaan pienenevillä korottimilla ja sitte otetaan se monio, 

jossa järjestyspuustavi on isommassa korossa, jaettavaksi ja toi- 

nen jakajaksi; jakajasta heitetään pois kaikki tietyt erityiset 

kertojat ja jaettava kerrotaan semmoisella suuruudella, joka 

tekee sen ensimäisen osion tarkoin jaettavaksi ensimäisellä osiolla 

jakajassa; samoin tehdään myös joka tähteen kanssa, joka si- 

sältää järjestyspuustavin isommassa eli samassa korossa kuin ja- 

kaja; tämmöistä jakoa pitkitetään kunnekka saadaan tähde, 

jossa järjestyspuustavi on pienemmässä korossa kuin jakajassa, 

sille otetaan se tähde jakajaksi ja ensimäinen jakaja jaettavaksi 

ja niiden kanssa tehdään samoin kuin alkuperäisten monioiden- 

kin kanssa; tätä tekoa pitkitetään, s. o. joka tähde, jossa jär- 

jestyspuustavi on pienemmässä korossa kuin jakajassa, otetaan 

jakajaksi ja edellinen jakaja jaettavaksi, kunnekka jako tapah- 

tuu tarkoin, jolloin viimenen jakaja on alkuperäisten monioiden 

isoin yhteinen jakaja. 

Muist. Jos järjestyspuustavin isoin korotin on sama kumpa- 

sessakin moniossa, niin silloin voidaan selvästi kumpi hyvänsä niistä 

ottaa ensimäiseksi jakajaksi. 

Edellisen säännön selittämiseksi otamme vielä seuraavat esi- 

merkit.



Ensimäinen esimerkki. 

Jos monioiden 

1505 -+ 10a'b + 4036? + 6a?b3 — Jab? ja 12030? + 38a?b) + 16ab! 
— 10055 

isoin yhteinen jakaja on etsittävä, niin niitä tarkastellessa kohta 

huomataan, että ensimäisessä on kertoja a, jota ei ole toisessa 
ja toisessa taas on suuruus 20? kertojana, joka ei ole kertojana 
ensimäisessä. Nämä kertojat ovat siis pois jätettävät, toisen mo- 

nion erityinen kertoja 20? välttämättömästi, jos a otetaan järjes- 
tyspuustaviksi, jolloin toinen monio, jossa a on pienemmässä ko- 

rossa, tulee jakajaksi. Isoin yhteinen jakaja tulee siis etsittäväksi 

vaan monioille 

1541 + 10430 + 40202 4 Gals — 30? ja 6a? + 1902 + 8a? — 50. 

Ensimäinen teos. 

30at+ 20480+ 8a224 12408— — 604! 643+19420+4-8402—503 

F3044F I5GBALF 40a202+ 25003 PATEE 
— Töasb— 3202024 3Tab8— 60! 
—150430— 64ab?+ TAADBS— 1204 
+ 150030 +475422 200408 F1250% 
W AN 1a202-4274008— 1370 

eli 137643424200—09). 

  

  

Toinen teos. 

643 + 19420 + Sad? — 5031 3a? + 2adb — D? 
F 6a? F 40 + 20b? MaA: (ni 

15420 + 10a02 — 503 
+ 154?0  10a0? + 503 
Ma död Tr 

Alkuperäisten monioiden isoin yhteinen jakaja on siis monio 

3a? + 2ab — b". 

  

Tässä esimerkissä piti ensimäinen jaettava kertoa lwulla 2, 
koska jakajan ensimäisen osion numerokertoja ei jakanut tarkoin 
jaettavan ensimäisen osion numerokertojata 15. Samoin pili en-
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simäinen tähde kertoa lwulla 2. Toisessa tähteessä, jossa a jo 

oli pienemmässä korossa kuin jakajassa, oli yksityinen kertoja 

1370, joka piti heitettamän pois ennen kuin edellinen jakaja 
sillä jaettiin. 

Toinen esimerkki. 

Mikä on monioiden 

anp3 + 3np?g? — 2npg? — 2ng' ja 2mp?g? — Ampt — mpg + 3mpg? 

isoin yhteinen jakaja? 

Ensimäinen teos. 

— 4p — 49? + 20P+3B PP + 3gp? — p — s 24 £ 12400 FSH TSP TÄ 
114p? — 6¢°p — 59 

eli g(11p? — 6gp — 52). 

Toinen teos. 

1198 + 33gp?— 22g7p— 229% 410p% — 6gp — 5g? 
Fl1B+ 69p2+ 59 p+39% 

394p? — 17gp— 2243 

4294p? — 187 Gp — 24243 

+ 429gp? + 2349?p + 1959 
KT Pp — ATP 

eli 477(p — 9). 

  

  

Kolmas teos. 

119? — 6gp—5g'p—g 

F1108 = 1197 — 119357 
5Sgp — 59? 

Fögp +5g? 
0. 

Monioiden isoin yhteinen jakaja on siis kaksio, p — g. 
Kuin murtosuuruuden osottajan ja nimittäjän isoin yhteinen 

jakaja kerran on saalu, niin sen lyhentäminen tapahtuu selvästi 

osottaja sekä nimittäjä jakaen niiden isoimmalla yhteisellä jaka- 

jalla, jonka jaon tehtyä murtosuuruus on lyhimmässä muodossa. 
-
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Tämmöisen lyhentämisen tekemiselle otamme vielä seuraavat har- 

joitus esimerkit. 

Esimerkkiä. 

— 5a0b + 40? (4 — 0)(0— 40) — a— 40 
BSsms € —- AT ob Su 318 = a(n 136) = P3 

— 9% +23% — 15 (x —1)(x? — 8a + 13) _ 

  

Esm. 2.   

  

  

TT BE SE SGD 
0818 

X —7T. 

Esitin Wd 445742 (2+1)(7+37+2) 

x? — 14x — 15 (x + 1)(2 — 15) 

2?+3x+2 
2—15 ` 

= — 1022 +7x—2 (2x—1)4?2—3x+2) 
— A nd (20=— A 

a. —3x+2 

a SLT 

Esm. 4.   

Esm. 5. 20-00-00 3 BT —2+8) v—2+3 
20-F30—x—1 (20-+1)(XH42—1) 22+x—1 

    Esm. 6 Cr SYN dr EV 
Tt Fay p ay Fy RY? 

Aat — Aa?" p Aab 200 2ab + Bë 
  

B la HMI RE u D — 2" 

$ 3 

Murtosuuruuksia, joilla on sama nimittäjä, vaan eri osotta- 

jat, sanotaan samanimisiksi, mutta niitä, joilla on eri nimittäjät, 
erinimisiksi. ` Yhteenlaskettavat erinimiset murtosuuruudet ovat 

aina ensin tehtävät samanimisiksi. 

Tämä teko perustaksen siihen todistoon tämän lwun ensi- 

mäisessä pykälässä, että murtosuuruuden arvo jääpi entiselleen, 

jos sen osottaja sekä nimittäjä kerrotaan samalla suuruudella.
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din Ois Orin 0 4 E 
Olisivatko esm. murtosuuruudet s ja — tehtävät samani- 

misiksi, niin se on selvä, että nimittäjät m, n ja p jakavat tar- 

koin tulonsa mnp. Kuin tämä tulo jaetaan ensiksi nimittäjällä 

m, niin osa np on se suuruus, jolla kerrottuna jakaja m antaa 

suuruuden 227p tuloksi. Jos nyt ensimäisen murtosuuruuden sekä 

osottaja että nimittäjä kerrotaan samalla suuruudella, np, niin 
: an, kat . . 

näin saatu murtosuuruus a on selvästi sama-arvoinen kuin al- 

; s a . DC 
kuperäinenkin yi Samoin saadaan murtosuuruudet NS toi- 

siksi, mutta itsekunkin alkuperäisen kanssa sama-arvoisiksi, joi- 
denka nimittäjinä on tulo mnp, ensimäisen sekä nimittäjä että 

osottaja kertoen suuruudella mp, koska 2 on sillä kerrottava an- 
taaksensa yhteisen nimittäjän np tuloksi, ja toisen sekä osottaja 

että nimittäjä taas kertoen suuruudella n, jolla p on kerrottava 

antaaksensa saman yhteisen nimittäjän tuloksi. 
API) PS i ... .. 

Murtosuuruudet inis ja > tehtyinä samanimisiksi ovat siis 

anp bmp sa CNN 

mnp’ mnp J mnp 

sillä. — =, — = 
anp "a bmp OR Cm C 
mnp m map n w 

Tästä nähdään nyt selvästi, että, olipa murtosuuruuksien 

luku kuinka iso hyvänsä, ne saadaan samanimisiksi  itsekunkin 

sekä osottaja että nimittäjä kertoen kaikkien muiden nimittäjäin 
tulolla, sillä näin saapi jokainen entisten nimittäjäin tulon nimit- 

täjäksensä. Mutta näin saatu yhteinen nimittäjä on usiasti liian 

iso, s. t. s. siinä on kertojoita isommissa koroissa kuin tarvitsisi. 
Edellisestä jo selvästi huomataan, että jokainen lauseke £, 

jonka kaikki nimittäjät jakavat tarkoin, voidaan tehdä yhteiseksi 

nimittäjäksi, jos joka murtosuuruuden osottaja kerrotaan osalla, 

joka saadaan tämä lauseke % jakaen saman murtosuuruuden ni- 
mittäjällä, sillä jaon määrityksen mukaan saadaan yhteinen nimit- 
täjä & entisen nimittäjän kertomalla mainitulla osalla, jolla siis 

osottajakin on kerrottava, ettei murtosuuruuden arvo muuttuisi.



Jos murtosuuruuksia tahdotaan tehdä samanimisiksi lyhy- 
vimmässä muodossa, niin niiden nimittäjäin pienin yhteinen jaet- 

tava on ensin etsittävä ja samanimisiksi teon sääntö on siis ly- 

hyesti seuraava. 
Murtosuuruuksien nimittäjäin pienin yhteinen jaettava et- 

sitään, joka sitte jaetaan itsekunkin murtosuuruuden nimittä- 

jällä ja näin saatu osa kerrotaan sen osottajalla, tulo tehdään 

vihdoin osottajaksi ja nimittäjäin pienin yhteinen jaettava nimit- 

täjäksi. 

Yleislaskusuuruuksien pienin yhteinen jaettava on lauseke, 

jonka kaikki suuruudet jakavat tarkoin ja joka sisältää ainoas- 

tansa tätä varten välttämättömästi tarpeelliset kertojat. Se on 

selvä, että pienimmässä kaikista yhteisistä jaettavista on vähin 

puustavi suuruuksia ja ne pienimmissä koroissa, sekä että sen 
numerokertoja on pienin. 

Jos nyt esm. suuruuksien ad, bc, ac ja bc pienin yhtei- 

nen jaettava olisi etsittävä, niin siinä pitää oleman a ja ? kertojina, 
koska sen pitää olla tarkoin jaettava ensimäisellä suuruudella ad. 
Koska se myös on tarkoin jaettava toisella Dc, niin sen pitää si- 

sältää 0 ja c kertojina, s. o. paitsi entisiä vielä c. Sämasta 

syystä pitää siinä olla kertojina kolmannen kertojat a, a ja c 
sekä neljännen b, €, c ja c, siis entisten lisäksi vielä yksi a ja 
kaksi c:tä. Siinä pitää siis oleman kaksi a:ta eli a toisessa ko- 

rossa, yksi & ja kolme c:tä eli c kolmannessa korossa kertojina, 
eikä muita paitsi ykkönen. 

Näiden suuruuksien pienin yhteinen jaettava on siis aabecc 

= Bb. 
Suuruuksien tulo, joka myös on niiden yhteinen jaettava, on 

abbea2cbc3 = aBb3c5 

ja sisältää siis enemmän kertojoita kuin niiden pienin yhteinen 

jaettava abc. 

Suuruuksien pienimmän yhteisen jaettavan etsimiselle saa- 

daan edellisestä esimerkistä selvästi seuraava sääntö: suuruuksien 

kaikki peruskertojat eroitetaan ja ne otetaan kertojiksi pien. 

yht. jaettavaan jokainen niin monta kertaa, kuin se on kerto- 

jana siinä suuruudessa, jossa se on useimman kerran, eli toisin,
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Jokainen sillä korottimella, joka on sen isoin kor otin alkuperäi- 

sissä suuruuksissa 

Muist. —Peruskertojiksi nimitämme semmoisia, joita ei voida 

jakaa enää eri kertojihin eli joita ei muut suuruudet jaa tarkoin kuin 

ne itse ja ykkönen. 

Semmoisia ovat esm. kaikki ensimäisen nousun yksiöt, joi- 

denka numerokertojina on ykkönen, sekä moniot joidenka osioi- 

den numerokertojilla ei ole yhteistä jakajaa. 

Murtosuuruuksien samanimisiksi teolle otamme nyt vaan 

moniaita 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

  

Esm. 1. Suuruuksista 5 at ja = saadaan JYK TAKIA i 

12204. 2(a42— 2) 

Ad bab) I” Aada — by 

Esm. 2. Lausekkeet ja ji muuttuvat seuraa- 
3x =g; Ë ̀ TS — 8y? 

naasa anghena enuke rhaicaita 
23% + 2y)(3x — 2y) ” ABT A 2y)(3x — 29) 

Esm. 3. Lausekkeista = ET t s I ja 3 tulee 

12y 2y(x + 2)(2a — b) 

6y(x + 2)0x — 2)” bylx + 2)(x— 2)” 
9d(x — 2) = 3y(x + 2)(x — 2) 
  
yle + D 9) By(a F) 3) 

$ 4, 

Murtosuuruuksien yhteenlasku ja yhden semmoisen poista- 

minen toisesta. 

Edellisen luun $:ssä 4 on nähty, että 

jae 

LET 
josta yhtälöstä selvästi nähdään, että samanimisten murtosuuruuk-
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sien summa on murtosuuruus, jonka osottaja on alkuperäisten 
osottajoiden summa ja nimittäjä niiden yhteinen nimittäjä. 

Tästä saadaan murtosuuruuksien yhteenlaskulle seuraava 

sääntö : 

Vhteenlaskettavat murtosuuruudet tehdään ensin samanimi- 

siksi, joiden osottajat sitte lasketaan yhteen ja näin saadulle 

summalle pannaan niiden yhteinen nimittäjä nimittäjäksi. 

Jos yhteenlaskettavien seassa on kokosuuruuksia, niin niille 

voidaan antaa ykkönen nimittäjäksi, joten ne saavat murtomuo- 

don. Se on selvä että tämmöiset suuruudet tulevat kerrottaviksi 

kaikkien nimittäjäin pienimmällä yhteisellä jaettavalla, joten saa- 

dut tulot ovat tehtävät niiden osottajiksi suuruuksia samanimisiksi 

tehdessä. 

Yleislaskusuuruuden poistaminen toisesta on, niin kuin tie- 

dämme, sama kuin sen vastinaisen suuruuden yhteenlasku toi- 
sen kanssa. Sentähden tapahtuu murtosuuruuden poistaminen 

toisesta saman säännön mukaan kuin yhteenlaskukin. 

Koska E šE g niin - murtosuuruuden 
p! b b 

vastinainen suuruus saadaan osottajan vastinainen suuruus jakaen 

nimittäjällä. Jos sentähden poistettavan murtosuuruuden osottaja 
on monio, nim sen osioiden merkit ovat ensin muutettavat vas- 

taisiksi ja näin saatu vastinainen suuruus on sitte laskettava yh- 
teen toisen eli toisien kanssa. 

Muist. Murtosuuruuden vastinainen suuruus saadaan myös ni- 
a a 

H v 
mutta poistamisessa ei kuitenkaan nimittäjän merkin muuttaminen tule 
kysymykseen. 

mittäjän merkki muuttaen vastaiseksi, sillä F= ti ja 

  

Esimerkkiä. 

Esm. 1. aa á ia alani n alintaisi Rot 

Esm. 3. =+5= ain > aut



Esm. 

Esm. 

Esm. 

„Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

10. 

= 117 

12. 

13. 

14. 

65 

05 Mn UI 
0138. nSIVS Ib 30 

am m am bm am bm--am m(b—a) 
prot 14000; 

d— BP & 202 —20 Rd d 

aF FN N fr 
a? "po CE (Bab — bOj 20040 - 

24 — b = 2a— b va 

(a=b) 
Du 

a +203. a? poi vr aa 

0 a 24 = 

— 203 — 200? — (a +253) — a? — 2ab? — 293 
5 2a 2a 

ax? be Fox — 
yt 

  

    

Po a[i     

  

  N C AE 

2a dd _ 8a%b — lac + 106d 

3 a FB = 1240? 

134—50 T7a—2db 2a > 

ÄRA OG 

— 394 — 150 — (144 — 4) — 8a 174 —110 

12 12" 

3"+b+w 20+22+7G–25 

5a 30 9 G 

— 17ab — D? + Ox — 300? 

A5ab 

az Nz DAUE AN 
a? — ää -n 2 Wla-a)/ca 2) 

—3a2— 0 
a — z? 

  

  

  

  

bd ac” + abd — 2bdy 

ac + cy e(a? — Ay?) 
  pt 
a?
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Esm. 15. 

Esm. 17. 

Esm. 18. 

Esm. 19. 

Esm. 20. 

Esm. 21. 

Esm. 22. 

Esm. 23. 

b—1 2015 10258 — 862206 50) 7 

Bab 4 b kacsB%e 2be(2a +1) m 

D — 2c 

= 2He(2a + 1) 

a. 26033; 041-240 Snl i 
a+3 a+4” (4 +3)(4 + 4) 

24 +1 

&4TA+412 

1 Í 
P= 3a dig 16a kr 

la LÖR a ZS +3x—36 

AL SLA F 

sa el RA 

AR DRAR 

  

  

  

on 1 S 
(a + D) np S= (0707 

3a —302 34 —2 
  

TOSIN Br 1508 asja s 
— 34ad — Aa? — 137? 

= 150040) 50) ' 

a. -a—b, 30 —2a ; D +.3ab? — Aas 
u 9u da 51 2000-20) - 

  
2ax + dax + x? BL vt 

(a— 3) G+12 1022. 

= 4473 + 8a% 

(a— (a + a)” 

5x + 4y 3% — Dy? dy? 

ör —4y 25x — 16 5x + Axy = 

2273 + 402? + 3xy? + 1243 

%(5x + 4y)(5x — Ay) 

a Ow "36 9 — Aax — be — ca 80a 80° 
Öl AR W Pia 
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då 3x 3 1 A Esm. 24. ins TiN ERO A a Basa densi 

622 420 44 32? +x+2 
— 8(147)(1 — 0)? — M— 22 — x +1) 

Esm. 25.28 W 31 5at— 7) Tar yr 
32? - SY Y Was 

vy 

= Tay — 3ay8 + 3x2 — 3y? 

KY 

Ja" (a—t-hyn—? am acd" 1 

Esm. 26. AEG n emFldfrl(atb)?  c12/1—H(a 4-0)? = 

— 30777 (a 10)” — aMmegn—4 + 200? - —- E KAI 

H2AMT3/"(a EI D)? = 

S 5. 

Kertominen ja jako. 

Tämän lwun ensimäisessä pykälässä on jo nähty, että mur- 

tosuuruuden kertominen toisella suuruudella tapahtuu sen osotta- 

jan kertomalla toisella ja jako sen nimittäjän kertomalla jaka- 

3y os = = 0 a 3 y? > 

: : Rd pai Wein ä fare . 
jalla, niin että n 0 ja E br Jos Æ itse on murto 

suuruus esm = jin se on selvä, että N 4 Jos nýt suurt ES ni = Jos n d’ : bd Sa ! 

a: 

taas tulon —- 
Db 

niin sen arvo jääpi entisellensä ja sentähden on 

S
l
o
 

osottaja sekä nimittäjä kerrotaan suuruudella d, 

a 6 ac 
Bd bd” 

C acd 

a n 
koska Tu I
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Tästä nähdään selvästi, että kahden murtosuuruuden tulo 

saadaan ensimäisen osottaja kertoen toisen osottajalla ja nimit- 

täjä toisen nimittäjällä. 

Edellisestä on jo selvä, että kuin toinen kertojista on ko- 

kosuuruus, niin toisen osottaja on sillä kerrottava. 

Koska usiamman suuruuden tulo saadaan ensimäinen ker- 

toen toisella, näin saatu tulo kolmannella j. n. e., niin se on 

selvä, että usiamman (kuinka monen hyvänsä) murtosuuruuden 

tulo saadaan osottajoiden tulo jakaen nimittäjöiden tulolla. 

Se on itsestänsä selvä, että yhteiset kertojat tulon osotta- 
jasta ja nimittäjästä voidaan jättää pois ja murtosuuruus näin ly- 

hentää ennen kuin kertominen tehdään. 

Tätä sanotaan ristiin lyhentämiseksi, kuin tässä aina tullaan 

jättämään pois sama kertoja yhden murtosuuruuden osottajasta 

ja toisen nimittäjästä. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Jab? my > 3ab2ny   

  

  

Esm. 1. Taic a 

Esm. 2. = E a 

Esm. 3. 5 st = a 

Hem. Å. 30. gare ER g= 

Esm. 5. — = : ja =— sie 

Esm. 6. t ; . saa v 

Esm. 7. (0—0), L (aA 0) 1 
803 ai 2040



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 
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2? — a mx — ma (x+a(x— a) m(x—a) 
  

  

  

  

  

  

8: m SEE m x+ a 

3 (07 07 2 a — 24x + az. 

= 2 ha 9. (a 748 Pa u uU a A 

1 E G 

= 200) W 0 
— v c Tt 

a b—A be 
10 (pun tJö-9= (rr = 

Eru Ubili nén 
Su N 0 b+c. 

11 + 2 2 N 
; asa 2) =as53 G = 

x 1 x»—1 

AXxT+1) x 2 

3 Gb 2 ab att 
3 93 2 SESTI 010 ne 12. 306/300 S 3 1 5" 

13. 22. Acn? mö bn 

' 9n — ag 6cp — 3acx 

042 E gi? 14. 1—2? Vh 1 2 ali v) 

2x "ACK 20x Kg 9 DN 

15 a b 2d Sihla a 204? + 0) 
TA 40 AD Ma LI ASD Di 

2a DESIRI BOIE HUIA 
19 2 3 -3)=3 
17 Dam 3pm+2 Try: an -4p2yP-4 

' = 3a5ynzp — Bab yar 

a Z. " F"F——" Koska taas n br JA sentähden myös ji» alin, 

a
i
o
!
"
 

b
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. a ... 
kuin osan a osoltaja sekä nimittäjä kerrotaan suuruudella d, 

b. d 

saadaan 

a € a 
pas De” 

koska a = a sillä b-2.d = E. bc. 
c bc d d 

b $ d ei d 

Tästä nähdään taas, että murtosuuruuden jako toisella ta- 

pahtuu jaettavan osottaja kertoen jakajan nimittäjällä ja jaetta- 

van nimittajä jakajan osottajalla. 

Murtosuuruuksien jaon sääntö lausutaan myös lyhyesti näin: 

käännä jakaja ylösalasin, s. t. s. tee sen osottaja nimittäjäksi ja 

nimittäjä osottajaksi, ja kerro sitte osottaja osottajalla ja nimit- 

täjä nimittäjällä. " 

Edellisestä on jo selvä, että, kuin jakaja on kokosuuruus, 
jaettavan nimittäjä tulee sillä kerrottavaksi. Jos jaettava taas on 
kokosuuruus niin se tulee kerrottavaksi jakajan nimittäjällä ja ja- 

kajan osottaja tulee näin saadulle tulolle nimittäjäksi, sillä FA 

ac ac a 
1 
€ 

Näissä tapauksissa voidaan myös panna ykkönen nimittäjäksi 

kokosuuruudelle, joten se saapi murtomuodon ja sitä käytetään 
sitte kuin murtosuuruutta ainakin, 

Se on selvä että ristiin lyhentämistä voidaan käyttää jaossa 

samoin kuin kertomisessakin, jakajan ylösalasin käännettyä. 

Harjoitukseksi murtosuuruuksien jaossa otamme vielä muu- 

tamia 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Aah Dan — Aa 3e Ga 
ai 32 50 24005 Dp 

; 4a? 1500? m. 9 3% = Esm. 23 1007: 312 3 

Esm. 1.



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm, / 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

—
 

OT
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a+. a—DbP d + 
ab (0 av 

alan a m aita? 1 

Sn 
vaade bb a? + b? 

Ghia ppsat 
    

4x+2 22:41 202 + 1) 5x 

S SE 
— 2X. 

9. x+3 — Mr —3) 
54 5 

I I ai), 
Sui La x 

da? — ob? 40 + 40 "1 5342" = D 

Vt Re Aa 

säi ab = a(a— Za 

a—b”" D 
  

— S 2' NORS 

5 5 3 Imn n’ 

(3a+ 3): (3—3)= 154 +40 J 450412 
  

5 3 5 '—'==;>: 257 

0—18 a—b 243—953 a 

O 030, 
3 T= 3793 

Tel DIA 

yN, Äx1—5m I0 4y2 2y 3n—1 

Ta"b3c ‘Baby = a 

aiusta nidhe DN r Sabb 
(= OEA aal sn
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Muistutuksia murtosuuruuksien arvoista muutamissa erita- 

pauksissa. 

Jos murtosuuruuden nimittäjän numero-arvo isonee ja osot- 

taja on muuttumaton, niin murtosuuruuden itsensä numero-arvo 

pienenee, sillä se on selvä, että, kuin mikä suuruus a tahansa 

jaetaan ensin toisella & ja sitte numero-arvonsa puolesta isom- 
.. a 

malla suuruudella esm. 20, ensiksi saatu osa ; on numero-ar- 

vonsa puolesta isompi, tässä tapauksessa 2 kertaa niin iso, kuin 
5 i a 

viimeksi saatu osa ap 

Tässä on tarkoin muistettava puheen olevan ainoastansa nu- 

mero-arvoista, sillä suuruuksien merkkinensä arvot voivat olla 

päin vastoinkin edellä lausuttua sääntöä, koska poistosuuruuksista 

se on isoin, jolla on pienin numero-arvo. 

Koska nyt murtosuuruuden numero-arvo pienenee, kuta 

enemmän sen nimittäjän numero-arvo isonee, niin edellinen voipi 

tulla niin lähelle nollaa, kuin vaan tahdotaan, jos jälkimäisen an- 

netaan tarpeeksi kasvaa. Jos sentähden nimittäjä kasvaa ääret- 

tömäksi (suuremmaksi kuin mikä määrätty suuruus hyvänsä), 

niin murtosuuruuden numero-arvo pienenee äärettömästi, tulee 

pienemmäksi kuin mikä määrätty luku hyvänsä, s. t. s. nollan ar- 

voiseksi. 

Kuin äärettömän isoa suuruutta merkitään ikään kuin pitkäl- 

leen pannulla kahdeksan merkillä (œ), niin edellisestä seuraa, että 

jossa a merkitsee mitä äärellistä suuruutta hyvänsä. 

Jos taas osottaja kasvaisi ääreltömäksi ja nimittäjä olisi 
muuttumaton äärellinen suuruus, niin murtosuuruuden numero- 

arvo kasvaisi myös selvästi äärettömäksi, j. t. s. 

w 
a 

kuin vaan & on äärellinen suuruus. 

Kuin murtosuuruuden osoltaja taas on muuttumaton äärel- 

linen suaruus ja nimittäjän numero-arvo pienenee, niin murto-
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; ! id 1 
suuruuden itsensä numero-arvo isonee. Niin on esm. — = 10, 

10 

in — 100, alen = 4000 j. 17%. 
100 1000 

Jos sentähden nimittäjä lähenee nollaa, niin murtosuuruu- 

den » numero-arvo kasvaa äarettömäksi, kuin vaan osottaja on 

äärellinen sauruus. Tästä saadaan yhtälö 

c= ym - 

", ... a . 
Tämä yhtälö seuraakin jo selvästi ensimäisestä yö! ja 

kumpasestakin saadaan yhtälö 

0:00 = 4, 

joka merkitsee, että kahden suuruuden, joista toinen kasvaa ääret- 

tömäksi ja toinen pienenee nollan arvoiseksi, tulo voipi olla mikä 

suuruus hyvänsä. 

Tässä on muistettava, että numero-arvonsa puolesta ääret- 

lömän pieni suuruus on pidettävä nollan arvoisena (nollana) ai- 

noastansa äärellisten ja äärettömän isojen suuruuksien suhteen, 

eikä sitä toisiin äärettömän pieniin suuruuksiin verratessa. 

Mikä äärellinen suuruus a hyvänsä kerrottuna nollalla antaa 

taas nollan tuloksi s. t. s. 

0-4=0, 

josta seuraa, että 

= di S. 0., 

nolla jaettu nollalla voipi antaa osaksi minkä suuruuden a hy- 

vänsä. 

Jos sentähden murtosuuruuden osottajan sekä nimittäjän 

numero-arvot ovat äärettömän pienet, niin murtosuuruuden it- 

sensä numero-arvo on määräämätön, voipi olla mikä luku hy- 

vänsä. 

Samoin on murtosuuruuden numero-arvo määräämätön, kuin 

sen osoltajan sekä nimittäjän numero-arvot ovat äärettömän isot, 

sillä mikä suuruus a hyvänsä kerrottuna äärettömän isolla suu-



ruudella antaa numero-arvonsa puolesta äärettömän ison tulon, s. o. 

0 -4—= 0, 
josta saadaan 

on 
. E: a, 

+ 

jossa a voipi merkitä mitä suuruutta hyvänsä. —Viimenen yhtälö 

. ." "..O 
seuraa myös selvästi edellisestä = 

Äärellömän iso suuruus vähennetty toisella äärettömän isolla 

suuruudella on myös paitsi vielä muitakin, määräämätön suuruus, 

voipi merkitä mitä suuruutta hyvänsä, josta seuraa yhtälö 

»0— 060 = a, 

jossa «a voipi merkitä mitä suuruutta hyvänsä. 

Kolmas Luku. 

Suhde- oppi. 

S 1. 

Määrityksiä. 

1. Suuruuksia, joita isoutensa puolesta voidaun verrata 

toisiinsa, sanotaan samanlaatuisiksi. Suuruudet ovat siis saman- 

laatuiset, jos niistä voidaan ajatella yhden olevan isomman kuin 

toisen eli yhtä ison toisen kanssa. 

2. Suuruutta sanotaan monikertaiseksi toisesta, jos se 

sisältää jonkun paljouden toisesta kokonansa, niin ettei yhtään 

osaa jää jälelle. Silloin mittaa möys toinen (pienempi) suuruus 

tarkoin ensimäisen ja sanotaan fasa-osaksi siitä. 

Se on selvä että laskusuuruuden mikä monikertainen hy- 
vänsä saadaan suuruus kertoen kokolwulla. 

Kaksikertainen saadaan suuruus kertoen 2:lla, kolmikertainen 

3:lla j. n. €. 

3. Suhde kahden samanlaatuisen suuruuden välillä on 

ensimäisen isoulensa puolesta verlaaminen toiseen.
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Tämmöinen vertaaminen voipi tapahtua kahdella eri tavalla. 

Ensiksi voidaan tiedustaa, kuinka paljo isompi taikka pie- 

nempi ensimäinen on kuin toinen. 

Tämmöinen = vertaaminen saapi nimen: /askusuhde ja sen 

näyttäjä saadaan pienempi suuruus ottaen pois isommasta. 

Toiseksi voidaan tiedustaa, kuinka monta kertaa ensimäi- 

nen suuruus sisältää toisen eli kuinka ison osan toisesta, s. t. s. 

kuinka monta kertää toinen eli kuinka iso osa toisesta mahtuu 

ensimäiseen. 

Tätä vertaamista sanotaan mittaussuhteeksi, sillä se on ai- 

van sama kuin ensimäisen suuruuden mittaaminen toisella. Vast- 

edes ymmärämme suhteella aina mittaussuhdetta. 

Se on selvä, että kahden laskusuuruuden välillä olevan mit- 

taussuhteen näyttäjä, s. t. s. se luku, joka näyttää kuinka monta 
kertaa eli kuinka iso osa toisesta suuruudesta mahtuu ensimäi- 

seen, saadaan ensimäinen jakaen toisella, jonkatähden sitä (suh- 

detta) merkitäänkin jakomerkillä (:) suuruuksien välillä, jolloin 

ensimäinen suuruus kirjoitetaan merkin etu- ja toinen sen jälki- 
puolelle. 

Kahden laskusuuruuden välillä olevan suhteen näyttäjä on 

siis osa, joka saadaan ensimäinen jakaen toisella. Jos sentähden 

OTO ==", 

jossa m on koko- eli murtoluku, niin 22 on suuruuksien, a ja b, 

välillä olevan suhteen näyttäjä. Suuruuksia a ja 0 sanotaan suh- 

teen jäseniksi, a:ta edelliseksi ja b:tä jälkimäiseksi. Suhde lasku- 

suuruuksien välillä on siis jako, jossa suhteen edellinen jäsen on 
jaettava, jälkimäinen jakaja ja suhteen näyttäjä tästä jaosta saatu osa. 

4. Verranto on kahden suhteen yhtä-isous ja suuruuksia, 

jotka ovat verrannossa (verrannon jäseniä), sanotaan verran- 

nollisiksii. 

Jos sentähden laskusuuruudet a, 0, c ja d ovat semmoiset, 

että a:n ja D:n välillä oleva suhde on yhtä iso kuin c:n ja d:n 

välillä olevakin, s. t. s. jos a jaettuna O:llä antaa yhtä ison osan 

kuin c jaettuna d:llä, niin ne ovat verrannolliset ja verrantoa 
merkitään näin 

UDES E Z,
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joka lausutaan, a:n suhde b:hen on sama kuin c:n d:hen eli ly- 

hyesti a D:hen kuin € d:hen. 

5. Jos taas suuruus a jaettuna toisella b antaa isomman 

osan kuin kolmas c jaettuna neljännellä d, niin silloin sanotaan 

a:n suhteen b:hen olevan isomman kuin c:n d:hen, jota suhtei- 

den eri-isoutta merkitään seuraavalla tavalla 

a: b > Cd. 

a i a . .. 5" 
6. Kuin taas osa p om pienempi kuin osa g in an 

suhteen. b:hen sanotaan silloin olevan pienemmän kuin c:n d:hen, 

jota merkitään näin 

a:b<c:d. 

Että suuruudet, jotka ovat verrannolliset edellisen määrityk- 
sen mukaan, ovat myös verrannolliset Euklideen määrityksen mu- 

kaan, on helppo näyttää. Lasku suuruudet a, 0, c ja d ovat 

edellisessä merkityksessä verrannolliset, s. t. s. 

0180 = Cd, 

kuin osat Z ja ú oval yhtä isot, s. o. kuin se go aiiu, "" 32"-2" 
Nämä yhtä isot osat antavat taas, kerrottuina millä koko- 

lwulla 22 hyvänsä, yhtä isot tulot, josta saadaan 

ma mc 
RIRA 

Kuin nämä yhtä isot suuruudet taas jaetaan millä koko- 

luulla n hyvänsä, niin saadut osat ovat yhtä isot, josta seuraa 

ma mc 
nb nd 

Koska nämä murtolu'ut nyt ovat yhtä isot, niin niiden osot- 
lajoiden ma ja me pitää oleman samalla kertaa isommat, yhtä 

isot eli pienemmät kuin itsekunkin nimittäjä nb ja nd, s. t s. 

kuin 4 >nb, niin mc>nd, 

kuin ma =n0, niin mc =nd, mutta 

kuin ma <nb, niin mc<nad,
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koska näiden yhtä isojen lukujen pitää molempien oleman sa- 

malla kertaa isommat, yhtä isot eli pienemmät kuin ykkönen. 
Nämä’ neljä suuruutta a, 0, € ja d ovat siis semmoiset, 

että yhtä monikertaiset ensimäisestä ja kolmannesta, ma ja mc, 

ovat samalla kertaa isommat, yhtä isot eli pienemmät kuin yhtä 

monikertaiset toisesta ja neljännestä, nb ja nd, s. t. s. kuin 
ensimäisen monikertainen, ma, on isompi kuin toisen, nb, kol- 

mannen, mc, on myös isompi kuin neljännen, nd, kuin ensimäi- 
sen, ma, on yhtä iso kuin toisen, nb, kolmannen, mc, myös 

on yhtä iso kuin neljännen, nd, mutta kuin vihdoin ensimäisen 

monikertainen, ma, on pienempi kuin toisen, nb, kolmannen 

mc, myös on pienempi kuin neljännen, nd, olivatpa yhtä moni- 

kertaiset ensimäisestä ja kolmannesta ja toiset yhtä monikertaiset 

toisesta ja neljännestä kuinka monikertaiset hyvänsä, jonkatäh- 

den suuruudet a, d, c ja d ovat verrannolliset Euklideen määri- 
tyksen mukaan, j. o. 

Jos taas lasku snuruudet a, b, c ja d olisivat verrannolli- 

set PELI määrityksen mukaan, mutta eivät edellisen, s. o., 
a .. 

osat a 5 eivät olisi yhtä isot, vaan toinen esm. > isompi kuin ' 
b 

toinen 7 niin voitaisiin aina, olivatpa suuruudet mitallisia tai 

și 

mitattomia lukuja, saada va NUIT Ja olisi pinempi 
i a 

kuin p mutta isompi kuin 5 koska osien ; ja 3 € arvot voidaan 

saada niin lähimäärin kuin vaan KOL JN ku ne ovat 
a á . . . .00 

mitattomia lukuja. Olisko murtolukujen, ; ja 5 väli, Ea 

vähintäinkin yhtä iso kuin r jossa & merkitsee kokolukua, niin 

osan y arvo voidaan kyllä laskea niin lähimäärin, että tämän 

... ".C".,. E 
osan ja mitallisen murtolW'un esm. 3 väli a olisi pienempi 

kuin a jolloin myös olisi 

a: m 15:00 
> —, mutta — > +. 

b > m’ m d



13661136535;77161"I(jt5675jtni"j3"!cöjcojujcujin 
adt N , 

Jos nyt murtolu'ut p i molemmat kerrotaan lwulla 7, 

= ma ".. .. , mn 
niin tulo a on selvästi isompi kuin toinen —, s. t. s. 

m 

ma. mn 

ES 

Kuin nämä viimeset murtosuuruudet taas jaetaan lwulla n, 

niin saadaan selvästi 

ma mn 

nb” nm 

Aivan samalla tavalla saadaan myös 

mn = mc 

nm” nd 

Murtolwun am “VO on nyt selvästi yksi, josta seuraa että 

ma mc 
— >1l mutta —<1. 
nb > nä 

ma a k "" 
Koska taas murtolwun b Arvo on isompi ykköstä, niin 

sen osottajan, ma pitää oleman isomman kuin nimittäjä nb, mutta 

mc on pienempi kuin nd, koska = on pienempi ykköstä. 

Mutta se on taas mahdotoin että 

ma >nb, silloin kuin mc <nd, 

koska suuruudet a, È, € ja d ovat verrannolliset Euklideen mää- 

rityksen mukaan, koska silloin ensimäisen ja kolmannen yhtä mo- 

nikertaisten ma ja me pitää aina oleman samalla kertaa isom- 

mat, yhtä isot eli pienemmät kuin toisen ja neljännen yhtä mo- 

nikertaiset n? ja nd, s. o. kuin 

ma>nb, niin mc>nd. 

ä a . i . "6 
Sentähden ei myös osa, z? voi olla isompi kuin i Sa- 

: ; a <. : : €. 
moin todistetaan, eltä > ci voi olla pienempikään kuin T josta 

seuraa, että
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Cine 
bind 

ja suuruudet siis verrannolliset edellisen määrityksenkin mukaan. 

Tässä edellä määritetty verranto on siis sama kuin Eukli- 

deenkin, vaikka määritykset ovat erilaiset. 

$ 2. 
Todistoja. 

1. Jos neljä suuruutta a, b, c ja d ovat verrannolliset, 

niin reunimaisten tulo on yhtä iso keskimäisten tulon kanssa, s. 

t. s. jos 
d:0 c:a., 

niin ad = be. 

Todellakin on, kuin a:b =c:d, myös == 
Dn 4 

abd cbd 
DSS 8 

2. Jos taas kaksi tuloa, kumpanenkin kahdesta kertojasta , 

ovat yhtä isot, niin kertojat ovat verrannolliset niin, että toisen 

tulon kertojat ovat reunimaiset ja toisen keskimäiset jäsenet ver- 

rannossa, s. 0. jos 

josta taas 

kertomalla tulolla Èd saadaan ja slå 44 165] 000 

ad ==00, 
niin 

AD ord: ell di G= bid: ell U: a dC j; D. e. 

ade Koska ad=0bc, niin 33 
a i H OK. 
bd pa sentähden - = josta 

DT GA 

taas D= Cd. 

Jos taas tulot ad ja dc jaetaan tulolla cd, niin saadaan 
ad plast La . . . 
——=——-"ISIIS—:—05t38ni60:6=b:52.n.6..0.8. NE ar J kw J J zu 

3. Kuin neljä suuruutta ovat verrannolliset, ensimäinen 

toiseen kuin kolmas neljänteen, niin silloin on myös ensimäisen 

suhde kolmanteen sama kuin toisen neljänteen, s. 0. ne ovat 

verrannolliset, jos ne vuorotetaan. Samoin on silloin toisen 

suhde ensimäiseen sama kuin neljännen kolmanteen, (ne ovat 

käännettyinäkin verrannolliset).
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Jos a4:0 = c:d, niin ensimäisen todiston mukaan on a4d=bc, 

josta taas toisen todiston mukaan seuraa 

a:e=b:d ja myös b:a =d:c, j. o. t 

A. Kuin neljä suuruutta a, b, c ja d ovat verrannolliset, 

niin että a:b=c:d, niin ensimäisen ja toisen summa on toiseen 

samassa suhteessa kuin kolmannen ja neljännen summa neljän- 

teen. sätös. 

(4 +0):0=(c+4d):d. 

Todellakin on, kuin a:0=0c:d, ad=9b0c, josta taas saa- 

daan 4d+04=0bc+0d eli (44+-0)-4=(c+4d)-D, josta toisen 

todiston mukaan seuraa 

(4+0):0=(c+4):d, J. o. t. 

5. Jos taas a:b=c:d ja a>Db sekä c>d, niin (a—0):b= 

(c— d):d. 

Sillä koska a:b=0c:d, niin ad=2Dc ja siis ad—bd= 
bc— bd eli (4 — 0)d = (c— d)b ja sentähden 

(a —b):b = (ec — d):d. 

6. Jos kuinka monta suuruutta hyvänsä ovat perättäin 

verrannollisia, niin edellisten summa on jälkimäisten summaan 

samassa suhteessa kuin jokainen edellinen jälkimäiseensä, s. o. 

josa:b=c:d=e:/= -niin (a+c+e+--):(d+d+/+-)= 

= 4: 916:0. 

Todellakin „koskas d sbs c:d, niin (tod. 3) a:ce=0:d ja 

(tod. 4), (a+c):c=(b+4):4d, josta taas (tod. 3) (4+e):(0b+d)= 

= C: d. 

Koska taas c:d= e:/niin (a + c):(b+ 4) = e:f, sillä kuin 

: Ji onm oik aula) (a + c):0+d) = c:d, niin a NG ja 

ja sentähden on 

gs ? josta (a + c):(b4+d)=e:f. 

Viimesestä . verrannosta . saadaan taas samoin kuin äskenkin 

(a+ 0:e=(0+4):7, (a+c+0:e=(b+d+7):/ ja 
(a +c+ e):(b+d+/)=e:/=04a:b--- j. n. e. 

; = 7 koska c:d= e:f
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7. Jos neljä suuruutta a, b, eja d keskenänsä ja toiset 

neljä suuruutta e, f, g ja h myös keskenänsä ovat verrannol- 

lisia, niin että a:b =e:d ja e:f=9g:h, niin silloin ovat myös 

tulot, jotka saadaan, kuin toisen näistä verrannoista jäsenet ker- 

rotaan toisen vastaavilla jäsenillä, verrannolliset, s. t. s. silloin 

on ae:bf= cg:dnh. 

Todellakin koska a:0=0:d ja e:/=g:h, niin ad= Dc ja 

eh=/g (tämän lwun 2 $1 todisto). Tästä saadaan taas sel- 

västi ad-eh= dc-fg eli ae-dh=0/-cg, josta taas toisen todiston 

mukaan seuraa 4e:b/=0cg:dh, j. o. t. 

Neljäs Luku. 

Ensimäisen nousun yhtälöistä. 

S 1. 

Määrityksiä. 

Yhtälö on, niin kuin alussa jo on sanottu, kahden yleislas- 

ku-lausekkeen yhtä-isous ja lausekkeita yhtä-isouden merkin kah- 
den puolen sanotaan yhtälön puoliksi, vasemman puolista ensimäi- 

seksi ja oikean puolista toiseksi puoleksi. 

Kahden lausekkeen numerolu'uista sekä tunnetuista puus- 

tavisuuruuksista yhtä-isoutta sanotaan kyllä yhtälöksi, mutta ta- 

vallisesti . ymmärretään kuitenkin yhtälöllä semmoisten lausekkei- 

den  yhtä-isoutta, joissa on vähintäinkin yksi tuntematon suuruus 

ja jonka puolet ovat yhtä isot ainoastansa silloin, kuin tuntemat- 

tomalla eli tuntemattomilla suuruuksilla ovat eräät määrätyt, sen 

eli niiden keskuuksista tunnettujen suuruuksien kanssa seuraavat, 

arvot. 

Sen mukaan kuin yhtälössä on tuntemattomia suuruuksia, 

sanotaan sitä yhtälöksi yhdellä tuntemattomalla, kuin siinä on 

yksi, kahdella, kuin siinä on kaksi, j. n. e. 7n:llä, kuin siinä on 

n tuntematonta suuruutta. 

Ensimäisen nousun yhtälöksi sanotaan semmoista, jonka puo- 

lissa tuntematon eli tuntemattomat eivät ole kerrottavat enemmän 

6
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itsillänsä kuin toisillansakaan, joskohta yhtälön puolet kerrottaisiin 

niissä olevien nimittäjöiden pienimmällä yhteisellä jaettavalla. 

Ensimäisen nousun yhtälön ratkaiseminen on semmoisen 

nun eli tunnetun puustavisuuruuden etsiminen, joka pantuna 

tuntemattoman siaan toteuttaa yhtälön, s. t. s. tekee sen puolet 

yhtä isoiksi. 

Tunnettu suuruus, joka tekee yhtälön puolet yhtä isoiksi, 

saapi nimen yhtälön juuri. 

Muist. Vastedes merkitsemme tunnettuja suuruuksia ab:stön 

ensimäisillä puustavilla a, 0, c--- ja tuntemattomia viimesillä x, y, 2 - -- 

$2 
Olisko nyt yhtälö . 

57 —6—=8+2x 

ratkaistava, niin tässä on kaksi suuruutta (5x — 6) ja (8 + 27), 
jotka ovat yhtä isot, ainakin kuin x merkitsee sitä suuruutta, 
joka toteuttaa alkuperäisen yhtälön ja koska tässä juuri semmoi- 
nen suuruus on etsittävä, niin mainitut kaksiot ovat pidettävät 

yhtä isoina. 

Jos sentähden yhtälön 

5% — 6 = 8 + 2x 

puolihin pannaan luku 6, niin saadaan toinen yhtälö 

5x — 6 -+6 = 8 -2x + 6 

ja kuin tämän puolista otetaan pois suuruus 2x, niin saadaan 

yhtälö 5x — 6 + 6 — 2x = 8 + 2x + 6 — 2x, joka on sama kuin 

5x — 2x = 8-6, 

koska — 6+6 tekee, samoin kuin -+ 2x — 2x, nollan. 

Näin on saatu alkuperäisestä yhtälöstä toinen, jonka ensi- 

mäisessä puolessa on osio — 2x ja toisessa + 6, siihen siaan kuin 
alkuperäisen yhtälön ensimäisessä puolessa on — 6 ja toisessa + 2x. 

Tästä saadaan nyt selvästi seuraava sääntö: yhtälön toisesta 

puolesta voidaan yhtä-isouden hävittämättä mikä osio hyvänsä 

muuttaa ensimäiseen ja ensimäisestä toiseen, kuin vaan osion 

merkki muutetaan vastaiseksi.
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Tästä seuraa taas, että yhtä-isouden hävittämättä voidaan 

kaikkien osioiden, yhtälön puolissa, merkit muuttaa vastaisiksi, 

sillä se on sama kuin osioiden muuttaminen yhdestä puolesta toi- 

seen vastaisilla merkillä. Tämä asia on selvä jo siitäkin, että 

yhtälön puolet ovat pidettävät yhtä isoina suuruuksina ja sentäh- 

den niiden vastaiset suuruudet myös. 

Jos yhtälön puolissa on murtosuuruuksia osioina, niin siitä 

saadaan aina toinen yhtälö, jonka osiot ovat koko lausekkeita. 

Olisko esm. yhtälö 

ralkaistava, niin yhtälön puolet ovat pidettävät yhtä isoina suu- 

ruuksina ja antavat sentähden kerrottuina samalla suuruudella yhtä 

isot tulot. Jos edellisen yhtälön puolet taas kerrotaan niissä ole- 

vien nimittäjöiden tulolla 3-4-5 = 60, niin saadaan toinen yhtälö 

2 ollu 
eli monion kertomisen yksiöllä säännön mukaan 

60-2x 60.3 60x 9 aim 

jonka puolien osiot saadaan koko lausekkeiksi murtolukujen ly- 
hentämällä, koska joka nimittäjä on kertojana osottajoiden kerto- 

jassa 60. Näin saadaan yhtälö: 

40x — 45 = 660 4 12x. 

Olisko taas yhtälö 

ör AD : 13x 

12 ab 6 

muodostettava toiseksi, jonka sama luku pantuna x:n siaan to- 

teuttaisi kuin tämänkin, mutta jonka puolet olisivat koko monioita, 

niin semmoinen saadaan selvästi alkuperäisen yhtälön puolet ker- 

toen pienimmälläkin luulla, jonka kaikki nimittäjät näiden puo- 

lien osioissa jakavat tarkoin. Jos sentähden nimittäjäin 12, 3, 
8 ja 6 pienin yhteinen jaettava 24 etsitään ja monion puolet
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kerrotaan sillä, niin saadaan murtolukujen lyhennettyä yhtälö 

10x —32x — 312 — 21 — 52x, 

jonka puolet ovat koko monioita. 

Tästä saadaan nyt seuraava sääntö nimittäjäin hävittämiselle 
yhtälöissä. 

Yhtälön puolissa olevien nimittäjäin pienin yhteinen jaet- 

tava etsitään, jolla yhtälön puolet sitte kerrotaan ja kaikki mur- 

tosuuruudet lyhennetään, jokainen osottaja jakaen nimittäjällänsä 

ja nimittäjä pois jättäen. 

Esimerkiksi tämän: säännön käytännölle otamme vielä seu- 

raavan puustaviyhtälön ”) muodostaaksemme toiseksi, jonka puo- 

let ovat koko monioita: 

Nimittäjäin pienin yhteinen jaettava on selvästi a? ja yh- 
tälön puolet tällä kertoen saadaan 

atx = X AaDBEx Bab? 2030202 vi HST A J ydP R e A A SA 11979373 
b ast wW p ok a BRO 

josta taas murtolausekkeiden lyhentämällä tulee yhtälö 

atbx — 2a2bc2x + 4atb? — ADBctza — 5as + 202022 — 34303, 

Edellisten sääntöjen johdolla ratkaistaviksi otamme nyt seu- 

raavat yhtälöt. 

1. 4x—3=2x 5 

Kuin nyt osiot —3 ja 2x muutetaan, edellinen ensimäisestä 

puolesta toiseen ja jälkimäinen toisesta ensimäiseen, niin saadaan 
yhtälö 

Åva 23=5+-3, 

josta taas samankaltaisten osioiden yhdistämällä tulee 

20 då E 

5) Puustavi-yhtälöiksi eli yleisiksi yhtälöiksi sanotaan semmoi- 

sia, joissa tunnettujakin suuruuksia on puustavilla merkitty, mutta 

semmoisia taas, joissa paitsi puustavilla merkittyjä tuntemattomia suu- 

ruuksia on ainoastansa numerolukuja, sanotaan numero-yhtälöiksi.
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Jos tämän yhtälön puolet taas jaetaan luulla 2 niin saa- 

daan 2 =$ eli 2 —=4. 
Viimesen yhtälön toteuttaa ainoastanssa luku 4 pantuna x:n 

siaan, joka siis toteuttaa alkuperäisenkin. Todellakin saadaan, 

kuin 4 pannaan x:n siaan alkuperäisessä yhtälössä, varma yhtälö 

4.4—3—2.4+5 eli 13—13. 

Alkuperäisen yhtälön juuri on siis 4. 

Tässä jo on nähty, että tuntematon vapautetaan etukerto- 

jastansa yhtälön puolet jakaen tällä tuntemattoman etukertojalla. 

Samoin kuin edellinenkin ratkaistaan tässä pykälässä ensi- 

mäisenä esimerkkinä käytetty yhtälö 

Z, 5x —6 = 8 + 2x, 

josta saadaan, niin kuin jo on nähty, 

5x—2x=8+6 eli 

3x = fA, 

josta, taas seuraa, x = r = R 

3. s—s-13=12— 

Tästä saadaan, niin kuin jo on nähty, nimittäjöiden hävi- 
tettyä yhtälö 

10x —32x — 312 = 21 — 52x. 

Kuin sitte muutetaan osio —52x, joka sisältää tuntemat- 

toman x, toisesta puolesta ensimäiseen ja tunnettu osio — 312 
ensimäisestä toiseen, niin saadaan 

10x —32x + 52x = 21 +312 

ja samankaltaisten osioiden yhdistettyä 

30x = 333, 

Josta taas, kumpanenkin puoli jakaen tuntemattoman etukertojalla 
30, saadaan 

0 3d3llä 1401 
x = 30 = 11% 

Tämä luku pantuna x:n siaan toteuttaa myös yhtälön,
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Olisko vielä ratkaistava puustavi-yhtälö 

4, (34 — X)(4— b) + 2ax = 4b(x + a), 

niin tässä ovat merkityt kertomiset ensin tehtävät. Näin saadaan 

34 — ax — 3ab + bx + 2ax — 4bx + 4ab, 

josta taas osioiden muuttamalla ja samankaltaisten osioiden yh- 
distämällä saadaan 

ax — 3bx = Tab — 3. 

Kuin sitte tämän yhtälön ensimäisen puolen osioista eroite- 

taan yhteinen kertoja x, niin saadaan yhtälö 

(4 —30)x = Tab —30?, 

jonka kumpikin puoli jakaen tuntemattoman etukertojalla (4—30) 

saadaan 

a —10—30? 
Era 30 ' 

Näistä esimerkistä saadaan nyt ensimäisen nousun yhtälöi- 

den yhdellä tuntemattomalla ratkaisemiselle selvästi seuraava sääntö: 

Ensin vapautetaan yhtälön puolet kaikista nimittäjistä ja 

kaikki merkityt yleislasku-teokset tehdään, joten saadaan yhtälö, 

Jonka puolet ovat kokomonioita; sitte muutetaan kaikki ne osiot, 

jotka sisältävät tuntemattoman, samalle puolelle yhtä-isouden 

merkkiä, tavallisesti yhtälön ensimäiseen puoleen, ja kaikki tun- 

nelut osiot toiselle puolelle, siis tavallisesti yhtälön toiseen puo- 

zeen; sitte yhdistetään kaikki ne osiot, joissa tuntematon suuruus 

on kertojana, jos sen etukertojat ovat numerolukuja, mutta jos 

yhtälö on puustavi-yhtälö, riin silloin muodostetaan kaikki nämä 

osiot tuloksi, jossa tuntematon on yhtenä kertojana ja sen etu- 

kertojoiden summa toisena; vihdoin jaetaan näin saadun yhtä- 

lön puolet tällä tuntemattoman etukertojalla, joka jako teh- 

dään täydellisesti, jos se on mahdollinen. 

Se on selvä, että, jos yhtälön puolissa on joku tunnettu 
suuruus yhteisenä kertojana, sillä voidaan jakaa kumpanenkin 

puoli, joten saadaan uusi ikäs kuin lyhennetty yhtälö ratkaista- 

vaksi,
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Esimerkkiä. 

6x + 48 = 4x + 54 

6x— 4x = 54 — 48 

200 

140 

P+ ax = a? — bx 

ax + bx = a? — D? 

(a +0)x=4a?— 0? 
a? — D? 

Hb 
= =a — b. 

Xx zx 

as 
152 52% 
3 a 15x — 105 

5x + 3x = 15x — 105 

1 105 

04 pal; 
LK 

ab — ax = bx 

ab = ax + bx 

(4 + b)x = ab 

1 00 
a-y 

1: 4 
ix—1 r31 
(2+1)4x—1) 4(4x—1)(x+1) 
a. 3:21. 

x+1=16x—4 

—157=—5 
—5 

yi a PL 
X 3" =L
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Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

6. 

7. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

a 0. 2 4 
1— 5 =D agia 

3— (24-10) = 4202 902 Aa) 
a 108 W 

  

=] Si = =-14. 

2 aaen kl 

Pi i 
12x(x — 1955 30z(x — 1) — 662(x — 1) 

3x 2x —2=30- 
(x — 1) — 15(x — 1) = 66x 

— 11(x — 1) = 66x 

— 117 +11= 66x 

där = i 
== =1 

20-00) 3,— Ebara 
= TIG 4D 

Sb(a + b)(x — b) — 1200(a2 — 0) = 
= 8b(4 — b)x — (42 — D2)(bx — a?) 
(a?b + 160? — b8)x = a! 4 12036 — ab? + Bab? 
— 12403 + 803 
viat + 12035——"252+8ni22—12ni23 + 8 

Pat TORRO PI GVA paja 

18% — 16 = 80. X — 60. 

8x iar; ja 35 = % LIU 

4c — 3x + 20 = Xx + 60. E: 

"2; —L2 5232245329. "-25. 

Ty BEY Så N y=10. 

250 ge a 5 c= 607 x = 60. 

wade Aga FE 
c b
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Esm. 

Esm. 
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2x-+9=12x— 10. x= 399. 

XVN x £ MA =3+3+j5+680. x=7560. 

37 — 40 — 17 =60— Zx. V= 

  

Jatta < 6 a = 302) 
E 0 4 

3a N = To n = = x = 662. 

a a—b 1 Dc 
BO Y Ree = obey bt 

== as £ £ mto 

vp mää =el 

PSN == 9. 

= E100=" => = +3,86— 5. 201928, 

133—5=20—83 T= 

K hidi=ö, = 

d Et 

c= male nää mea tal a 

== 6—%. 228." 

S EA 
WENS Je



    

  

Esm. 33. 2 113 20 x=—85. 
2 3 

5 34 = ai — h < a a as = Esm. 34. i = p Sa 

Esm. 35. mn —my=n?—ny. J Sn. 

Esm. 36. 33—0—3048=17—%4äja x= 433. 

Esm. 37. 10? + 2ay =a — ay. Y s 

;". 0+307c:–;)2 Esm. 38. u = 13300 T = as hör 

39ab — 14a? 
= Had — HP 

Esm. 39. 3,25x—5,007— x = 0,2 — 0,34x. x =2,01042... 

2,416 
Esm. 40. 0,01   x — 200x = 20,8. == 

  

: 3abc aD” (24 + b)b?x + x bx 
Esm. 41. ao ET ESS La) =3cx + = 

S 
a+b 

n, m—2 m—1 pun 

Esm. 42. o t + r — dö = "Hy + E : 

= = 1—0a" 
—3abn+t 

Muist. 1. Edellisissä esimerkissä on aina saatu yksi ainoa 

suuruus, joka pantuna tuntemattoman siaan toteuttaa yhtälön. 

Ensimäisen nousun yhtälöllä yhdellä tuntemattomalla ei voi olla- 

kaan enemmän kuin yksi isoutensa suhteen määrätty juuri. 

Todellakin on tämmöisen yhtälön ralkaisusäännöistä nähty, 

että se aina voipi saada muodon 

ax =), 

jossa a ja D ovat tunnettuja ja tavallisesti äärellisiä, isoutensa
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puolesta määrättyjä, suuruuksia. Jos nyt kaksi suuruutta m ja 

n pantuina x:n siaan kumpikin toteuttaisivat tämän yhtälön, niin 

tästä seuraisi selvästi, että 
: ... . am an 

am =D ja an=Db ja siis am=an eli Ka L S. 707. 

Suuruudet 22 ja n, jotka toteuttavat saman ensimäisen nou- 

sun yhtälön yhdellä tuntemattomalla, ovat siis aina yhtä isot, 

eivätkä sentähden voi olla isoutensa puolesta eri suuruuksia, j. o. t. 

Muist. 2. Jos kaikkien osioiden, jotka sisältävät tuntemat- 

toman suuruuden, muutettua yhtä-isouden merkin samalle puo- 
lelle, tuntemattoman etukertojat laskettuina yhteen tekisivät nol- 

lan, joten yhtälö saisi muodon 

0% a, 

niin silloin toteuttaisi mikä äärellinen suuruus hyvänsä yhtälön, 

jos tunnettujen osioiden summa a myös olisi nolla, sillä 0-0—0, 

olipa & mikä äärellinen suuruus hyvänsä. Mutta jos a ei olisi 

nolla, niin silloin ei taas mikään ärellinen suuruus voisi toteuttaa 

yhtälöä, koska 0:0 =0, eikä =a. Yhtälön juuri olisi silloin ääre- 
. a . 

wnSuUruuS.7bt7jIöStä0sw:GSääcjäänicmO:::O,jOSnoIIöä 0 
käytetään laskussa suuruutena. 

Esimerkkiä. 

Hun 1. ase ja ET = =x Ff. 

Tästä yhtälöstä saadaan nimittäjäin hävittämällä ja osioiden 

muuttamalla yhtälö 

18% — 10x + 4x — 12x = "74+ 6— 9—4 

eli 0.x = 0, josta taas seuraa 
x= Q = mikä suuruus hyvänsä. 

31) 5 3x +2 23x — 1) 
4 s 10 Je 

Tästä yhtälöstä saadaan taas 

30x — 6x — 24x = 81, 

S." S. 0.7 S 

nN
 

  Esm.
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jota ei mikään äärellinen suuruus toteuta, jonkatähden 

T Jo 

Todellakin on, jos nollaa käytetään suuruutena, x = 8! = 

Esin. 3. La —3=3x— 15 

x= = mikä suuruus hyvänsä. 

5 " 432 a La Esm. 4. pitsiä AG 

22 
KET L. 

$ 3. 

Kysymyksiä, jotka ratkaistaan ensimäisen nousun yhtälöillä 

yhdellä tuntemattomalla. 

Yleislaskussa saadaan ratkaistuiksi ainoastansa semmoiset 

kysymykset, joissa lausutuista keskuuksista tunnettujen ja tunte- 

mattoman = eli tuntemattomien suuruuksien välillä voidaan johtaa 

yhtälö eli useampia yhtälöitä. 
Yleislasku-kysymyksien ratkaisemisessa on siis kaksi eri 

teosta, ensiksi kysymyksen lausuminen yleislasku-kielellä, s. t. s 

kysymyksessä olevien suuruuksien keskuuksista yhden eli usiam- 

man yhtälön johtaminen ja toiseksi sen eli niiden ratkaiseminen. 

Jälkimäinen näistä teoksista tehdään aina määrättyjen sään- 

töjen johdolla, niin kuin ensimäisen nousun yhtälöistä yhdellä 

tuntemattomalla jo olemme nähneet, mutta edelliselle ei voida 

saada mitään vakinaisia sääntöjä, sillä se voipi tapahtua usiam- 

malla eri tavalla, jonkatähden harjoitus sen paraiten opettaa. 

Harjoitukseksi otamme nyt tässä usiampia kysymyksiä ratkaista- 

yiksi. 

Kys. 1. Kuin erään lun puolisko ja viides osa lasketaan 

yhteen ja summasta otetaan pois 10, niin tähteeksi saadaan 4; 

mikä se luku on? 

Kuin = etsittävää (tuntematonta) lukua merkitsemme x:llä, 

I niin sen puolisko on = ja viides osa 3 joidenka summa vähen- 
2
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nettynä kymmenellä tekee atg 10 Tämän tähteen pitää ky- 

symyksessä lausutun ehdon mukaan oleman 4, josta saadaan sel- 

västi yhtälö 

PL (Key y äts 10—4 

ja tämä yhtälö ratkaisten saadaan taas etsittävä luku 

44 = 210), 

Että 20 on se luku, joka täyttää lausutun ehdon on selvä, 

sillä kahdenkymmenen puolisko on 10 ja viides osa 4, joidenka 
summa 14 vähennettynä kymmenellä tekee 4. 

Kys. 2. Kin erään hun puolisko, kolmas osa, neljäs 

osa ja luku 45 lasketaan yhteen, niin saadaan summa 448; 

mikä se luku on? 

Kuin taas etsittävää lukua merkitään x:llä, niin saadaan, 

samoin kuin edellisestäkin kysymyksestä, yhtälö 

KO L 

ja kuin tämä yhtälö ratkaistaan, niin saadaan 

x = 312: 

Todellakin on 

312 9120 9120 000. RINGS fs i +45 = 448.   

Kys. 3. Mitenkä pitkä on se vaaja, josta viides osa on 

maan sisässä, kolme seitsemättä osaa vedessä ja 13 jalkaa ve- 

den pinnan yläpuolella? 

Jos x (jalkaa) merkitsee vaajan pituutta, niin 5 jalkaa on 

vaajasta maan sisässä, 3x vedessä ja 13 jalkaa veden pinnan ylä- 

puolella; ja koska näiden osien pitää yhteensä tekemän koko 

vaajan pituuden, niin tästä saadaan selvästi yhtälö 

Mye Bq. qasi
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eli 
Tx + 15x -+ 455 = 35x 

josta seuraa 
x = 35 (jalkaa). 

Viides osa (joka on maan sisässä) tästä 35 jalan pituisesta vaa- 

jasta onkin 7 jalkaa ja 3 siitä (joka on vedessä) on 15 jalkaa, 

jotka veden pinnan yläpuolella olevien 13 jalan kanssa todellakin 

tekevät koko vaajan pituuden, 35 jalkaa. 

Kys. 4. Kuin M oli antanut pois ensin 1 ja sitte 1 ra- 
hoistansa, niin hänen kukkaroonsa oli jäänyt vielä 462 markkaa; 

kuinka paljo rahaa oli hänellä ollut alkujansa? 

Kuin Xx merkitsee alkuperäistä markkalukua, niin tähdettä, 

joka jääpi, kuin ensin 4 ja sitte 1 r:stä otetaan pois, merkitään 
2 

LT 
lausekkeella E Kysymyksessä lausutun ehdon mukaan 

5 
on tämä tähde 462 markkaa, josta saadaan yhtälö 

TT 
115202 468 i 5 — 462, 

josta taas seuraa 
x = 840 (markkaa). 

Että luku 840 myös täyttää kysymyksessä sanotun ehdon, 

on helppo huomata. 

Kys. 5. Mikä luku on semmoinen, että, kuin se otetaan 

pois seitsemästä ja tähde jaetaan viidellä, näin saatu osa enen- 

nettynä kahdella tekee 6? 

Kuin tuntematonta, seitsemästä poistettavaa lukua merki- 

tään æ:llä, niin osa, jonka lisättynä kahdella pitää tekemän 6, 

  

"sid mudan 
on selvästi os josta saadaan yhtälö. 

7—x 
5 +2=6. 

Tästä seuraa taas 
x= — 13. 

Lwusta 7 on siis otettava pois suuruus (— 13), jos osan, 

joka saadaan tähteen jakamalla viidellä, enennettynä kahdella pi-
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tää tekemän 6, s. t. s. ei ainoastansa, että seitsemästä ei saa 

ottaa pois mitään lukua, mutta siihen päin vastoin pitää panta- 
man lisää 13, sillä se on sama, jos (— 13) otetaan pois taikka 

luku 13 pannaan lisäksi johonkin suuruuteen. 

Edellä löydetty poisto-arvo tuntemattomalle näyttää ensiksi, 

että kysymys tavallisessa merkityksessä on mahdotoin ratkaista 
ja toiseksi että luusta 7 saadaan enentämällä, eikä vähentämällä, 
semmoinen luku, joka jaettuna viidellä antaa osan, joka enen- 

nettynä kahdella tekee 6, sekä vihdoin, etlä sitä varten 7 on 

enennettävä lwulla 13. 

Kys. 6. Kaksi henkeä A ja P ovat alottaneet itsekukin 

kauppaliikkeensä yhtä isoilla rahasummilla, mutta kuin A on 

voittanut 480 markkaa, niin P on menettänyt 320 ja silloin on 

A:lla kolme kertaa niin paljo rahaa kuin B:llä, kuinka paljo 

oli kumpasellakin rahaa kauppaansa alottaessa? 

Merkitköön taas x (markkaa) etsittävää rahasummaa, joten 

A:lla voitettuansa 480 markkaa on x +480 ja Pi:llä, menetet- 
tyänsä 320, (x — 320) markkaa. Nytpä taas on 4:n rahasumma 
kolme kertaa niin iso kuin P:n, josta selvästi saadaan yhtälö 

x + 480 = 3(a — 320) 
ja 

x = "720 (markkaa). 

Kys. 7. Mikä on lukujen a ja b keskiluku (laskukes- 

kinen)? 

Muist. Kahdeu luun keskilwuksi (laskukeskiseksi) sanotaan 

sitä lukua, joka on yhtäpaljo pienempi isompata kuin isompi pienem- 

pätä niistä kahdesta luwusta. Niin on esm. 4 lukujen 5 ja 3 keski- 
luku (laskukeskinen). 

Olkoon nyt 4>0 ja merkitkäämme x:llä niiden keskilukua, 

niin, koska % on yhtäpaljo pienempi a:ta kuin isompi b:tä, tästä 

saadaan yhtälö 
a—x=x— b, 

£ a D 
W 

Koska nyt a ja & voivat merkitä mitä lukuja hyvänsä, niin 

tästä nähdään, että kahden lun keskiluku on aina puoli lukujen 

josta taas seuraa
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Ear 
2 

Samoin sanotaan usiamman, kuinka monen lwun hyvänsä 

keskulu'uksi sitä lukua, joka saadaan lukujen summan jakamalla 

sillä lw'ulla, joka näyttää lukujen paljouden, s. t. s. kuinka monta 

lukua on. Luku % on esm. lukujen 1, 1, 3 ja 1 keskiluku. 

ba summasta. Niin on esm. lukujen 3 ja + keskiluku 3. 

Kys. 8. Eräässä seurassa oli talonpoikia, porvaria ja 

pappia, yhteensä 266 miestä. Talonpoikia oli kaksi kertaa niin 

monta kuin porvaria ja porvaria kaksi kertaa niin monta kuin 

pappia; kuinka monta miestä oli kustakin säädystä seurassa? 

Merkitköön % pappien lukua, niin porvarien luku on silloin 

2x ja talonpoikien 2-27 = x, josta saadaan yhtälö 

x + 2x + 4x = 266, 

josta seuraa x = 38 (pappia) 

ja sentähden 2x = "16 (porvaria) 

sekä 2.2x = 152 (talonpoikaa). 

Kys. 9. Luku a on jaettava kolmeen osaan, jotka ovat 

toisiinsa samassa suhteessa kuin wut m, n ja p; kuinka isot 

ovat tämmöiset osat hiusta a? 

Merkitköön x ensimäistä osaa, niin silloin on kysymyksessä 
lausutun ehdon mukaan x:(toiseen osaan) = 7:n, josta saadaan 

toinen osa =—. Samalla tavalla saadaan myös kolmas osa 
m ` 

=P" Koska taas kaikki kolme osaa yhteensä tekevät luun a, 
m 

niin tästä saadaan yhtälö 

MEA PE 
X 4+- — =, 
J m 55 m 

josta seuraa, että ensimäinen osa 

ma 
LE 

UA D 

na 

= m+ntp ja siis toinen osa
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sekä kolmas oså ye Be 
mnp 

Muist. Se on selvä, että kysymys ratkaistaisiin aivan samalla 
tavalla, jos luku olisi jaettava vielä usiampaan ja kuinka moneen 
osaan hyvänsä. 

Kys. 10. Kuinka monta vuolla pitää minkä rahasumman 
(a) hyvänsä olla lainattuna, kunneka vuotuiset kasvut yhteensä 

tekevät koko rahasumman, kuin kasvu on 5 sadalta vuodessa 

ja kuinka monta vuotta, jos kasvu on 6 sadalta vuodessa? 

Merkitköön nyt x vuosia, jotka rahasumma a markkaa on 

ollut lainassa. Kuin kasvu on 5 ara niin yhdestä se silloin 
on selvästi 35, ja a markasta siis 4-45; markkaa vuodessa ja 

% vuodessa vihdoin a-å æ. Tämän kasvun pitää taas oleman 

yhtä ison kuin alkuperäisen rahasumman a, josta saadaan yhtälö 

NA =a 

ja sentähden 
x = 20 (vuotta). 

Kuin taas kasvu on 6 sadalta, niin saadaan samalla tavalla 

a = 100 162 (vuotta). 

Kys. 11. Eräs mies saapi poislainatuista rahoistansa 3700 

markkaa vuotuista kasvua. Kuinka paljo on häneltä lainassa, 

kuin 3 lainatuista vahoistansa antaa 4 sadalta vuotuista kasvua, 

1 taas 5 ja viimenen 1 vihdoin 51 sadalta? 

Merkitköön nyt % (markkaa) koko, lainassa olevata, raha- 

summaa, niin silloin on di summan vuotuinen korko selvästi 
o a De 5 

nel ännen osan = + a viimesen neli innen osan - 
J 10 a ji 10047 

ts 
100 2? 

a jotka kasvut yhteensä tekevät 3700 markkaa. Tästä saa- 

daan yhtälö 

4 
100 

Du a, +100: Hao 137, 

PM
I 

8 

josta seuraa 
x = 80000 (markkaa).
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Kys. 12. Zräässä vaalissa sai kaksi viranhakijata huu- 
toja. Se, joka tuli valituksi, sai 91 Iutoa enemmän kuin toi- 

nen ja valitsioita oli 375. Kuinka monta huutoa sai itsekukin 

näistä hakijoista? 

Merkitköön % valitun huutoja, niin toisella oli silloin x — 91 
huutoa ja koska näiden huutojen yhteensä pitää tekemän 375, 

niin tästä saadaan selvästi yhtälö 

x +x — 91 = 375 

ja tästä seuraa taas 
x = 233 (valitun huutojen luku) 

ja toisen huutojen luku on siis 

x — 91 = 142. 

Kys. 13. Æräs rahasumma on jaettava tasan usiamman 

hengen kesken. Jos rahaa olisi 12 markkaa enemmän, niin 

joka henki saisi 40 markkaa osaksensa; mutta jos rahaa taas 

olisi 28 markkaa vähemmän kuin sitä on, niin silloin saisi itse- 

kukin ainoastansa 36 markkaa. Kuinka paljo silloin on rahaa 

ja kuinka monta henkeä, joidenka kesken se on jaettava? 

Merkitköön % niiden henkien lukua, joidenka kesken raha 

on tasan jaettava. Jos nyt jokaiselle hengelle annettaisiin 40 m., 

niin silloin pitäisi olla jaettavana 40x m., joka kysymyksen ensi- 
mäisen lauseen mukaan on 12 markkaa enempi kuin jaettava 
rahasumma, joka (jälkimäinen) siis on (407 -—12) markkaa. Toi- 

sen lauseen mukaan on taas jaettava rahasumma selvästi (36x428) 

m., sillä kuin joka hengelle annettaisiin vaan 36 markkaa, joka 

tekisi 36x, niin silloin jäisi jälelle 28 m. Tästä saadaan nyt 

yhtälö ; 
"" 40x — 12 — 36x + 28 
ja siis 

t=10 (henkeä). 

Tästä saadaan taas jaettava rahasumma helposti; sillä edel- 
lisen mukaan se on 

40x— 12 eli 35x +928 s. t. s. 

40-10 —12 — 36-10 498 = 388 m.
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Kys. 14. Eräs työmies ol tingallu 48 päiväksi ja hänelle 
oli luvatlu 40 kopeekkaa joka työpäivältä, mutta jokaiselta jou- 

topäivältä oli hän puolestansa sitoutunut maksamaan 20 k. sak- 

koa. Työ-aijan, 48 päivän, kuluttua sai työmies 8 rup. 40 k.; 

kuinka monta päivää oli hän ollut työssä ja kuinka monta jou- 

tilassa? 

Jos v merkitsee työpäivien lukua, niin joutopäivien luku 
on selvästi 48—2x. Joka työpäivänä tienasi mies 40 k. ja yh- 

teensä siis 40x k. Sakkonsa tekivät taas selvästi 20-(40 — x) 

k. ja kuin sakko otetaan pois ansiostansa, niin saadaan lilinteossa 
työmiehelle maksettu summa 8 r. 40 k. Tästä saadaan yhtälö 

40x — 20 - (48 — x) = 840, 

josta taas seuraa 

%=30 (työpäivää) 

ja joutopäivien luku on siis 

48 —30=18. 

Kys. 15. Æräälle rengille oli määrätty 80 markkaa ja 

vaatepuku vuoden palkaksi, mutta yhdeksän kuukautta palvel- 

tuansa erosi hän palveluksestansa ja sai siltä aijalla vaatepwun 

ja & markkaa; kuinka kallis oli se vaatepuku, jonka hän sai, 

kuin palkkansa yhdeksältä kuukaudelta oli samassa suhteessa 

koko vuoden palkkaan, kuin palvelusaikansakin koko vuoteen? 

Merkitköön x m. vaatepu'un hintaa, niin rengin palkka yhdek- 

sältä kuukaudelta oli silloin (x -+ 8) m., jonka taas pitää olla sa- 

massa suhteessa koko vuoden palkkaan (x +80) m., kuin 9 kuu- 

kautta on koko vuoteen s. t. s. 12 kuukauteen. Tästä saadaan 

verranto 

(Xx + 8): (x + 80) = 9:12, 
josta taas yhtälö 

12.-(x + 8) = 9(x + 80) 

ja vaalepwun hinta 

% = 208 (markkaa). 

Kys. 16. M vastasi kysymykseen, kuinka vanha hän oli, 
jos olisin kaksi kertaa niin vanha kuin olen ja siihen vielä pan-
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taisiin puoli sekä neljäs osa nykyistä ikääni, niin saataisiin yhtä 

monta vuotta yli kahden kymmenen, kuin nykyinen ikäni on 

lyhempi 100 vuotta; kuinka vanha oli M silloin? 

Kuin % vuotta merkitsee M:n ikää, niin 2? +17x+1x on 
M:n lauseen mukaan yhtä paljo isompi 20:tä, kuin 100 on isompi 
x vuotta. Tästä saadaan helposti yhtälö 

27 +1x +17 —20—=100—x 

ja sentähden 
œ = 32. (vuotta). 

Kys. 17. Mies on 50:n ja poikansa 28 vuoden vanha; 

kuinka monen vuoden perästä tulee sitte isä kaksi kertaa niin 

vanhaksi kuin poikansa? 

Kuin % merkitsee vuosia, joidenka kuluttua isän ikä on kaksi 

kertaa niin iso kuin poijan, niin silloin on isän ikä 50 + x ja 

poijan 28 + x vuolla, josta kysymyksessä lausutun ehdon mukaan 

saadaan yhtälö 

50 + x = 228 + x), 

josta taas seuraa 
K 

Koska nyt lisäsuuruuksilla on merkitty tulevia vuosia, niin 
poistosuuruus 2 = —6 merkitsee menneitä. Sentähden pitäisi 

sekä isän että poijan saada nykyinen ikänsä vähennetyksi kuu- 

della vuodella, jos isän ijän pitäisi tulla kaksi kertaa niin isoksi 

kuin poijan. Tämä vastaus, että kumpasenkin pitää elämän — 6 
vuotta, merkitsee siis, ei ainoastansa että se on mahdotoin isän 

enää tulla poikansa kaksinkertaiseen ikään, vaän myös hänen jo 
kuutta vuotta ennen olleen kaksi kertaa niin vanhan kuin poi- 
kansa. Todellakin oli isä kuutta vuotta ennen 44:tä ja poika 
22:tä vuoden vanha. 

Kys. 18. Vanki pääsee karkuun ja kulkee % peninkulmaa 
tunnissa. Kolme tuntia karattuansa saadaan tietää mihinkä päin 

hän on vaeltanut ja lähetetään häntä ajamaan perästä; kuinka 

monen tunnin kulutta saavuttaa takaa-ajaja, joka kulkee 2 pe- 

ninkulmaa tunnissa, vangin?
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Merkitköön æ tuntia, joidenka kuluttua vanki saadaan kiinni. 
Silloin on vangin kiinni-ottaja kulkenut 2x peninkulmaa, koska 

hän on ollut matkalla x tuntia ja joka tunnissa kulkenut 2 pe- 

ninkulmaa. Vanki taas, joka kulkee % peninkulmaa tunnissa, on 

ollut. matkalla x+3 tuntia ja siis vaeltanut 4(2 43) peninkul- 

maa. Vangin kiinni saatua ovat taas sekä kiinni-ottajan että van- 

gin vaellamat matkat yhtä pitkät, josta saadaan yhtälö 

27 =3(2 5). 
Tästä seuraa 

% =6 (tuntia). 

Vanki saadaan siis kiinni 

2x = 12 peninkulmaa kulettuansa. 

Kys. 19.. Kahdella hevosella H ja W ajetaan kilpaa. H 

on 2500 kyynärää W:n edellä, mutta W juoksee 600 kynnärää 

minuutissa ja H ainoastaan 450; milloinka (kuinka monen minu- 

lin kuluttua) W pääsee H:n rinnalle? 

Kuin æ merkitsee minuuttia, joidenka kuluttua hevoset ovat 

rinnakkain, niin silloin on W juossut 600x ja H 450x kyynärää. 
Edellisen matka on taas selvästi 2500 kyynärää pitempi kuin jäl- 

kimäisen, josta saadaan yhtälö 

600x = 450x + 2500, 
josta taas 

x = 162 (minuuttia). 

W tavoittaa siis H:n 162-600 = 10000 kyynärää juostuansa. 

Kys. 20. Koira ajaa repoa, joka on 60 revon askelta 

koiran edellä. Repo ottaa 9 askelta sillä aikaa kuin koira 

ottaa. 6, mutta 3 koiran askella ovat yhteensä yhtä pitkät kuin 

7 revon askelta; kuinka monta askelta pitää koiran oltaa ennen 

kuin saapi revon kiinni? 

Merkitköön nyt x askelien lukua, jotka koiran pitää ottaa 

saavuttaaksensa revon. Jos nyt repo oltaisi vaan yhden askelen 

sillaikaa kuin koira ottaa 6, niin koiran yhtä askelta ottaessa ot- 
taisi repo vaan 1 askelta, mutta nyt se ottaa yhdeksän kertaa 

niin monta, siis 2=3 askelta koiran yhtä ottaessa ja $% sill- 
aikaa kuin koira ottaa x askelta. Koska taas 3 koiran askelta
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ovat yhteensä yhtä pitkät kuin 7 revon, niin koiran askel on sel- 
västi yhtä pitkä kuin % revon askelta ja x koiran askelta yhtä pitkät 

kuin Ze revon. Koira on siis juossut repoa ajaessansa 7? ja 
repo paetessansa $æ revon askelta ja koska koiran matka oli 

60:tä askelta pitempi kuin revon, niin tästä saadaan selvästi yhtälö 

josta taas seuraa 
x=72 (koiran askelta). 

Kys. 21. Matka Helsingin ja Kuopion välillä on 457 

virstaa. Eräs matkustavainen A lähtee Helsingistä Kuopioon sa- 

maan aikaan kuin toinen B Kuopiosta Helsinkiin. A kulkee 

130 virstaa vuorokaudessa, mutta B vaan 984; milloinka (kuinka 

monta vuorokautta matkalla oltuansa) nämä matkustavaiset koh- 

taavat toinen toisensa? 

Merkitköön taas x vuorokausia, joiden kuluttua A ja P tu- 
levat yhteen. Silloin on 4 matkustanut 130x ja P 981x virstaa 
ja koskaa nämä matkat yhteensä tekevät mainittujen kaupunkien 

välillä olevan matkan, 457 virstaa, niin tästä saadaan yhtälö 

130x + 981x = 457. 

Tästä yhtälöstä saadaan taas 

æ = 2 (vuorokautta). 

Matkustavaiset kohtaavat siis toinen toisensa 130.2 = 260 
virstaa kaukana Helsingistä ja 981-2—=197 virstaa kaukana Kuo- 
piosta, jotka matkat todellakin yhteensä tekevät 260+197—457 
virstaa. 

Kys. 22. Kello on seitsemän; kuinka pitkän aijan perästä 
tulee sen minuuttivisaari tuntiviisarin päälle? 

Koska kellon ollessa seitsemän tuntiviisaari on seitsemän ja 
minuuttiviisaari kahdentoista päällä, niin x:n merkitessä sitä mat- 

kaa minutissa, (joka minutti Jy taulun kehästä), jonka tuntivii- 
sari kulkee, minuuttiviisarin pitää kulkea 35 + x minuuttia. Mi- 

nuuttivisari kulkee taas 12 kertaa niin nopeasti kuin tuntiviisari, 
sillä edellinen kulkee koko taulun kehän eli 60 minuuttia tun- 
nissa ja jälkimäinen ainoastansa 5 minuuttia. Sentähden pitää
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minuuttiviisarin matikan 35+2x oleman 12 kertaa niin ison kuin 

tuntiviisarin matka x, josta seuraa yhtälö 

35-lx = 120. 

Tästä taas saadaan tuntiviisarin matka 

v= 3 (minuuttia), 

jonkatähden minuuttiviisarin matka on 35 + 3,2. =382. Viisa- 
rit tulevat siis päälletysten 382, minuuttia yli seitsemän, s. t. s. 
kl. 7 t. 38.2, m. 

Kys. 23. Mitenkä paljo on kello silloin, kuin tuntiviisari 

on neljän ja viiden välillä ja minuuttiviisari samassa linjassa 

tuntiviisarin kanssa? 

Merkitköön taas x minuuttia jotka tuntiviisari on kulkenut 

neljästä eteenpäin.  Minuuttiviisari, joka silloin on kymmenen ja 
yhdentoista välillä, on ennen viisarien samaan linjaan tulemista 

kulkenut 50 + x minuuttia, josta taas saadaan yhtälö 

50 + x = 12x 
ja täslä seuraa 

v = $9 = 1f 

Minuuttiviisarin matka on siis 50 + 4,5; = 54,5 m. Kellon 

ollessa neljän ja viiden välillä ovat sentähden viisarit samassa 
linjassa kl. 4 t. 546; m. 

Kys. 24. Eräässä seurassa oli miehiä sekä naisia. Mie- 
hiä oli kolme kertaa niin paljo kuin naisia. Sille meni 8 miestä 

vaimoinensa pois, jolloin miesten luku oli naisten lukuun samassa 

suhteessa kuin 5:1; kuinka monta miestä ja kuinka monta naista 

oli seurassa alkujansa? 

Merkitköön x seurassa olleiden naisten lukua, jolloin seu- 
rassa ensimäisen lauseen mukaan oli 3x miestä, multa 8 mie- 

hen vaimoinensa pois mentyä jäi seuraan 2—8 naista ja 3v:—8 
miestä, josta toisen lauseen mukaan saadaan verranto 

(3x — 8): (xr — 8) = 5:1, 

josta taas seuraa yhtälö 

3x — 8 = 5(x —- 8).
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Tästä saadaan 
x = 16 (naista) ja siis 

3x = 48 (miestlä). 

Kys. 25. Æräältä matkustavaiselta kysylliin kuinka kau- 
kaa hän oli tullut, johonka hän vastasi: vaununi etupyörät ovat 

matkallani tehneet 3000 ympäripyöräystä enemmän kuin taka- 

pyörät ja kumpasenkin etupyörän kehä on 41 kyynärää, mutta 

molemman takapyörän 73 kyynärää, saattenko nyt selvän, kuinka 

monta virstaa olen kulkenut? 

Merkitköön.% sitä lukua, joka näyttää kuinka monta kertaa 
takapyörät ovat pyörähtäneet ympäri, niin etupyörät ovat silloin 

tehneet x + 3000 ympäripyöräystä. — Sentähden on takapyörien 

tekemä matka 72x ja etupyörien 41(x + 3000) k. ja koska nämä 
matkat ovat selvästi yhtä pitkät, niin tästä saadaan yhtälö 

72x = 41 (x + 3000), 
josta seuraa 

x = 3900. 

Matkan pituus on siis 72.3900 = 29900 kyynärää eli 1611 
virstaa. 

Kys. 26. Tytllö vei kaupunkiin munia kaupaksi ja olisi 

myönyt 7 pennistä munan, vaan matkalla oli särkynyt 5 munaa, 

Jonkalähden hän korotti munan hinnan & penniksi. Sillä kei- 

noin sai hän yhtä paljon rahaa vielä ehyistä, kuin myödessään 

7 pennistä munan olisi saanut kaikista; kuinka monta munaa 

oli tytöllä alkujansa? 

Kuin % merkitsee munien lukua ennen viiden särkymistä, 

niin. tyttö olisi niistä saanut, seitsemästä pennistä joka munan 
myöden, 7x penniä. Kuin 5 munaa oli särkynyt ja tyttö möi 

tähteet 8 pennistä munan, niin hän sai 8(2— 5) penniä, joka 

lauseen mukaan on yhtä iso kuin edellinenkin rahasumma, 7x 

penniä. Tästä saadaan yhtälö 

8(2 — 5) = Tr, 

josta taas seuraa 

x = 40 (munaa).



105 

Kys. 27. Hopeasepällä on 80 luotia 12-luotista”) hopeata, 
jonka hän tahtoo saada 131-luotiseksi; kuinka paljo pitää hä- 
nen ottaa pois vaskea ja sen siaan panna puhdasta hopeata me- 

tallisekoitukseensa, saadaksensa 80 luotia 131-luotista hopeata? 

Merkitköön % luotia, jotka liopeasepän pitää panna puh- 

dasta hopeata vasken siaan melallisekoituksessansa saadaksensa 
80 luotia 131-luotista hopeata. Koska nyt sepän hopeassa on 

12 luotia puhdasta hopeata joka luodissa, niin 80 luodissa on 

siis 80-12 = 60 luotia puhdasta hopeata. Kuin tähän nyt pan- 
naan æ luotia lisää, niin saadaan se määrä (69 + x) 1. puhdasta 

hopeata, joka tulee olemaan hänen uudessa metallisekoitukses- 
sansa. Uuden sekoituksen pitää taas painaman 80 luotia ja oleman 

.. 131 
131-luotista hopeata, jonkatähden siinä tulee olemaan 80-46 = 

671 luotia puhdasta hopeata. Tästä saadaan nyt helposti yhtälö 

60 +7=671, 
josta taas seuraa 

x = TX (luotia). 

Kys. 28. Erääsen astiaan voidaan laskea vettä kolmesta 
torvesta... Ensimäisestä torvesta laskiessa täytyy astia a minuu- 

tissa, toisesta b minuutissa ja kolmannesta laskiessa täytyy as- 

tia c minuutissa; kuinka monessa minuutissa täytyy sama astia, 

kuin joka kolmesta torvesta yhtaikaa lasketaan vettä? 

Merkitkäämme nyt etsittävää minuuttilukua x:llä ja astian isoutta 
yhdellä (1). Koska ensimäinen torvi täyttää astian a minuutissa, niin 

yhdessä minuutissa se laskee 5 astiata vettä ja v minuutissa siis — as- 
a 

tiata. Samoin laskee toinen torvi ja kolmas 5 astiata vettä x minuu- 

") Kaksitoista-luotiseksi sanotaan hopeata kuin siinä on 13 
luotia puhdasta hopeata joka luodissa. 131-luotista on se hopea, 

131 . . . . " jossa on a luotia puhdasta hopeata joka luodissa j. n. e. n-luoti- 

seksi sanotaan hopeata, jossa on a. luotia puhdasta hopeata luodissa. 

Puhdasta hopeata sanotaan taas 16-luotiseksi, sillä siinä on 18 luotia 
puhdasta hopeata luodissa.
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tissa. Yhteensä laskevat siis kaikki kolme torvea HEL as- 
a c 

tiala vettä æ minuutissa ja koska tämä vesi täyttää koko astian, 

jonka isous on yksi, niin tästä saadaan yhtälö 

ANEP 
ja sentähden 

abe 
ad ac He (minuuttia). 

Kys, 29. Yksi viiva on 10:n ja toinen 21 tuuman pilui- 
men; kuinka monella tuumalla pitää kumpaistakin jalkeltaman, 

kunneka pitempi tulee 6 kertaa niin pitkäksi kuin lyhempi viiva? 

Olkoot kumpikin jatkettavat x tuumalla, niin lauseen mu- 

kaan pitää 10+2x tuumaa pitkän viivan oleman 6 kertaa niin 
pitkän kuin 21 +2x tuuman pituinen viiva, josta saadaan yhtälö 

10 + œ = 6(23 H- æ) 

ja tästä seuraa taas 
o==1. 

Koska nyt pitentämistä on laskussa merkitty lisäsuuruudella, 

niin poistosuuruus (—1) merkitsee silloin lyhentämistä, josta 

huomataan, että kumpikin viiva on lyhennettävä tuumalla, jos 

pitemmän pitää tulla 6 kertaa niin pitkäksi kuin lyhemmän. To- 

dellakin on 
10—1—=9—=621—1)=6-3. 

Kys. 30. Kuin a kyynärän pituinen viiva on leikattava 

kahdeksi, niin kuinka pitkän pitää itsekunkin kappaleen oleman, 

jos ensimäinen on oleva toiseen samassa suhteessa, kuin luku m 

on lukuun n, s. t. s. jos ensimäinen on oleva E toisesta? 

Kuin œ kyynärää merkitsee ensimäisen kappaleen pituutta, 

niin silloin on toinen a— æ kyynärää pitkä, josta kysymyksessä 

lausutun ehdon mukaan saadaan verranto 

B(A) M:N, 

josta taas seuraa yhtälö 

nx =: m(a — x)
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ja ensimä'sen kappaleen pituus on siis 

GN am 
mn 

ja toisen 
an 

ü — X= 

Kys. 31. Kolmikulman ABC asema a ja korkeus k ovat 
tunnetut; mutta kuinkas iso on sivu neliössä, joka on piiretty 
kolmikulmaan siinä tilassa kuin seuraava kuva näyttää? 

C Merkitköön taas &% neliön sivua 
PH EPS KD" Einjat 45 aija 

ENG CD=fk ovat tunnetut ja sentähden   

on CK=k—2x. Kolmikulmat ABC 
ja HGC ovat taas mukaiset (saman- 
muotoiset), koska joka kulma edelli- 

A KD 7 B sossä on yhtä iso yhden kulman 

kanssa toisessa, josta saadaan 

AB: AC HG: HC eli 4P:HG— 40:16 

mutta AC: HC= CD:CK, koska kolmikulmat 4DC ja HKC myös 
ovat mukaiset, josta seuraa verranto 4BP:HG = CD: CK, s. t. s. 

        

aim K(k x). 

Tästä verrannosta saadaan taas yhtälö 

alk — 2) = hx ja 

% ak 
Ga J ki 

Olisko esm. kolmikulman asema 4 =31 tuumaa ja korkeus 
k=41, niin silloin olisi neliön sivu 

31-41 enig Eg 
31 F4; 

Kys. 32. Kolmikulman ABC kaikki sivut sekä piste D 

eräällä niistä ovat tunnelut; mitenkä pisteestä D suora viiva DE 

on vedettävä (mihinkä pisteesen E toisella sivulla esm. CB), joka 

(viiva DE) jakaa kolmikulman niin, että toinen osa siitä on 

91 
17 (tuumaa). 

`
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koko kolmikulmaan samassa suhteessa kuin luku m toiseen n, 

3 .. m " 
s. 1. s. että mainittu osa on i koko kolmikulmasta? 

C Ölkoon nyt: BC=a, AC=bymdB'=ic 
ja CD =d (CD:n pituus d määrää pis- 

a KAN teen D) Merkitköön sitte œ linjan CZ 
Nta MI pituutta, joten piste £ ja siis linja DE    N TREY myös tulee määrätyksi (sioitetuksi). Kol- 

g mikulmat DEC ja ABC, joissa kulma C 

on yhteinen, ovat nyt toinen toiseensa 

kerrotussa suhteessa sivuista, jotka reunaavat yhteisen kulman € 

(Eukl. kirja 6 esit. 23 ja kirja 5 esit. 15), s. t. s. 

AN DEC:N ABC= DC-CE:4C-CD. 

A F 

Kysymyksessä sanotun ehdon mukaan pitää taas oleman 
A DRU: N ABC — mun ia sitte on DOA -tir A ja 
CB =a, josta saadaan verranto 

m:n=d-x:Db-a ja 

__ abm 
Oa. HIH 

dn 

Olisko m:n =d:D, niin lm = dn ja siis 2 =a, jolloin DB 

olisi etsittävä, kolmikulman näin jakava, linja. Tämä onkin selvä 

seikka, koska silloin on A DCB:AA4CB=d:b= m:n (Eukl. 6 

kirja 1 esit.). Mutta olisko taas :n>d:0, s. o. na niin 

Dm>dn ja 2>a, jolloin kolmion 4BC jakava linja leikkaisi si- 
vun AB jossakin pisteessä F. Määrätäksemme pistettä 7 sivulla 

AB merkitkäämme linjan AF pituutta y:llä. Silloin on samoin kuin 

edelläkin A CAP:A DAF = AC-APB:AD-AF,s. t.s. A CAP:A DAF 

= Db-c:(b — d)-y. Kysymyksessä lausutun ehdon mukaan on 

taas A CAB:ACDFB=n:m. Tästä saadaan (Eukl. 5 kirja 19 
esit. seuraus) A CAB:ADAF=n:(n—m) ja koska ACAB:ADAF= 

=2b-c:(b — d)-y, niin tästä seuraa 

n:(n— m) = b-c:(b — d)y, 

josta verrannosta saadaan yhtälö
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n(b — d)y = beln — m). 

Viimesestä yhtälöstä saadaan vihdoin 

17 DCM 1) 
B. y = PUN 

Seuraus. Jos kolmikulma ABC olisi edellisellä tavalla jaet- 
tava usiampiin osiin p, g, 7, $--+ j. n. e. niin kolmikulmasta 

olisi leikattava ensin osa p, sitte p + g, ja sille p+g+7 j. n. 

e. jolloin näin saadut jakolinjat selvästi rajoittaisivat etsittävät 

osat, Py J, 7, S. 

Olkoot nyt kolmikulman sivut esm. 
DCS = 3 AOT ja AP 
= 6=31' sekä linjarCD = d=1-ja 

olkoon sitte kolmikulma jaettava nel- 

jään osaan, jotka ovat toisiinsa sa- 

massa suhteessa kuin luut 3, 5, 7 

JI Js t.s setit osat! ovat 445, 
24 ja 3 koko kolmikulmasta. 

  

Koska nyt ensimäinen osa on 33; koko kolmikulmasta, niin 
ensimäinen jakolinja tulee määrätyksi yhtälön œ mukaan, sillä 

m dat HUR m a 
(ässä 0n .— = -=3-=2 ja siis <>.  Sentähden tulee Huan PTL AA mitn i 
piste £ ja siis linja DX myös määrätyksi, kuin yhtälössä & pan- 
Nää] asti 8,005; dsl, m==83:jd n= 24. 1 Nain saadan 

3:03 
TM 

= vhn a PS S 
Koska taas ensimäisen ja toisen osan summa on 3; + 5; = 387, 

mi Ol — 145 
= Fo 

b . "232, . ..; 
niin nytkin on = 2 jonkatähden toinen jakolinja tulee myös 

määrätyksi yhtälön & mukaan. Tätä varten on pantava 4 =3, 
D=3, d=1, m=8/,ja n =24,; joten saadaan 

; 3.5.8 
— — 2  — 5 LOG SE x 

Mutta kolmannen jakolinjan pitää leikata 3; + A, +% = 33 
. .. m d R 

koko kolmikulmasta, jolloin on m 15, 5 i ja siis => 7 Sen-
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tähden tulee kolmas jakolinja määrätyksi yhtälön Ø mukaan, kuin 
siinä pannaan 0—=$, e=d1—=2, dJ=1c.1—15 ja .9=24. 
Tällä tavoin saadaan 

Kys 33. Eräs kokonansa tunnettu puolisuunnikas (nelisi- 
vuinen kuvio, jossa on kaksi yhtäsuuntaista sivua) ABCD on 

jaettava pisteestä E, toisella AB kuvion yhtäsuuntaisista sivuista, 

vedetyllä suoralla viivalla EF niin, että toinen osista on koko 

kuvioon samassa suhteessa kuin luku m lukuun n, s. t. s. linja 

EF on vedettävä niin, että se leikkaa = koko kuviosta; mihinkä 

pisteesen F sivulla CD linja EF on silloin vedettävä? 

D F C Olkoot nyt puolisuunnikkaan sivut 

AB =a, DC =b- AD £A ja BO= d 

sekä linjat 4# =e ja DF=xœ. Lin- 

jain 4£ ja DF pituudet e ja x» määrää- 

vät pisteet Æ ja F yhtäsuuntaisilla 
sivulla AB ja DC, joten jakolinja EF 

TR Kn myös tulee sioitetuksi. Tässä nyt on 
linjan DPF pituus æ etsittävä. 

Nyt on selvästi plsnn. 4BCD= AABPC+AADC ja AABC 

=a: CK. AACD= Y0 CH. CK on puolisuunnikkaan 4BCD 

sekä A ABC:n J n. e. korkeus. Tästä saadaan sitte plsnn. 

ABCD =14a-CK+10-CK=1(a+0)-CKX. Samoin on plsnn. 

AEFD = 1(e + x)- CK. Näistä yhtälöistä saadaan taas helposti 
verranto (Eukl. kirja esit. 15) 

plsnn. 4ZFD:plsnn. ABÖCD = (e + 2): (a + bb). 

Kysymyksessä lausutun ehdon mukaan on taas 
plsnn. AEFD: plson. ABCD =m: n ja sentähden on selvästi 

m:n = (e -+ æ):(a -F D), 

        

josta saadaan yhtälö 
n(e +x) = m(a + b) ja 

01. RDN 
n
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Jos nyt olisi m(a + b)=ne, nim 2 = DF=0o ja £D olisi 
silloin jakolinja. Olisko taas z(a- b) <ne, niin & olisi sillöin 

poistosuuruus ja £Z kohtaisi linjan DC jatkon jossakin pisteessä 

D:n vasemmalla puolella. Tässä tapauksessa leikkaisi jakolinja 

myös sivun AD jossakin pisteessä G, joka nyt on määrättävä. 

Merkitkäämme sitä varten linjan 44 pituutta y:llä. Nyt on sa- 

moin kuin edelläkin plsnn. 4PCD:AAFD = (a + 0):e ja koska 

A AED: A AEG = c:y (Fukl. 6 kirja 1 esit.), niin (3 luku 7 to- 
disto ja Eukl. 5 kirja 15 esit.) tästä seuraa 

plsnn. ABCD: A AEG = c(a + D): ey. 

Mutta pisn. ABCD: A AEG =n: m, jonkatähden on 

n:m = e(a + b): ey, 

josta saadaan yhtälö 

eny = cm(a + D) ja 

; = ma +) 
ja = ER esi 

Voi as oh = i 

EC jakolinja, mutta jos œ st (gsti Bi BR p niin silloin koh- jakolinj j s 
taisi jakolinja sivun DC jatkon pisteen € oikealla puolella ja leik- 

kaisi myös sivun BC jossakin pisteessä Æ, joka nyt on määrät- 

tävä. Merkitköön nyt z linjan Æ pituutta, jonka kautta piste 

H tulee määrätyksi. Samoista syistä kuin edellisissäkin tapauk- 

sissa on tässäkin 

plsnn. ABCD:A EBC = (a + b): (a — e) 

ja A£LPC:AEBH=4d:z, 
ja sentähden 

plsnn. ABCD:A EBH = d(a + D): (a — e)z. 

Kysymyksessä mainitun ehdon mukaan pitää taas oleman 

plsnn. ABOD: kuv. AFHCD =n:m, 
josta saadaan 

A EBH: kuv. AEHCD = (n — m):m. 

Vuorottamalla. saadaan sitte kahdesta viimesestä verrannosta hel- 

posti
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p]5nni."45'09:3§322":":(42—772), 
jonkatähden on 

n: (n — m) = d(la + b):(a— e)z, 

josta seuraa yhtälö ' 

n(a — e)z = d(a + D)(n — m) ja 

da + 0)(n— m) 
y: 2= D= STI 

Seuraus. Olisko plsun. ABCD pisteestä Æ vedetyillä suo- 
rilla viivoilla jaettava usiampiin osiin, jotka ovat toisiinsa samoissa 

suhteissa kuin lut p, 4, 7, $,+--, niin jakolinjat saataisiin mää- 

rätyiksi, niin kuin edellisenkin kysymyksen seurauksessa, ensin 

——F"= leikkaamalla koko kuviosta, sitte osan PÄITTÄSÄ In 
PK + leikkaamalla n. e. Tässä tapauksessa olisi PHI+TÄ+STI l ; 

siis aina 2 =p+ ar ute mutta ensimäistä osaa leikatessa 

olisi m =p, toista leikatessa taas m=p+g j. n 

  

Olkoon nyt plsnn. ABCD esm. niitty, jonka sivut (reunat) 

oval. AB — — S20 syitä, C 7080.5. 47 — 6: 020 s. ja 
BC=d=650 s. sekä pisteiden 4 ja £ väli =e=300 s. Jos 
tämä niitty sitte on jaettava neljän talon kesken RER suh- 

teessa kuin talojen maiden isoudet, jotka ovat 3, 2, 3 ja 3 mant- 

taalia, niin tässä on n=1+23+43+3=9531 ja ensimäislä raja- 
linjaa määrätessä on m=1. 

Koska nyt m(a+0)<ne, sillä m(a 40) =750 ja ne=T75, 
niin piste & sivulla 42 saadaan määrätyksi yhtälön B mukaan. 

Tässä on nyt 
62 2 y = 46 = $20: 4(820 + 680) 

300.3 N (syltä). 

Näin on nyl linja ZG tullut vedetyksi ja ensimäisen talon 
osaksi tulee kolmikulmainen niittypalsto 4£G. 

Toinen jakolinja saadaan määrätyksi yhtälön & mukaan, 
sillä nyt on m=1+23=7 ja sentähden m(a4+0)>ne. Linjan 
DF pituus, joka määrää pisteen 7, on siis 

31 
12 

  

VPS p E (NI)
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Toisen talon osaksi tulee sitte ensimäisen ja toisen rajalin- 
jan välillä oleva niittypalsto ZGDF. 

Kolmatta rajalinjaa määrätessä on taas m=4+3—+3—=11 

ja siis galant mt S jonkatähden rajalinja, joka kohtaa si- 

vun BC, on määrättävä yhtälön mukaan. Linjan PH, joka 
määrää pisteen AM, pituus on sentähden selvästi 

650-(820 4 680)(31 — 11) = TTA pine DEO. Jm TJ z- B= 31(820— 300) = 54411 (syltä).   

Kolmannen talon osaksi tulee sentähden niittypalsto EFCH 

ja neljännen £ZHP. 

Kys. 34. £räs kokonansa tunnettu nelisivuinen kuvio ABCD, 
jossa ei yksikään sivu ole suuntainen toisen kanssa, on jaettava 

tunnetusta pisteestä E sivulla AP vedetyllä suoralla viivalla EF 

kahteen osaan, joista toinen on SA koko kuviosta; mihinkä pis- 

teesen F sivulla CD on silloin linja EF vedettävä? 

  

c = Kuin sivut 4B ja OD vede- 
E tään yhtä suoraan kunneka ne 

kohtaavat toisensa jossakin pis- 
i teessä G, niin linjain PG ja 

SEN / CG pituudet saadaan helposti 
yt = joko mittaamalla eli tasakol- 

G KA IP B miomitannon sääntöjen mu- 

kaan laskemalla, koska sivu BC sekä kolkat Æ ja C kolmiossa 
BGC ovat tunnetut. Olkoon nyt 

BG ssr Ol, ACs DO te AGE, 

niin tässä taas on (Eukl. 6 kirja 23 esit. ja 5 kirja 15 esit.) 

ABGC: N AGD = ab: cd, 

josta saadaan (Eukl. 53 kirja 17 esit.) 

1. kuv. ABCD:N A4GD = (ab — cd): cd. 

Samoin on A FCF: N AGD = ex:cd ja sentähden myös 

2. kuv. EFD4: N AGD = (cx cd): cd.
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Verrannoista 1 ja 2 saadaan vuorottamalla ja Eukl. 5 kir- 
jan 11 esitelmän mukaan seuraava verranto 

kuv. 4BCD: kuv. EFDA = (ab — cd) :(em.— cd). 

Kysymyksessä lausutun ehdon mukaan on taas kuv. 4BCD: 
kuv, AEFD =n:m, josta seuraa verranto 

nm = (ab — cd): (ex — cd) 

ja tästä saadaan taas yhtälö 

n(ex— cd) = m(ab — cd) sekä 

ha m(ab — cd) + ncd 
nE . 

Harjoitusesimerkiksi otamme vielä seuraavat kysymykset, 
jotka edellisten selityksien johdolla helposti voidaan ratkaista. 

Kys. 35. Kuin eräs luku jaelaan kolmella ja kahdeksalla, 

niin siitä saadaan osat, joidenka summa on 22; mikä se luku 

on? Vastaus: 48. 

Kys. 36. Mikä on sen murtolwun nimittäjä, jonka osot- 

taja on 5 ja joka lisättynä Wwulla 1. tekee 11? Vastaus: 6. 

Kys. 37. Muuan rahasumma oli jaettava tasan kahden 

hengen, A ja B, kesken. A sanoi B:lle: anna minulle 1000 

markkaa ja 5 koko rahasummasta, niin saat pitää tähteen ko- 
konansa. Tähän suostui B huomattuansa mainitun tähteen, 35 

koko rahasummasta vähennettynä 1000 markalla, olevan yhtä 

ison kuin A:nkin vaatiman summan; kuinka iso oli se jaettava 

rahasumma? Vastaus: 2500 markkaa. 

Kys. 38. Kahden hengen, A ja B, kesken on jaettavana 

12,600 markkaa, joista B tulee saamaan 1800 markkaa enem- 

män kuin A; kuinka paljo tulevat he sitte saamaan itsekukin 

osaksensa? Vastaus: A saapi 5400 ja P 7200 markkaa. 

Kys. 39. Kaksi miestä M ja N matkustavat samaa tietä 
ja yhdänne päin. M on 8 peninkulmaa N:n edellä, mutta N 

vaellaa 11 peninkulmaa tunnissa ja M ainoastansa 3 peninkul- 
maa; kuinka monta tuntia matkalla olluansa tavoittaa sitte N 

M:n? Vastaus 16 tuntia matkalla oltuansa.
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Kys. 40. Yhdestä kaupungista lähetettiin toiseen kaupun- 

kiin sanansaattaja, joka matkusti 10 peninkulmaa vuorokaudessa, 

mutta kolmen vuorokauden kuluttua lähetettiin taas loinen sanan- 

saattaja, jonka piti matkalla saavuttaa ensimäisen, hänelle uu- 

sia ilmoituksia antaaksensa. Kuin viimeksi lähetetty sanansaat- 

taja kulki 15 peninkulmaa vuorokaudessa, niin kuinka monta 

peninkulmaa matkustettuansa tapasi hän ensiksi lähetetyn? Vas- 

taus: 90 peninkulmaa matkustettuansa. 

Kys. 41... Fräästä kaupungista lähtee A kulkemaan toiseen 

kaupunkiin, josta samaan aikaan toinen mies P lähtee vaelta- 

maan ensimäiseen kaupunkiin. Kaupunkien välillä. oleva matka 

on 18 peninkulmaa ja A astuu 4 ja B 3 peninkulmaa vuoro- 

kaudessa. Missä, kuinka kaukana itsekustakin kaupungista, 

kohtaavat miehet A ja B sitte toinen toisensa? Vastaus: 105 

peninkulman päässä ensimäisestä ja 75 peninkulman päässä toi- 

sestä kaupungista. 

Kys. 42. A lähtee matkalle ja kulkee 10 tuntia vuorokau- 

dessa ja peninkulman joka tunnissa. A:n 20 peninkulmaa mat- 

kustettua lähtee sitte toinen mies PB samasta paikasta A:n jälestä. 

PB kulkee ainoastansa $ peninkulmaa tunnissa, mutta matkustaa 

18 tuntia vuorokaudessa; milloinkahan B sitte tavoittaa A:n? 

Vastaus: 52 vuorokautta matkalla oltuansa. 

Kys. 43. Mies on nyt kolme kertaa niin vanha kuin poi- 

kansa, mutta 12 vuoden kuluttua tulee isän ikä olemaan ainoas- 

tansa kaksi kertaa niin iso, kuin poijan ikä silloin on; kuinka 

vanhat he nyt sitte ovat, kuinka vanha on isä ja kuinka vanha 

hänen poikansa? Vastaus: isä on 36 ja poika 12 vuoden vanha. 

Kys. 44. Perintösumma, 30,000 markkaa, on jaettava 

erään lesken, hänen kahden poikansa ja kolmen tyttärensä kes- 

ken niin, että äiti saapi 2000 markkaa enemmän kuin kaikki 

lapsensa yhteensä ja kumpikin poika saapi kaksi kertaa niin 

paljo kuin itsekukin tytär; kuinka paljo tulevat nämä perilliset 

saamaan jokainen osaksensa? Vastaus: äiti saapi 16,000, kum- 

pikin poika 4009 ja jokainen tytär 2000 markkaa. 

Kys. 45. Kaksi henkeä A ja P rupesivat korttia lyömään. 

Pelin alussa oli A:lla 60 ja B:llä 48 ruplaa, muita pelin lopussa
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oli kumpasellakin yhtä paljo rahaa; kuinka paljo oli silloin A 

voittanut B:ltä? Vastaus: A oli päin vastoin menettänyt ja Z 

voittanut 4:lta 6 ruplaa. 

Kys. 46. Fräältä miehellä kysyttiin, kuinka paljo vuotui- 

sia tuloja hänellä oli, johonka hän vastasi: minulta menee 3500 

markkaa vuodessa, mutta tuloja minulla ei ole läheskään niin 

paljon. Olisivatko taas tuloni 21 kertaa niin isot, kuin ne nyt 

ovat, niin sitte minullle jäisi joka vuosi saman verran rahaa täh- 

teeksi kuin minulta nyt puuttuu; kuinka isot olivat miehen vuo- 

tuiset tulot? Vastaus: 2100 markkaa. 

Kys. 47. Seppä tekee kolmessa päivässä aseen, jota teh- 

dessä sepän oppilaalla menisi 4 päivää; kuinka monta päivää 

menisi heiltä sille samaa asetta kahden miehen tehdessä? Vas- 

taus: 15 päivää. 

Kys. 48. Fräs mestari ansaitsee neljässä päivässä raha- 
summan, jota ansaitaksensa hänen kisällinsä pitää tekemän työtä 

5, mutta oppipoikansa 8 päivää; kuinka monta päivää pitää 

kaikkien kolmen tekemän työtä saman rahasumman edestä? 

Vastaus: 117 päivää. 

Kys. 49. Muuan sekoitus kahdesta metallista painaa a 
luotia ja siinä olevien metallien painot ovat toisiinsa samassa 

suhteessa kuin lwWut m ja n. Kuinka monta luotia pitää sitte 

otettaman pois ensimäistä ja sen siaan pantaman toista metallia, 

jos uusi myös a luotia painava metallisekoitus on saatava, jossa 

näiden kahden metallin painot ovat toisiinsa samassa suhteessa 

D i . ""57(2"3/——"22) ."" 
kuin wut p ja 4? Vastaus: a luotia. 

Kys. 50. Kaksi kappaletta A ja P lähtevät liikkeelle itse- 

kukin. paikastansa ja kulkevat sitte jälekkäin samaa tietä, B 

edellä ja A jälestä; milloinka tavoittaa A sitte B:n, jos lähtö- 

paikkojen välillä oleva matka on a kyynärää ja A kulkee m 

Ja B n kyynärää minuutissa? Vastaus: sta minuutin ku- 

luttua. 

Nyt otamme vielä poistavat arvot ja yleislasku kaavat tar- 

kemmin selitettäviksi.
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Edellä, kysymyksien 5, 17 ja 29 ratkaisemisessa on jo se- 
litetty mitenkä itsekustakin näistä kysymyksistä tuntemattomalle 

saatu poistava arvo on ymmärrettävä. Näissä kysymyksissä on 

nähty, että ne ovat mahdottomat suoraan vastata, mutta tunte- 

mattomalle itsekustakin saatu poistava arvo on kuitenkin vastaus 

samanlaiseen kysymykseen vastasuuntaisessa merkityksessä. — Sa- 

moin näyttää aina tuntemattomalle ensimäisen nousun yhtälöstä 
saatu poistava arvo jonkun virheen kysymyksen, josta yhtälö on 

seurannut, lausutuissa ehdoissa eli edes yhtälössä, joka on kysy- 

myksen käännös laskukieleen. Tämä poistava arvo voidaan myös 

sen merkistä huolimatta aina pitää vastauksena johonkin toiseen 
kysymykseen, joka eroaa esitellystä ainoastansa sillä tavoin, että 

jotkut lisäsuuruudet jälkimäisessä ovat tulleet poistosuuruuksiksi 

edelliseen eli jotkut poistosuuruudet päin vastoin lisäsuuruuksiksi. 

Todellakin saadaan ensimäisen nousun yhtälöstä poistava 
arvo tuntemattomalle ainoastansa silloin, kuin jostakin lw'usta on 
otettava pois isompi luku, joka tietysti on mahdotoin tehdä. 

Jos taas tuntemattoman % siaan ensimäisen nousun yhtä- 
lössä pannaan —2x, niin jokaisen osion yhtälön puolissa, jossa 
x on kertojana, merkki muuttuisi vastaiseksi, s. t. s. enentävä 
semmoinen osio muuttuisi vähentäväksi ja päin vastoin. Olisko 
esm. alkuperäisessä yhtälössä enentävä osio ax, niin siitä saatai- 
siin, — x kirjoittaen x:n siaan, 4-(—2)=—4x. Samoin saa- 
taisiin vähentävästä osiosta esm. — Dx, x:n siaan — x pannen, 

—0b-(—7)=+0x. Jos sitte näin saatu yhtälö käännettäisiin 
tavalliseen kieleen, niin siitä saataisiin lause (kysymys), jossa jot- 
kut alkuperäisen kysymyksen lisäsuuruudet olisivat poistosuuruuk- 

sina ja päin vastoin. Mutta tästä uudesta yhtälöstä tuntematto- 
malle saatu arvo olisi lisäsuuruus ja siis suora vastaus samasta 
yhtälöstä saatuun kysymykseen. Todellakin voidaan jokainen en- 

simäisen nousun yhtälö, josta saadaan poistava arvo tuntematto- 

-malle, aina saada muotoon ax = — O, jossa a ja & merkitsevät 

lukuja. Tästä yhtälöstä seuraa x = i mutta jos — & kirjoite- 

taan :n siaan, niin samasta yhtälöstä saadaan toinen — ax = 0 

ja merkkien muuttamalla vastaisiksi ax = D, josta x = + 77) 0 t.
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Tuntemattomalle saadun poistavan arvon tämmöinen käsitys 

ja puustavien käyttäminen myös tunnettujen suuruuksien merkit- 

semiseksi antaa kysymyksien ratkaisemiselle ison yleisyyden. Kuin 

nimittäin joku kysymys on kerran näin ratkaistu ja kaikki tunne- 

tut suuruudet tuntemattoman arvossa ovat puustavilla esitellyt, 

niin silloin on saatu kaava, josta kaikille samankaltaisille kysy-- 

myksille vastaukset hyvin helposti saadaan. Tässä kaavassa ole- 

ville puustaville tulee vaan itsekussakin eritapauksessa määrätyt 

arvonsa annettaviksi, joten saatu määratty arvo tuntemattomalle 
on vastaus tähän erityiseen kysymykseen. Tämmöisessä kaavassa 

voidaan möys mikä puustavisuuruus hyvänsä panna ensin tunte- 

mattomaksi ja sen arvo sitte etsiä kaikille muille puustaville an- 

taen määrätyt arvonsa ja näin saatu yhtälö ratkaisten. 

Näyttääksemme kuinka tämmöisestä käavasta saadaan vas- 

taus moneen samanlaatuiseen kysymykseen otamme nyt tarkemmin 

tarkastettavaksi kysymyksen 50 ja siitä saadun kaavan 

g „ (minuuttia) 
SM j 

josta kappaletten 4 ja B yhteen sattumisen aika on joka tapauk- 

sessa saatava. 

Olkoon nyt ensiksi 72>% esm. m=40,n=20 ja a=100 
100 

kyynärää, niin silloin saadaan £ = — — =, joka on suora 

vastaus esiteltyyn kysymykseen. Tässä tapauksessa onkin hyvin 

helppo huomata tämän vastauksen olevan aivan oikean, sillä 4 

kulkee joka minuutissa kaksi kertaa niin monta kyynärää kuin £, 

jonkatähden 4 tavoittaa P:n silloin kuin edellisen matka on S 

kertaa niin pitkä kuin alkuperäinen välimatka 100 k. ja 5:ssä 

minuutissa onkin 4 kulkenut 200 ja P 100 kyynärää. 

Kuin m<n esm. m=30, n=40 ja a=100 k., niin silloin 

ONS 10. Tämä tuntemattomalle saatu poistava 

arvo on ymmärrettävä niin, että kappaleet 4 ja P, jos ne ovat 

olleet liikkeellä ennen, kuin niiden välillä on 100:n kyynärän 

matka, ovat jo 10 minuuttia sitä ennen olleet yhdessä ja sitte 

eronneet. Se onkin selvä että 4-ei voi tavoittaa P:tä, joka kulkee 

kiireemmästi kuin 4, mutta jos ne 10 minuuttia ennen ovat olleet
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yhdessä, niin silloin niiden välillä oleva matka todellakin on 100 
kyynärää, sillä 10 minuutissa on Æ kulkenut 400 ja 4 ainoas- 
tansa 300 kyynärää. Se on selvä, että 2 =10 on suora vastaus 
kysymykseen: milloin ovat kappaleet 4 ja & olleet yhdessä, kuin 

niiden välillä oleva matka nyt on 100 kyynärää ja 4 on kulke- 

nut 30 ja P 40 kyynärää minuutissa? Yhtälöstä x= —10 saa- 
daan x = 10, » muuttaen — x:ksi ja kysymyksessä muutetaan tu- 

leva aika, jota ensin etsittiin menneeksi, jota viimesessä kysy- 

myksessä etsitään. Sentähden merkitsee poistosuuruus mennyttä 

aikaa kuin lisäsuuruudella merkitään tulevaa ja päin vastoin. 

Olisko taas m = 2 esm. m= n =50, niin silloin olisi 

100 == 100 " " 
V:zo--L-56:—0—:0O. Tässä tapauksessa yhtyvät kappaleet 

vasta äärettömän paljo minuuttia kulettuansa, s. t. s. eivät kos- 

kaan. Se onkin aivan selvä, koska kappaleet kulkevat yhtä kii- 

reesti, joten. niiden välillä oleva matka ei koskaan voi lyhetä. 

Mutta jos taas 72= ja a=0, niin- silloin on x= $ aivan 

määrämätöin suuruus, joka voipi merkitä mitä lukua hyvänsä. 

Tästä seuraa, että kappaleet ovat yhdessä kuinka 'monen minuu- 

tin kuluttua hyvänsä, s. t. s. ne kulkevat aina yhdessä. 

Jos taas on mS=n ja 4=0), niin silloin on n 4 

s. t. s. että kappaleet ovat yhdessä ainoastansa liikkeelle lähties- 

sänsä. 

Kysyttäisiinkö taas esm. kuinka pitkä matka oli kappaletten 

A ja B välillä niiden liikkeelle lähtiessä kumpasenkin yhtaikaa ja 

yhdänne päin, kuin 4, joka kulki 40 k. minuutissa, 8 minuutin 
kuluttua tavoitti B:n, joka kulki 25 kyynärää minuutissa, niin 

tähän saadaan myös helposti vastaus edellisestä kaavasta. Tässä 
a i 

— - v HO älö tä == N n = 

on 2=8 ja etsittävä a saadaan yhtälöstä 8 10950 josta seu 

raa a = 120. 

Samoin saadaan kysymykseen: kuinka nopeasti pitää 4:n 

kulkea, kuin sen pitää 6 minuutissa tavoittaa. .P, joka on 240 
kyynärää A:n edellä ja kulkee 60 kyynärää minuutissa? vastaus 

m= 100 kyynärää minuutissa. Tämä vastaus saadaan selvästi yh- 

tälöstä 6 = M SR 
m
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$ 4, 

Ensimäisen nousun yhtälöistä usiammalla tuntemattomalla. 

Edellisissä pykälöissä on nähty, että yhdestä ensimäisen 
nousun yhtälöstä yhdellä tuntemattomalla aina saadaan tuntemat- 
tomalle yksi ainoa määrätty arvo, joka toteuttaa yhtälön. Mutta 

olisko nyt yksi ensimäisen nousun yhtälö kahdella tuntematto- 

malla esm. 
37 Yy Bi TZ 
Taa sta) 

niin tästä saadaan nimittäjäin hävittämällä, osioiden muuttamalla 

ja samankaltaisten osioiden yhdistämällä 

13x— 147 = 24. 
Samoin voidaan jokainen ensimäisen nousun yhtälö kuinka 

monella tuntemattomalla hyvänsä muodostaa toiseksi, jonka puo- 

let ovat koko monioita. 

Jos = edellisestä yhtälöstä etsitään x:n arvo y:tä pitäen tun- 
` nettuna suuruutena, niin saadaan 

a 24 + 14y 
= 13 ai 

Samoin saadaan, kuin x pidetään tunnettuna suuruutena, 

Sinne 

Jos nyt edellisessä annetaan y:lle joku määrätty arvo, niin 

x saapi myös sitä vastaavan määrätyn arvon. 

Kuin. esm. 4 =0, niin x =24, kuin y=1, niin. 2=3$ 

ja kuin y=2, niin 2=4 j. n. e. Koska y:lle nyt voidaan 

antaa mikä arvo hyvänsä ja x aina saapi sitä vastaavan määrätyn 
arvon, joka toteuttaa yhtälön, niin tällä yhtälöllä on äärettömän 

paljo juuria, joista aina kaksi ja kaksi (toinen pantuna y:n ja sitä 

vastaava x:n siaan) toteuttavat yhtälön. —Jälkimäisestä saadaan 

taas yhtä helposti 7:lle määrätty arvo, annettiinpa x:lle mikä mää- 
rätty arvo hyvänsä. Alkuperäisessä yhtälössä voipi siis toinen 

tuntematon esm. x saada kuinka monta ja minkälaista arvoa hy- 

vänsä, jolloin toinen y saapi myös yhtä paljo vaan kaikki x:n
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arvojen kautta määrättyjä arvoja. Tällöin saapi x nimen vapaasti 

muuttuvainen ja y:tä sanolaan x:n tekemäksi 

Se on selvä, että y voitaisiin yhtä hyvin ottaa vapaasti 

muuttuvaiseksi, jolloin œ saisi nimen y:n tekemä, koska y:lle voi- 

daan antaa mikä arvo hyvänsä ja x aina saapi sitä vastaavan 

määrätyn arvon. 

Että suuruus y on toisen æ tekemä, merkitään seuraavalla 

tavalla 

y=[(&), Yy=F(x), Y= om), j. n. e., 
jolloin puustavit £% F, p,--- merkitsevät, että y:n ja x:n välillä 

on yhtälö, jonkatähden y:n arvo aina perustaksen x:n arvoon, 

joka sille voidaan vapaasti annettaa. 

Olisko taas kaksi yhtälöä kahdella tuntemattomalla esm. 

117 —10y = 14 

3x + Ty =33, 

niin näistä saataisiin y:n suhteen ratkaisten 

= 117 —14 
ETTE 

33— 3x N 

Kuin. nyt semmoisia arvoja tuntemattomille etsitään, jotka 

toteuttavat kumpasenkin yhtälön, niin näiden arvojen pitää ole- 

man samojen kumpasessakin, jonkatähden alkuperäisistä yhtälöistä 

saadut y:n arvot ovat pidettävät yhtä isvina. 

— Sentähden on 

  

11x—14 33—30& 
ON [J OSAT 

Tässä on nyt yksi yhtälö yhdellä tuntemattomalla, josta, 

koska se on ensimäisestä noususta, saadaan yksi ainoa arvo x:lle, 

joka tekee y:n arvot yhtä isoiksi alkuperäisissä yhtälöissä. Kuin 

nyt yhtälö 
117 —14 33—3x 
we ons. seten 

ratkaistaan, niin siitä saadaan x=4 ja kuin luku 4 pannaan 

x:n siaan alkuperäisissä yhtälöissä, niin niistä saadaan
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11:4— 10y = 14 
Bangla 

joista kumpasestakin saadaan y:lle todellakin sama arvo, nimittäin 

3. Yhtälöiden juuret ovat siis: 

GE 

6 =13; 

Kahdesta ensimäisen nousun yhtälöstä kahdella tuntematto- 

malla saadaan siis yksi ainoa arvo ilsekullekin tuntemattomalle, 

sillä se on selvä että kahden tämmöisen yhtälön, olivatpa ne muu- 

ten minkälaiset hyvänsä, kanssa voidaan menettää aivan samoin 

kuin edellisienkin. 

Kahdesta yhtälöstä kahdella tuntemattomalla sanotaan toinen 

tuntematon eroitettavan pois, kuin yhtälöistä johdetaan yksi yh- 

tälö, jossa tätä tuntematonta ei ole. Näin saatua yhtälöä yhdellä 
tuntemattomalla sanotaan 7Zoppu-yhtälöksi. 

Samoin sanotaan kuinka monesta yhtälöstä ja kuinka mo- 

nella tuntemattomalla hyvänsä yksi tuntematon eroitettavan pois, 

kuin alkuperäisistä yhtälöistä johdetaan tästä tuntemattomasta va- 

paat yhtälöt, joidenka luku on yhtä pienempi kuin alkuperäisten. 
Kuin sitte tuntemattomia eroitetaan yksi toisensa perästä, 

kunneka' saadaan yksi ainoa yhtälö yhdellä tuntemattomalla, niin 

se saapi nimen loppu-yhtälö. 

Kuin edellisistä yhtälöistä 

11 — 107 = 14 

3x4 Ty=33 

saadut y:n arvot panimme yhtä isoiksi, niin y tuli eroitetuksi 

pois ja saimme loppu-yhtälön 

11x—14 33—3x 
10 T 

josta taas saimme yhden ainoan määrätyn arvon æ:lle. 

Tämmöistä eroituskeinoa sanotaan vertauskeinoksi, sillä y:n 

arvoja verrataan tässä toisiinsa, kuin ne pannaan yhtä isoiksi. 

Olkoot vielä yhtälöt
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Ax + y=16 

ratkaistavat, niin ensimäisestä saadaan % = 34 — 4y ja koska tunte- 
mattomilla pitää olla samat arvot kumpasessakin yhtälössä, niin 

tämä arvo voidaan panna x:n siaan toisessa yhtälössä, joten saa- 

daan loppu-yhtälö 
AJA Ay 16. 

jossa y on ainoana tuntemattomana ja & siis eroitettu pois. Tätä 

eroituskeinoa, jossa eroitettavan tuntemattoman arvo otetaan yh- 

destä yhtälöstä ja pannaan saman tuntemattoman siaan toisessa 

sanotaan sioituskeinoksi. 

Loppu-yhtälöstä 

4-(34 — Ay) +4=16 
saadaan 

136—167+y7=16, josta taas 

— 15y = — 120 eli 
15y = 120 ja siis y=8, 

joka taas pantuna y:n siaan esm. toisessa alkuperäisessä yhtälössä 

antaa 

4x+8 =16, josta seuraa 2 =2. 

Yhtälön juuret ovat siis 

WES 

Y — 0. 
Kuin taas yhtälöt 

11x -+ 9y = 69 

ovat ratkaistavat, niin näistä, niin kuin muistakin, voidaan johtaa 

toiset, joissa toisella tuntemattomalla esm. y:llä on sama etuker- 

toja. Kertokaamme sitä varten ensimäisen yhtälön puolet 9:llä ja 

toisen 7:llä. Näin saadaan yhtälöt 

45% + 63y = 387 
TIx + 63y = 483 

ja koska tuntemattomilla % ja y pitää olla samat arvot kumpa- 

sessakin yhtälössä, niin ensimäisen puolet poistaen toisen vastaa- 

vista puolista saadaan
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32% = 96 

seuraavalla tavalla: 

T12 -+ 63y = 483 
F 45x F 63y = F387 
a = 9 

ja kuin tämä loppu-yhtälö ratkaistaan, saadaan 2 =3, joka arvo 

pantuna x:n siaan esm. ensimäisessä yhtälössä antaa 

5-3 P7y— 13, 

josta saadaan y=4. Yhtälön juuret ovat siis 

E= 3 

A. 

Käyttäkäämme vielä tätä eroituskeinoa seuraavien yhtälöiden rat- 
kaisemisessa. 

8x—217= 33 

N +35y = 177. 

Jos y:n etukertojoiden pienin yhteinen jaettava 105 jaetaan lu'ulla 

21 ja ensimäisen yhtälön puolet kerrotaan saadulla osalla 5 ja 

toisen taas osalla 3, joka saadaan 105 jakaen lwulla 35, niin 
saadaan yhtälöt 

40x — 105y = 165 
18% + 105y = 531. 

Kuin näiden yhtälöiden puolet sitten lasketaan yhteen ensimäiset 

keskenänsä ja toiset taas keskenänsä, niin saadaan y:stä vapaa 
loppu-yhtälö 

58x = 696, 

joka ratkaistuna antaa 2 =12. Tämä arvo pantuna x:n siaan 
esm. toisessa yhtälössä antaa 

6-12+357—=177 eli 

35y = 105, josta saadaan y= 3. 

Yhtälön juuret ovat siis 

2 

b =3.
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Kahdessa viimesessä esimerkissä käytettyä eroituskeinoa sa- 

notaan yhteenlasku- ja poistokeinoksi ja sen sääntö on, niin 

kuin esimerkistä jo nähdään lyhyesti seuraava: sitte kuin yhtälöt 

ovat muodostetut niin, että vähintäinkin kaikki ne osiot, jotka 

sisältävät eroitettavan tuntemattoman, ovat yhdistetyt ja samalla 

puolen yhtä-isouden merkkiä kumpasessakin yhtälössä, kerrotaan 

itsekunkin yhtälön puolet semmoisella suuruudella, että eroitetta- 

valla tuntemattomalla tulee olemaan numero-arvonsa puolesta sama 

etukertoja kumpasessakin yhtälössä; sitte lasketaan yhtälöiden 

samanpuoleiset puolet yhteen, jos me osiot, jotka sisältävät eroi- 

tettavan tuntemattoman, ovat vastaismerkkiset, mutta toisen puo- 

let poistetaan toisen puolista, jos mainitut osiot ovat samamerkkiset. 

Muist. Niin kuin viimesessä esimerkissä on nähty, saadaan 

pienimmät semmoiset suuruudet, joilla yhtälöiden puolet ovat kerrot- 

tavat, kuin eroitettavan tuntemattoman etukertojoiden pienin yhteinen 
jaettava etsitään ja se sitte jaetaan eroitettavan etukertojalla itsekussa- 
kin yhtälössä. 

Muist. Että kaikki kolme edellä selitettyä eroituskeinoa ovat. 

pää-asiallisesti yhtäläiset on selvä, sillä kaikki perustautuvat päätök- 

seen, että tuntemattomilla pitää oleman samat arvot kumpasessakin 
yhtälössä. 

Jos taas olisi kaksi yhtälöä kolmella tuntemattomalla, niin 

edellisten sääntöjen mukaan voitaisiin yksi tuntematon eroittaa 

pois, joten saataisiin yksi yhtälö kahdella tuntemattomalla. Tässä 

yhtälössä voidaan sitte antaa yhdelle näistä tuntemattomista mikä 

arvo hyvänsä, joten toinen saapi määrätyn arvon, jotka arvot 

sitte pantuina näiden tuntemattomien siaan missä alkuperäisessä 

yhtälössä hyvänsä antavat myös kolmannelle tuntemattomalle mää- 

rätyn arvon. Yksi tuntematon voipi siis saada mitä arvoja hy- 
vänsä, mutta toiset saavat aina vastaavia määrättyjä arvoja. Sen- 
tähden on yksi tuntematon kahdessa yhtälössä kolmella tuntemat- 

tomalla vapaasti muuttuvainen ja toiset sen tekemiä. 

Yhdestä yhtälöstä kolmella tuntemattomalla saadaan taas 

ainoastansa kolmannelle määrätty arvo, sitte kuin kahdelle on an- 

nettu mitkä arvot hyvänsä. 

Tässä on siis kaksi vapaasti muuttuvaista ja kolmas niidem 
tekemä.
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Että joku suuruus « on kahden %, y eli usiamman x, y, 
z... suuruuden tekemä merkitään seuraavalia tavalla: 

UI L MOTU RYA Za a) j. 1. € 

Olisko taas kolme yhtälöä kolmella tuntemattomalla esm. 

5x — 6y + 4z = 15 

A. Tx + 4y— 32-19 

2x + y+ 6z =46, 

niin yksi tuntematon voidaan eroittaa pois esm. ensimäisestä ja 

toisesta, sekä toisesta ja kolmannesta, kuin jokaisella tuntemat- 

tomalla pitää oleman sama arvo jokaisessa yhtälössä. Eroitta- 

kaamme nyt esm. z. Kuin sitä varten kerromme ensimäisen yh- 

tälön puolet 3:lla ja toisen 4:llä, niin saamme 

15% —18y + 122 = 45 

28x + 16y — 12z = 76 

ja kuin näiden yhtälöiden samanpuoleiset puolet lasketaan yhteen, 

niin saadaan 
43x — 2y = 121. 

Toisesta ja kolmannesta yhtälöstä tulee taas z eroitetuksi, 

kuin toisen puolet kerrotaan 2:lla ja näin saadun ja kolmannen 

yhtälön puolet lasketaan yhteen, joten saadaan 

16x -9y = 84 

seuraavalla tavalla 
14a + 8y — 6z = 38 

i62 oiskohan dP 
162 + 9y =S 

Nyt on saatu kaksi yhtälvä 

43x — 2y = 121 

kahdella tuntemattomalla & ja y. 

Nämä yhtälöt ovat nyt johdetut alkuperäisistä, sillä ehdolla; 

että jokaisella tuntemattomalla pitää oleman sama arvonsa niin 
hyvin johdetuissa kuin alkuperäisissäkin yhtälöissä, jonkatähden 

yhtälöistä B taas voidaan eroittaa pois toinen tuntematon esm. y. 

B.
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Kertokaamme sitävarten ensimäisen puolet 9:llä ja toisen 
2:lla, joten saamme 

387x — 187 = 1089 
32x + 18y = 168, 

joista taas yhtälöiden puolet laskien yhteen saadaan 

4195 = 1257. 

Tästä yhtälöstä saadaan taas æ= 83. 

Kuin tämä arvo pannan x:n siaan esm. toisessa yhtälöistä 

PB, niin saadaan 
48 + 9y = 84 eli 

=o. 

josta seuraa y= 4. 
Kuin x:n ja y:n siaan pannaan näin saadut arvot 3 ja 4 

missä hyvänsä alkuperäisistä yhtälöistä 4, niin saadaan kolman- 

nen tuntemattoman z arvo. Pankaamme lwut 3 ja 4 x:n ja y:n 
siaan esm. kolmannessa yhtälössä 4. Näin saadaan 

6+4+62—=46 eli 62—36, 

josta seuraa 2=6. Yhtälöiden juuret ovat siis 

= 

y=4 
HL 

Olipa nyt kuinka monta (n) yhtälöä hyvänsä yhtä monella 

(n) tuntemattomalla, niin ratkaisemisen sääntö on kuin jo edelli- 

sestä esimerkistä selvästi nähdään, seuraava: Yksi tuntematon 

eroitetaan pois kahdesta yhtälöstä ja sitte sama tuntematon taas 

toisesta kahdesta, joista ainoastansa toinen voipi olla yksi edel- 

lisiä j. n. e., kunneka saadaan (n—1) yhtälöä (n —1):llä tun- 

temaltomalla. 

Tämä eroittaminen voipi tapahtua esm. yhden yhtälön puo- 

let verraten itsekunkin (2—1) toisista yhtälöistä puolien kanssa, 

niin että sama tuntematon tulee aina eroitetuksi. 

Näin saatujen (n — 1):den yhtälön kanssa menetetään sitte 

samoin kuin alkuperäistenkin, joku toinen tuntematon eroittaen. 
Näin saadaan (.— 2) yhtälöä (m? — 2) tuntemattomalla, joista taas
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samalla tavalla eroitetaan joku kolmas tuntematon. Näin menete- 

tään kunneka saadaan yksi yhtälö yhdellä tuntemattomalla, jonka 

arvo tästä yhtälöstä etsitään. Tämä arvo pannaan sitte sen tuntemat- 

toman siaan kumpasessa tahansa edellisistä kahdesta yhtälöstä 

kahdella tuntemattomalla, joista loppu-yhtälö on johdettu. Näin 

saadusta yhtälöstä etsitään siinä olevan toisen tuntemattoman arvo. 

Nämä kahden tuntemattoman arvot pannaan sitte samojen tunte- 

mattomien siaan, jossakin edellisistä kolmesta yhtälöstä, josta 

taas saadaan kolmannen tuntemattoman aryo. Näin menetetään, 

kunneka ensimäiseksi eroitetun tuntemattoman arvo saadaan jos- 

takin alkuperäisestä yhtälöstä, kaikkien muiden siinä olevien tun- 
temattomien arvot niiden siaan siinä pantua. 

Se tapahtuu usiasti, ettei kaikki yhtälöt sisällä kaikkia tun- 

temattomia, jolloin eroittaminen myös tapahtuu helpommin. 

Esimerkiksi otamme seuraavat yhtälöt ratkaistaviksi. 

Av — 27 =30... .. (2) 

Ay D= 14. (3) 
5y+3v=32 :... (4). 

Näitä yhtälöitä tarkastellen huomataan helposti, että z ervit- 

laen ensimäisestä ja kolmannesta saadaan yksi yhtälö, joka sisältää 

vaan tuntemattomat & ja y. 

Samoin saadaan v eroittaen toisesta ja neljännestä toinen, 

yhtälö, joka sisältää ainoastansa tuntemattomat æ ja y. 

Kuin nyt z eroitetaan ensimäisestä ja kolmannesta yhtälöstä 

ja v toisesta ja neljännestä, niin saadaan yhtälöt 

Ty— 27 =1 

20y + 6x = 38. 

Kuin sitte ensimäisen näistä yhtälöistä puolet kerrotaan 3:lla 
ja näin saadun yhtälön 21y—6x = 3 ja toisen edellisistä, puolet 
lasketaan yhteen, niin % tulee eroitetuksi pois ja saadaan loppu- 

yhtälö 
41y =41 eli 

Y; =li 

Tämä arvo pantuna y:n siaan esm. toisessa edellisistä yh- 

tälöistä antaa
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20 + 6x = 38 eli 6x = 18, 

josta seuraa 

Xx=J 

Kuin y:n arvo (1) taas pannaan sen siaan kolmannessa ja 

neljännessä alkuperäisistä yhtälöistä, niin saadaan 

4+ 2z= 14 ja 5+83v= 32, 

joista seuraa z= 5 ja v= 9. 
Yhtälöt ovat siis täydellisesti ratkaistut ja niiden juuret ovat, 

NN 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. (25 y = 20, 0 FIN 

x—-y=4 y=8. 

Esm. 2. fäy+ix=9, = 2 

läy— 4x=2. Y= 
Esm. 3. (x+y 5 

5 SAV e 

ads vot 
7 

Esm. 4 6x — 3y = 9, =. 

2y — 3% = 12 7 = 33 

Esm. 5. [fö5x— 81 ="7y — 44, fr =43, 

20 yt ly 83. 

Esm. 6. [2+-+6/=5, 0 

8x — 9y = y=}. 

Esm. 7 (xs, Ja =3, 

x —107= 101 ly =—1; 

Esm. 8 (2%—14/0—=—535, np=2, 

1x — 3y = 8. 1
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Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

9. 

10. 

11. 

13. 

14. 

16. 

47. 

B x + 8y = — 3,6, 

(= 0,5x + 2y = 1,6. 

ety=a, 
bx = ey: 

an 
od a 122. 

Peck €) =t 

x + 2y + 2z = 100, 

3x + y + 3z = 160, 
4x + 4y + z = 150. 

2x + 3y — 4 = 0, 
5d +32+4=0, 

67—z2—17=0. 

st 5 =6 , 

"2—2 
+—J"" =4, 

ac 

ER 
ab 

W bd 
Je = 15,55, 

ly = 3,18. 

—4—0a+1), 
KI 

ji Jär 

= 20, 

y= 10, 

7 =I), 

= 

y=3, 

z5 - 3: 

LAI, 

y=23, 
— 1 ge lå



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22, 

23. 

24. 
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27 +3y—2 ,; 

7 =, TU 
ia sa ; PENS Í, 

310 FH 
AT 3Y 9 a 
EIT S 

ax + by =c, D+ce—a 
E +cz=a, OTT 
00710: O 

U 
a+b—c 

2c 

4x+7Ty+159=0, ERE NGA 

317 =12—55, u= 5 
2x +y + 9z = 498. Z= 60: 

v+ 2x + 2y+2z=19, j=; 

3v + œ + 3y + 3z = 26, g=; 

Av +A4x+y+42=31, J = 06 

5v -5x + 5y +z = 34. A= A. 

3x 4y — 52 = —11, L=, 

11/— 8y = 131, 71 
16z — 9x = 38, z= 

164 — 5z = 12. £= 1 

0000 Ya 2'=0, 

CZ = dv, y.=0, 

e 120 

9R hV. BIES 

u+v+x+y+2=1, fu =1, 

24—7—3x%+5y—2—0, lv=—3, 

Ju—-2v+x+2y—32z=2, z1, 
Au+3v4+27—4y+2——1, 14=0, 
34 — 20 — 37 — 5y— 22 —=2.1z — 2.  
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Esm. 25. )) (c+y+z+t+u=a, [ere 

X+tytztttv=0, S 

2+y+z2+u+v=0c, 

ayu, t 
2%2+z2++ut+v=e, U 5-30) 

ly+2+1+4+0=7. varsta 

joissa ons=4a+D++ --f. 

Muist. Edellisestä on nyt selvä, että kuinka monesta en- 
simäisen nousun yhtälöstä hyvänsä, kuin niissä olevien tuntemat- 

tomien luku on sama kuin yhtälöidenkin, saadaan yksi määrätty 

arvo jokaiselle tuntemattomalle. 

Tässä on kuitenkin muistettava, että yhtälöiden seassa ei 

saa olla yhtäkään, joka on jollakin tavalla johdettu toisista näistä 
yhtälöistä, sillä silloin on todellakin erilaisten yhtälöiden luku 
pienempi kuin tuntemattomien, jolloin yhtälöillä. on äärettömän 

paljo juuria. 
Olisivatko esm. yhtälöt 

%—24=0.. ..6l) 

RH- y 22.56. V02) 

5y 62.27 1.13) 

ratkaistavat, niin, kuin z eroitetaan pois toisesta ja kolmannesta, 

saadaan 3x — 27 = 0, joka on sama kuin ensimäinenkin.. Yhtä- 

löt toteutuvat siis annettiinpa y:lle mikä arvo hyvänsä, kuin vaan 

x=3y ja 2 =3V- 
Jos yhtälöt taas ovat mahdottomia, toisiansa vastaan sano- 

via, niin silloin ei mitkään arvot tuntemattomille voi toteuttaa 

niitä, joka näytäksen siitä, että niistä saadaan mahdoton loppu- 

js 

>) Muist. Esimerkin 25 yhtälöt saadaan helposti ratkaistuiksi, 

kuin niiden kaikkien puolet lasketaan yhteen, joten saadaan yhtälö 

5t + 5y +52 4+514+5v+5v=4a+b+c+d+etf=s, 

xtytettdutdus; 
ja kuin tämän yhtälön puolista sitte otetaan pois itsekunkin alkupe- 

räisistä yhtälöistä puolet, joten 5 tuntematonta tulee joka kerran eroi- 

tetuksi ja kuudennen arvo samassa saaduksi. 

eli



"133 

Niin saadaan esm. yhtälöistä 

2x 4+ y—8z=10 

3x — 2y + 5z = 14 

8x — 3y + 2z = 35 

y eroitlaen pois yhtälöt 

Ta A BESA 

1 292 — 655 

jotka ovat mahdottomat samoilla arvoilla x:lle ja z:lle toteuttaa 
ja antavatkin mahdottoman loppu-yhtälön 

3—0 

Olisko taas kuinka monessa (n) yhtälössä hyvänsä enemmän 

tuntemattomia kuin yhtälöitä, niin edellisestä on selvä, että yh-- 
tälöistä voidaan eroittaa pois (2 —1) tuntematonta, joten saa- 

daan loppu-yhtälö aina usiammalla, kuin yhdellä tuntemattomalla, 

koska niiden luku on isompi kuin n. Tässä loppu-yhtälössä voi- 

daan taas antaa mitä arvoja hyvänsä kaikille muille paitsi yhdelle 

tuntemattomalle, joka aina saapi muiden arvoja vastaavan mää- 

rätyn arvon ja sen kautta saavat myös kaikki eroitetut tuntemat- 

tomat määrättyjä arvoja. Jos tuntemattomien luku olisi 27, niin 

edellisestä on selvä, että (in — n) tuntematonta voisi saada mitä 

arvoja hyvänsä, olla vapaasti muuttuvaista, mutta toiset % olisivat 
niiden tekemiä. 

Jos taas olisi enemmän yhtälöitä kuin niissä olevia tunte- 

mattomia, niin tuntemattomien arvot saataisiin jo niin monesta 

yhtälöstä kuin niissä on tuntemattomia, jolloin samojen arvojen 

pitäisi toteuttaa toisetkin, jos samojen arvojen tuntemattomille 

pitäisi toteuttaa kaikki yhtälöt. Olisivatko esm. yhtälöt 

LY = 

%— y= 

27 +4y=c 

ratkaistavat, niin kahdesta ensimäisestä yhtälöstä saadaan 

jat 
= 5



—a–22 

ja kuin nämä arvot pannaan tuntemattomien siaan kolmannessa 

yhtälössä, niin saadaan yhtälö 

a-+b+2(a—b)=c, 

jossa on ainoastansa tunnettuja suuruuksia, Jos tämä viimenen 

. " . 032.—5 
yhtälö nyt on oikea, niin x:n ja y:n arvot = ja == to- 

teuttavat kaikki kolme alkuperäistä yhtälöä. Tätä yhtälöä tunnet- 

tujen suuruuksien välillä, jonka pitää olla oikean, jos samojen 

arvojen tuntemattomille pitää toteuttaa kaikki alkuperäiset yhtälöt, 

sanotaan ehto-yhtälöksi. 

Niin saadaan yhtälöistä 

x= +c 

y=bz+d 

X= zC. 
y=tz+d 

ehto-yhtälö 

c— e d'—d 
aa 00 

Kysymyksiä, joista saadaan usiampia ensimäisen nousun 

yhtälöitä usiammalla tuntemattomalla. 

Kys. 1. Mikä murtoluku on se, josta tulee 1, kuin sen 
sekä osottajasta että nimittäjästä otetaan pois 3, mutta josta saa- 

daan 1, kuin sen sekä osoltajaan ettää nimittäjään pannaan 5? 

Merkitköön nyt x etsittävän murtolwun osottajaa ja y sen 

nimittäjää, joten g merkitsee itseänsä murtolukua. Kuin tämän 

murtolu'un osottajasta sekä nimittäjästä otetaan pois 3, niin siitä 

saadaan Tu! jonka ensimäisen kysymyksessä lausutun ehdon = 

mukaan pitää oleman 1. Samoin pitää toisen ehdon mukaan 
z+5 

lausekkeen =—— tekemän 1. Tästä seuraa nyt selvästi yhtälöt 
y+F5
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== 

CF 
Y-F 500E 

joista saadaan x==7, y= 19 ja siis murtoluku vg 

Kys. 2. Eräs mies on lainannut pois 40000 markkaa ja 

saapi vuotuista kasvua (intressiä) osasta 5 sadalta ja toisesta 

osasta vaan 4 sadalla. Koko summasta saapi hän yhteensä 

1856 m. kasvua vuodessa; kuinka ison osan edellä mainitusta 

summasta on hän nyt lainannut 5:stä ja kuinka ison 4:stä sa- 

dalta? 

Merkitköön nyt x summaa, josta velanantaja saapi kasvua 

5 ja y summaa, josta hän saapi 4 sadalta. Vuoden kasvu sum- 

stomi ä 
masta x on nyt selvästi 100 ja summan y vuotuinen kasvu on 

N 

taas ER Nämä kasvut tekevät yhteensä 1856 m. ja koska & 

ja y tekevät yhteensä 40000 m., niin tästä saadaan yhtälöt 

x +y = 40000 
Oda dV 
100 000 

Nämä yhtälöt ratkaisten saadaan sitte x =25600 ja y = 14400 
markkaa. 

Kys. 3. M on antanut lainaksi 30000 markkaa, joista 

hän saapi vuotuisen kasvun, mutta sen jälkeen on hänen täyty- 

nyt ottaa lainaksi 20000 markkaa, joista hänen pitää maksaa 

vuotuinen kasvu. Kasvu, jonka hän saapi on 800 markkaa 

isompi kuin se, joka hänen pitää maksaa. Toinen mies N on 

taas antanut lainaksi 35000 m., joista hän saapi kasvua yhtä 

monta sadalta, kuin M maksaa 20000 markasta sadalta. Sitte 

on N ottanut lainaksi 24000 m., joista hän maksaa vuotuista 

kasvua yhtä monta sadalta, kuin M saapi 30000 markasta sa- 

dalta. Kasvu, jonka N saapi on 310 markkaa isompi kuin se, 

jonka hän maksaa vuodessa; kuinka monta sadalta saapi sitte 

M vuotuista kasvua ja kuinka monta sadalta. maksaa. hän?
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Merkitköön nyt æ lukua, jonka M saapi sadalta vuotuista 

kasvua ja y sitä, jonka hän maksaa. Silloin saapi hän 30000 

markasta kasvua vuodessa VT 300 ja 20000 markasta 

9 
pitää hänen taas maksaman "G! = 200y markkaa vuodessa. 

Ensimäisen lauseen mukaan on taas kasvu, jonka hän saapi 800 m. 

isompi kuin se, jonka hän maksaa, josta selvästi saadaan yhtälö 

1, 300x — 200y + 800. 

Samalla tavalla saadaan taas kysymyksen toisesta lauseesta 

yhtälö 

2, 350y = 240x +310, 
Kuin yhtälöt 1 ja 2 sitte ratkaistaan, niin niistä saadaan 

2=6 ja Y=. 

Kys. 4. Kahdella hengellä oli munia kaupan ja ensimäi- 

nen sanoi toiselle: jos annat minulle 2 munaa omistasi , niin sitte 

on minulla yhtä monta munaa kuin sinullakin; tähän vastasi toi- 

nen: annapas sinä minulle 2 munaa omistasi, niin minulla on 

sitte kaksi kertaa niin monta kuin sinulla, Kuinka monta mu- 

naa oli heillä itsekullakin? 

Merkitköön nyt æ ensimäisen ja y toisen munien lukua, 

niin ensimäisen munan kauppiaan lauseesta, josta havaitaan, että 

hänen munansa enennettyinä kahdella tekisivät yhtä monta kuin 

toisen vähennettyinä kahdella, saadaan selvästi yhtälö 

x+2=y—2, 

Toisen munakauppiaan lauseesta saadaan samalla tavalla 

yhtälö 
y + 2 = 2x — 2). 

Edellisistä yhtälöistä saadaan sitte helposti 

" v=10 ja y=14 munaa. 

Kys. 5. Eräs kolmenumeroinen luku on semmoinen ,. että 

siinä olevien numeroiden summa on 16, kymmenien numero on 

yhtä isompi kuin ykkösien numero ja kuin tähän lukuun pan-
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naan luku 594, niin saadaan toinen kolmenumeroinen luku, 

Jossa etsittävän numerot ovat vastasuuntaisessa järjestyksessä, s. 

t. 8., ykkösien numero on saatojen numerona ja satojen taas yk- 

kösien numerona; mikä se luku on? 

Merkitköön nyt x satojen, y kymmenien ja 2 ykkösien nu- 

meroa, niin kahden ensimäisen kysymyksessä lausutun ehdon mu- 

kaan saadaan selvästi seuraavat kaksi yhtälöä: 

x$+y+2=16 

Y= + 1. 

Koska nyt x on satojen, y kymmenien ja z ykkösien nu- 

mero, niin eisittävässä lwussa pitää oleman 100x, 10y ja z yk- 
köstä, joka tekee 100x+107+z. Tämän lun pitää taas li- 

sältynä lwulla 594 tekemän 100z + 10y + x, jossa lw'ussa etsit- 
tävän numerot ovat vastasuuntaisessa järjestyksessä. Tästä saa- 

daan yhtälö 

100x + 107 + z + 594 — 1002 + 107 + x, 

josta taas osioiden muuttamalla ja samankaltaisten osioiden yh- 

distämällä saadaan 

99x — 992 = — 594 eli x —z2=—6. 

Kuin sitte yhtälöt 

x +y7+2=16 

y=z+1 

x =z b 

ratkaistaan, niin niistä saadaan œ = 1, y = 8 ja z = 7. Etsittävä 
luku on siis 187. " 

Kys. 6. Vesi-astiaan, joka vetää 210 kannua, voidaan 

laskea vettä kahdesta eri torvesta. Koeltelemalla on silte huo- 

mattu että, kuin ensimäisestä torvesta lasketaan vettä 4 minuut- 

tia ja toisesta 5 m., niin saadaan yhteensä 90 kannua, mutta 
kuin ensimäisestä lasketaan 7 ja toisesta 31 minuuttia, niin sil- 
loin saadaan yhteensä 126 kannua. Kuinka monta kannua vettä 

saadaan itsekustakin torvesta minuutissa ja kuinka monessa mi- 

nuutissa täytyy koko astia kumpasestakin torvesta yhtaikaa las- 

kiessa?
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Merkitköön nyt x kannulukua, joka juoksee ensimäisestä 

torvesta minuutissa ja y sitä, joka juoksee toisesta, niin neljässä 
minuutissa juoksee silloin ensimäisestä torvesta 4x kannua ja toi- 

sesta taas juoksee viidessä minuutissa 57 kannua, jotka ensimäi- 

sen lauseen mukaan tekevät 90 kannua. Tästä saadaan selvästi 

yhtälö 
Ax + 5y = 90. 

Samalla tavalla saadaan toisesta kysymyksessä lausutusta 

kokemuksesta yhtälö 

Näistä yhtälöistä saadaan sitte 

A 153; v1=6 

ja koko astia täytyy siis kumpasestakin torvesta yhtaikaa laskiessa 

10 minuutissa. 

Kys. 7. Hopeasepällä on 10-luotista ja 15-luotista ho- 

peata; kuinka paljo pitää hänen sitte ottaa kumpastakin lajia 

yhteen sulatettavaksi, saadaksensa 20 luotia 13-luotista hopeata? 

Merkitköön nytt x luotilukua, joka sepän pitää panna 10- 
luotista ja y sitä luotilukua, joka hänen pitää panna 15-luotista 

hopeata uuteen metallisekoitukseensa. Koska 10-luotisessa ho- 

peassa on 19 luotia puhdasta hopeata joka luodissa, niin œ luo- 

dissa semmoisesta hopeasta on selvästi x-19 luotia puhdasta ho- 
peata. Samoin on y luodissa 15-luotisesta hopeasta 7-15 luotia 
puhdasta hopeata. Sepän uudessa sekoituksessa tulee siis kaik- 
kiansa olemaan (42% +427) luotia puhdasta hopeata ja koska 
tämä sekoitus tulee olemaan 13-luotista hopeata ja painamaan 
20 luotia, niin siinä pitää oleman 20-13 luotia puhdasta hopeata. 
Tästä saadaan nyt selvästi yhtälöt 

x+y=20 

a-t 1y =2014, 
joista taas saadaan helposti 

œ = 8 luotia 10-luotista ja 
y = 12 luotia 15-luotista hopeata.
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Kys. 8. Sepällä on kolme metallikappaletta, ja jokaisessa 

on kultaa, hopeata ja vaskea. Ensimäisessä kappaleessa on 5 

luotia kultaa, 15 luotia hopeata ja 30 luotia vaskea; toisessa 

kappaleessa on 20 luotia kultaa, 28 luotia hopeata ja 48 luo- 

tia vaskea ja kolmannessa taas on 12 luotia kultaa, 39 luotia 

hopeata ja 24 luotia vaskea. Kuinka monta luotia pitää sitte 

sepän ottaa itsekustakin kappaleesta yhteen sulatettavaksi, saa- 

daksensa uuden metallisekoituksen, jossa on 10 luotia kultaa, 

23 luotia hopeata ja 26 luotia vaskea? 

Merkitkäämme nyt x:llä luotia, jotka sepän pitää ottaa en- 

simäisestä kappaleesta, gy:llä luotia, jotka hänen pitää ottaa toi- 

sesta ja 2z:lla taas luotia, jotka hänen pitää ottaa kolmannesta 

metallikappaleesta. Koska nyt ensimäisessä kappaleessa on 5 luo- 

tia kultaa, 15 luotia hopeata ja 30 luotia vaskea, niin se painaa 
50 luotia ja siinä on siis 5;=-'y luotia kultaa, 15=4,3, luotia 
hopeata ja 35=3 luotia vaskea a luodissa ja x luodissa, jotka 

sepän tästä SöS ovat otettavat, on siis selvästi æ- luo- 

tia kultaa, x, luotia hopeata ja x-3 luotia vaskea. Samalla 

tavalla TO että dy ovan olka eaa y luodissa 

on y- luotia kultaa, y-3% luotia hopeata ja y3 luotia vas- 

kea. Kolmannesta biec otettavassa z h on taas 

selvästi z- 3 luotia kultaa, z-13 luotia hopeata ja 2:35; 

luotia vaskea. Sepän uuteen metallisekoitukseen tulee siis 

."" 39579 ." ". 
ua luotia kultaa, (mlp 3 luotia hopeata ja 

=I pa luotia vaskea, Mutta siinä pitää kysymyksessä 
öv 2:325 

lausutun ehdon mukaan oleman 10 luotia kultaa 23 luotia ho- 

peata ja 26 luotia vaskea. Tästä seuraa nyt yhtälöt 

Sy aN 

taita aa 
132 

. av= D 

täit ax =, 
3x 
sa y AS — 9 

DPO JY 26,
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Nämä yhtälöt ratkaisten saadaan x = 10, y = 24 ja z = 25. 

Muist. Uusi metallisekoitus painaa selvästi x -y+2=59 

luotia, joka yhtälö myös saadaan edellisten kolmen yhtälön puo- 

let laskien yhteen. Viimestä yhtälöä voidaan käyttää yhtälöitä 

ratkaistessa minkä edellisistä kolmesta yhtälöstä siassa hyvänsä. 

Kys. 9. Kuin hopeata punnitaan vedessä, niin se menettää 

J päinostansa, s. t. s. etä 21 G. hopeata painaa vedessä pun- 

nitessa vaan 19 W. Samoin painaa 9 E. vaskea ainoastansa 8 

B. vedessä punnitessa, s. 0. vaski kepenee 3, painoansa vedessä 

punnitessa. Fräs metallisekoitus hopeasta ja vaskesta painaa 

taas 148 &. ja menettää vedessä punnitessa 142 W. painostansa ; 

kuinka paljo siinä sekoituksessa on sitte hopeata ja kuinka paljo 

vaskea? 

Olkoon x%. hopeata ja yB. vaskea, niin silloin on selvästi 

x +y=148 ja koska naula hopeata kepenee vedessä ;2-%., niin 

vB. kepenee silloin x%- B. Samoin on yt. vaskea vedessä 

yl G. kepeämpi. Koko metallisekoitus on taas vedessä 142 %. 

2x ; . . 
kepeämpi, josta taas seuraa yhtälö aj +5=14% Kuin sitte 

yhtälöt 

x+y = 148 
A J i 10 

POS 
ratkaistaan, niin niistä saadaan 

x =112 €. hopeata ja 
lv = 36 %. vaskea. 

Kys. 10. Kolme henkeä A, B ja € rupesivat koriinlyön- 

tiin välipuheella, että tappaavan joka pelin lopussa piti maksaa 

kumpasellekin toiselle yhtä paljo kuin heidän itsekunkin kukka- 

rossa silloin oli rahaa. Kolme peliä kortiia lyötyänsä, joista 

A tappasi ensimäisen, B toisen ja € kolmannen, oli jokaisella 

heistä 120 markkaa; kuinka paljo oli kullakin rahaa peliin ru- 

velessansa? 

Merkitköön nyt x markkaa 4:n, 4 m. B:n ja z m. C:n al- 

kuperäistä  rahasummaa, niin ensimäisen pelin jälestä jäi A:lle
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(x—y—2Z) m., koska hänen piti maksaman A:lle y ja C:lle z 

markkaa. Nyt oli siis P:llä 27 ja C:llä 2z markkaa. Toisen 
pelin jälestä, jonka P tappasi, piti hänen (P:n) taas maksaman 

4:lle (2x— y— z) markkaa, joka rahasumma 4:lle oli ensimäisen 

pelin jälestä jäänyt. Samoin piti P:n maksaman C:lle 2z m. 
Näin oli toisen pelin jälestä 4:lla 2(x — y — 2) = (2x — 2y — 22) 

m., B:llä 2y — (x — y — z) — 2z = (3y — x — z) m. ja C:llä oli 

taas 2-22 =4z m. Kolmannen pelin jälestä saivat taas 4 ja B 

yhtä paljo lisää kuin heillä toisen pelin jälestä oli rahaa, joten 

A:n rahasumma nyt oli 2(2x — 2y — 22) = (4x — Ay — 42) m. 

ja B:n 23y — x — z) = (6y — 2x — 2z) m. Koska € tappasi 

kolmannen pelin ja sentähden sai maksaa A:lle (2x — 2y — 22) 

ja B:lle (3y —x— z) m., niin hänelle jäi selvästi 4z — (2x — 2y 

— 22) — (37, —x—2)=(72—x—y) m. Kolmannen pelin jä- 

lestä sanottiin taas jokaisella olleen 120 m., josta saadaan yhtälöt 

kA öre 120, 

16y — 2x — 22 — 120, 

72—2x—y = 120. 

Nämä yhtälöt ratkaisten saadaan sitte A:n alkuperäinen ra- 

hasumma x = 195, A:n y = 105 ja C:n z= 60 markkaa. 

Kys. 11. Zräs sekoitus kahdesta metallista painaa a &., 
mutta on vedessä punnitessa b W. kepeämpi. Sitte on huomattu, 

että m naulainen kappale ensimäisestä sekoituksessa olevista me- 

tallista on vedessä punnitessa p K. kepeämpi ja n naulaisen kap- 

paleen toisesta metallista on taas huomattu olevan g %. kepeäm- 

män vedessä punnitessa. Kuinka monta naulaa on sitte kum- 

pastakin metallia mainitussa sekoituksessa? 

Olkoon nyt sekoituksessa 28. ensimäistä ja y®. toista me- 

tallia. Koska nyt 20%. painava kappale ensimäisestä metallista on 

vedessä punnitessa pt. kepeämpi, niin naulan painava kappale on 

silloin selvästi E B. kepeämpi ja x%. painava on siis ÖP. ke- 

peämpi vedessä punnitessa. Samoin on y®. painava kappale toi- 

. 3. . " E 
sesta metallista y“ %. kepeämpi vedessä punnitessa. Koko se- 

n
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koitus, joka painaa x+y=a %., on taas vedessä punnitessa 

b % kepeämpi. Tästä saadaan nyt yhtälöt 

%+t+y=4d, 

Le 0995 
a md 

, 

joista silte seuraa 

fipe BG Ti B. ensimäistä ja 
J mq — np 

le D= O €. toista metallia. 
mg — np 

Kys. 12. Fräs huonerakennos ABCD on jaettava kahdeksi 
suojaksi, joidenka välillä tulee olemaan c jalkaa paksu seinä. 

Isompi suoja pitäisi saataman a ja pienempi b jalkaa pitkäksi. 

Seinälle AP tulee taas asetettavaksi kolme d jalkaa leveätä ik- 

kunaa niin, että yksmittaisuus saadaan niin hyvin rakennoksen 

ulko- kuin kumpasenkin suojan sisäpuolelle, s. 1. s. että ikku- 

noiden välit HI ja KL saadaan yhtä pitkiksi sekä joka ikkuna 

yhtä etäälle lähimäisestä nurkasta kumpasenkin suojan sisässä, 

Joten on AG = KE = EL = MB. Kuinka pitkät tulevat silloin ik- 

kunoiden välit HI ja KL sekä jokaisen ikkunan ja lähimäisen 

nurkan väli AG j. n. e. olemaan? 

AGH I1IKELMB — Merkitköön nyt x ikkunoiden väliä 
HI=KL ja y ikkunan ja lähimäisen 
nurkan väliä 46 = MB, niin koko sei- 

nän pituus on silloin selvästi (2% -2y 

D o vm C +34) jalkaa. Koska taas suojat ovat 
isompi a ja pienempi ò jalkaa pitkät ja väliseinä on c jalkaa 

paksu, niin koko seinä on sentähden selvästi (a+b + c) jalan 

pituinen. Isompi suoja on taas selvästi (x + 2y+2d) ja pie- 
nempi (2ydd) jalkaa pitkä, mutta ne ovat myös ensimäinen 

a ja toinen & jalan pituiset. Tästä saadaan nyt selvästi seuraa- 
vat kolme yhtälöä: 

2 +2y +34=a+b+c, 
x+ 2y + 2d = a, 

2Y + d=. 
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Kysymyksestä on nyt saatu kolme yhtälöä kahdella tunte- 

mattomalla, jonkatähden ei kaikissa tapauksissa voida saada sem- 
moisia arvoja tuntemattomille, jotka toteuttaisivat kaikki yhtälöt 
yhtaikaa. Mutta näistä yhtälöistä saadaan kuitenkin ehto-yhtälö 

tunnettujen suuruuksien a, b, c ja d kesken ja kysymys voidaan 

aina ratkaista kuin vaan nämä tunnetut suuruudet valitaan niin, 

että mainittu ehto-yhtälö on oikea. 

Kuin nyt y eroitetaan pois ensimäisestä ja toisesta yhtälöstä 

ja loppu-yhtälö ratkaistaan, niin saadaan 

x» =0b+c—4. 

Samoin saadaan toisesta ja kolmannesta yhtälöstä 

x=0a—)b—d. 

Jos nyt nämä x:n arvot ovat yhtä isot, niin silloin toteut- 

tavat samat arvot tuntemattomille kaikki kolme yhtälöä. Ehto- 

yhtälö on siis 

b+c—d=a—b—d eli 

a = 20 + c. 

Jos sentähden isompi suoja tehdään väliseinän paksuutta c 

pitemmäksi kuin pienemmän suojan kaksinkertainen pituus 2%, 

niin kysymys voidaan ratkaista ja silloin on ikkunoiden väli 

%=4—b-—d=b+c—d 

ja joka ikkunan ja lähimäisen nurkan väli 

s = 5 

Olisko esm. 4=4, c=1,0=12 ja 4 =25 jalkaa; niin 
silloin olisi myös 2=9 ja y=4 jalkaa. 

Kys. 13. Eräs sisäpuolelta a jalan pituinen huoneraken- 

nos on jaettava kolmeksi suojaksi kahdella c jalkaa paksulla 

väliseinällä.  Isoimmassa suojassa, joka tulee olemaan keskellä 

pitää oleman kolme, sen toisen puoleisessa kaksi ja toisen puo- 

leisessa yksi ikkuna, kaikki samalla seinällä ja d jalkaa leveitä, 

Kuinka lähekkäin tulevat silloin ikkunat asetettaviksi ja kuinka 

lähelle nurkkia reunimaiset ikkunat ja kuinka pitkä pitää kukin
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niistä kolmesta suojasta tehtämän, jos yksmittaisuus on saatava 

niin hyvin rakennoksen ulko- kuin joka suojan sisäpuolellekin, 

s. t. s. että ikkunoiden pitää oleman yhtä kaukana toisistansa 

ja reunimaisten ikkunoiden yhtä kaukana lähimäisistä nurkista 

niin hyvin rakennoksen ulkopuolella kuin jokaisessa suojassakin? 

Kysymyksessä lausuttujen ehtojen mukaan eivät väliseinät 

tarvitse nyt olla keskellä ikkunoiden väliä, sillä keskisuojassa voi- 
vat reunimaiset ikkunat olla etempänä tai lähempänä nurkkia kuin 

sivusuojissa. 

Merkitköön nyt x ikkunoiden väliä, y reunimaisen ikkunan 

ja sen läheisen nurkan väliä, z keskimäisen, w isomman ja v 
pienemmän sivusuojan pituutta. Nyt saadaan samalla tavalla kuin 

edellisestäkin kysymyksestä helposti seuraavat viisi yhtälöä 

fasea Í, 
z+u+v+2c=a 2. 

n Esi; 3 
x+ 2y 2d = u 4. 

2y+d=0v 5. 

Kuin näistä yhtälöistä eroitetaan pois z, u ja v niiden ar- 

vot yhtälöistä 3, 4 ja 5 pannen itsekunkin siaan yhtälössä 2, 

niin siitä saadaan sama yhtälö kuin ensimäinenkin. Tässä on 

siis oikeastaan vähemmän yhtälöitä kuin tuntemattomia, jonkatäh- 

den ne voivat saada äärettömän paljo arvoja ja kysymys voidaan 

ratkaista monella eri tavalla. Mutta jos vielä tehtäisiin joku ehto 

esm. että ikkunoiden välin pitäisi oleman kaksi kertaa niin ison 

kuin reunimaisen ikkunan ja sen läheisen nurkan, josta saadaan 

yhtälö 

% = 2y, 

niin silloin saataisiin tuntemattomille seuraavat määrätyt arvot: 

1 rd 50 —0d = a—4c 

"" —6""—-!2"—2" 

ja nyt on kysymys täydellisesti ratkaistu. 

Pitäiskö väliseinien taas oleman lähimäisten ikkunoiden kes- 

kivälillä, josta seuraisi yhtälö
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x =2y+ce, 

niin tästä ja edellisistä yhtälöistä saataisiin tuntemattomille seu- 
raavat arvot: 

2 Bta BRA a TOVARN Y 2g SANA 

  

Olisko rakennos esm. 72 jalan pituinen, jossa ikkunoiden 

pitäisi olla 4 j. leveät, väli seinien % j. paksut sekä ikkunoiden 
välin kaksi kertaa niin ison kuin kumpasenkin reunimaisen ikku- 

nan ja sen läheisen nurkan väli, niin kaavoista 1 saataisiin, niissä 

Pännenva = TIN ISW fJaDe S=Dp5="8, Ys=dpe 35, 4==24, 
ja v=12 jalkaa, joten ikkunoiden siat sekä suojien pituudet ra- 
kennoksessa ovat selvästi määrätyt. 

Seuraavat kysymykset voidaan edellisten selityksien johdolla 
helposti ratkaista. 

Kys. 14. Eräässä kaksinumeroisessa lussa on kymme- 

nien numero neljää isompi ykkösien numeroa ja kuin tämä luku 

lasketaan yhteen sen luun kanssa, jossa samat numerot ovat. 

vastasuuntaisessa järjestyksessä, niin summaksi saadaan 110; 

mikä semmoinen luku on? Vastaus: 73. 

Kys. 15. Kuin erään murtohvun osottajaan pannaan 4, 

niin siitä saadaan murtoluku %, mutta kuin sen nimittäjään pan- 

naan 2, niin siitä tulee luku 1; mikä se murtoluku on? Vas- 
taus: Ps 

Kys. 16. Kahden kokolwun väli on 3 ja murtolukujen, 

joidenka osottajana on 1 ja itsekunkin nimittäjänä toinen näistä 

koko-htuista, summa on murtoluku, jonka osottaja on 7 ja ni- 

mittäjä mainittujen kokolukujen tulo; mitkä ovat semmoiset ko- 

kolwut? Vastaus: 5 ja 2. 

Kys. 17. Miehellä on kaksi hevosta, ori ja ruuna, ja sa- 
tula, joka maksaa 200 markkaa. Kuin satula silte on oriin 

selässä, niin ori maksaa satuloinensa 5 kertaa niin paljo kuin 
ruuna, mutta kuin mies panee satulan ruunan selkään, niin 

ruuna maksaa satulan kanssa yhteensä 2 kertaa niin paljo kuin 

10
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ori. Kuinka kalliit ovat nyt miehen hevoset? Vastaus: ori mak- 

saa 300 ja ruuna 400 markkaa. 

Kys. 18. Kuin kaksi omenan kaupalla kävelevää tyttöä 

yhtyivät ja lukivat toisiinsa omenat, niin ensimäinen sanoi toi- 

selle: anna minulle kolme omenata omistasi, niin sitte on mi- 

nulla yhtä monta kuin sinullakin; tähän vastasi toinen: anna- 

pas sinä kolme omenata omistasi minulle, niin sitte on minulla 

viisi kertaa niin monta kuin sinulla; kuinka monta omenata oli 

silloin kumpasellakin tytöllä? Vastaus: ensimäisellä oli 6 ja toi- 
sella 12 omenata. ; 

Kys. 19. Kahden hengen piti yhteensä maksaman kol- 

mannelle 324 markkaa. Ensimäinen sanoi nyt toiselle: jos koko 

summa olisi yksinäni maksettava, niin minulta puuttuisi ? sinun 

rahoistasi; tähän vastasi toinen: olisko taas koko summa minun 

maksettavani, niin minulta puuttuisi 3 sinun rahoistasi. Kuinka 

paljo oli kumpasellakin rahaa? Vastaus: ensimäisellä oli 180 
ja toisella 216 markkaa. 

Kys. 20. Vitruvion kertomuksen mukaan painoi Syraku- 
san kuninkaan Hieron ruunu 20%. ja oli vedessä mitatessa 11%. 

kepeämpi. Jos se olisi ollut puhtaasta kullasta ja hopeasta, 

niin kuinka paljo olisi siinä ollut kumpaakin metallia, kuin 191%. 

kultaa vedessä mitatessa kepenee naulan ja 103%. hopeata ke- 

penee myös naulan vedessä mitatessa? Vastaus: 1423%. kultaa 
ja 55%. hopeata. —; 

Kys. 21. Seppä on sulattanut yhteen 21-karaatin, 20-karaatin 

Ja 15-karaatin kultaa ja näin saanut 60 luotia 18-karaatin kultaa. 

Sekoituksessa on 5 luotia enemmän 20-karaatin kultaa kuin 15- 

karaatin kultaa. Kuinka monta luotia on siinä silloin kustakin 

laadusta? Vastaus: 5 luotia 21-karaatin, 30 luotia 20-karaatin 
ja 25 luotia 15-karaatin kultaa. 

Muist. Kultaa sanotaan 18-karaatin kullaksi, kuin siinä on 

45 koko painostansa puhdasta kultaa ja siis 5% koko painosta jota- 

kin huonompata metallia esm. hopeata taikka vaskea eli kumpaakin 

sekaisin. 21-karaatin kulta on semmoinen, jossa on 31 puhdasta kul- 
taa, 15-karaatin semmoinen, jossa on 15: koko painosta puhdasta kultaa 

j. n. e Tämän mukaan sanotaan puhdasta kultaa 24-karaatin kullaksi.
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Kys. 22. Hopeasepällä on kolme hopeakappaletta, yksi 

15-luotista, toinen 10-luotista ja kolmas 9-luotista hopeata, joika 

yhteensä painavat 34 luotia. Jos hän sitte sulattaisi 15-luotisen 

ja 10-luotisen kappaleen yhteen, niin niistä saisi hän 112-luo- 

lista hopeata ja samoin saisi seppä 15-luotisen ja 9-luotisen kap- 

paleen yhteen sulattamalla 113-luotista hopeata. Kuinka monta 

luotia painaa silloin kukin kappale? Vastaus: 15-luotinen hopea- 

kappale painaa 8, 10-luotinen 16 ja 9-luotinen 10 luotia. 

Kys. 23. Mikä on semmoinen neljänumeroinen luku, jonka 

numeroiden summa on 18, satojen numero kaksi kertan niin iso 

kuin tuhansien numero ja jossa ykkösien numero on kymmenien 

numeroon samassa suhteessa kuin 2:3, ja itse luku on vihdoin 

tulo, joka saadaan, kuin luku 216 kerrotaan ykkösien nume- 

rolla etsittävässä lussa? Vastaus: 1296. 

Viides Luku. 

Koroista ja alukkeista. 

S1 

Suuruuden a korottaminen korkoon, jonka korotin on koko- 

luku n, on tulon etsiminen, jossa on n kertojata a eikä muita 

paitsi ykkönen. 

Tämän määrityksen mukaan on, kuin % merkitsee mitä ko- 

kolukua hyvänsä ja a mitä suuruutta hyvänsä, 

a" =4-a-a---a(n kertojata 0), - 

s. t. s. n nes korko on tulo kertojista kaikki yhtä isoja kuin 
a, joidenka luku on n. 

Tästä saadaan taas 

PA. a". a.a... agmtn+tp+t... ; 

kuin m, n ja p--- merkitsevät, niin kuin koko tässä pykälässä- 

kin, kokolukuja, sillä a"a”a..- on tulo kertojista, joissa taas 
on ensimäisessä 7, toisessa n ja kolmannessa ø j. n. e. kerto- 

jata kaikki yhtä isoja kuin a, jonkatähden koko tulossa on m+n



148 

+p- kertojata a. Korko a”+"+P- on myös tulo, jossa on 
m-+n+p-+--- kertojata a eikä muita paitsi ykkönen. 

Sentähden on 

AA GP att p Pu ih OSTIN 

Se on selvä, että, olipa kertojoiden a”, a", aP... luku 

mikä hyvänsä, niiden tulo on se korko a:sta, jonka korotin on 

summa m +n+p--- kertojoiden korottimista, m, %, p---. 

Samoin on, kuin m>n, 

am 

— mn B. aan msi 

sillä jos molemmat lausekkeet kerrotaan korolla a", niin saadaan 
á i ana" 

ensimäisestä PT toisesta a"—".a", mutta murtosuuruuden ly- 
n 

man 5 

hennössäännön mukaan on = = a" ja yhtälön 4 mukaan on 

, AR 
taas a". g = a" "+" — g! ja koska lausekkeet an J ans ker- 

rottuina samalla suuruudella a” antavat saman tulon, niin ne 

ovat yhtä isot, j. o. t. 

i . . "'".. 
Tämän mukaan merkitään yleislaskussa osaa = yleisesti lau- 

sekkeella a”—", joskohta m ei olekkaan isompi kuin 7. Jos =n, 
A 3 SOT . 

mmni——":0;0'"—":Cöjä——=1,"jostuSöuröä 
anm 

C: 09 =sf3 

s. o. minkä äärellisen suuruuden hyvänsä korko, jonka korotin 

on nolla, on ykkönen. 

Tämän yhtälön merkitys tulee vastedes tärkeämmin tarkas- 
tettavaksi. 

am 

Kuin taas yhtälön 8 kumpanenkin puoli an ja WBT jae- 

mn a 1. i 
taan korolla a”, niin osat min ovat yhtä isot. Koska 

mn 

taas Bin mukaan TE = yan aga, Niin -tästäisaädään 

1 D. aulasta
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Minkä suuruuden a hyvänsä korolla, jonka korotin on pois- 

tosuuruus, merkitään siis osaa, joka saadaan ykkönen jakaen sa- 

man suuruuden korolla, jonka korotin on entisen vastinainen li- 

säsuuruus. 

Kuinka monen kertojan hyvänsä tulon korko on tulo ker- 

tojoiden samoista koroista, s. t. s. 

E. (ADC. +)? = arbrgn..., 

Todellakin on koron määrityksen mukaan korko (abc---)” 

tulo n kertojasta kaikki 4-0 -c--- ja koska jokaisessa on yksi a, yksi &, 
yksi c j. n. e. kertojana, niin koko tulossa on siis n kertojata a, n ker- 
tojata D, n kertojata c j. n. c. a"b"c"-- on myös tulo, jossa on 7 ker- 

tojata a, n kertojata D, n kertojata c j. n. e. eikä muita paitsi 

ykkönen. Sentähden ovat molemmat tulot yhtä isot, s. o. (abe --)"= 

= GLDC j0, Í: 

Tästä seuraa taas, että 

a a 

K . ($) = ja 
sillä jos nämä lausekkeet kerrotaan korolla 0”, niin saadaan tu- 

n n n 

n 3 j a'b" ú i E — E = lot b (e aI Yhtälön Æ mukaan on taas b il ör 

U ds Natan 
en ja pn OD myös a". Sentähden on (2) = koska ne 

kerrottuina samalla suuruudella 2” antavat saman tulon a”. 

Jokaisen suuruuden korko korotetaan uuteen korkoon sen 

korotin kertoen uudella korottimella, jonka säännön seuraava yh- 
tälö sisältää: 

G. (0992 = 010 

Koska korko (a”)" on tulo n kertojasta a” ja joka kerto- 
jassa on m kertojata a, niin siinä on m-n kertojata a eikä muita 
paitsi ykkönen. Korossa a" on myös koron määrityksen mukaan 
mn kertojata a eikä muita paitsi ykkönen. 

Sentähdén -of e")! 4"; j: 0t. 

Tämän säännön mukaan on taas (a")"=a"m = a", koska 

mn = nm. 
Mitenkä yksiö korotetaan mihinkä korkoon hyvänsä, jonka
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korotin on kokoluku, nähdään selvästi edellisistä säännöistä, joi- 
denka käyttämiseen vielä otamme muutamia 

  

Esimerkkiä. 

Esm. 1. (200)? = 4a?0‘. 

Esm. 2. (3abx)3 = 27030323, 

Esm. 3. (—44a0?)? = 164204. 

Esm. 4. (—3a?bc3)38—= 27085309. 

Esm. 5. (10a)! = 10000a!%. 

Esm. 6. (— abay?) = — ashl0ysylö, 

Esm. Z (17) — 105 

Esm. 8. Go — 404 

30 2 
Esm. 9. (1-9) 67 i 

3022! 810173 
Esm. 10. = = sjens 

Jamen” 270 mn? 
Esm. 11. (= 10p? ) i 1000p? ” 

0 
Esm. 12. E =1. 

b 

abat alhat 

Esm. 14. (00) — = 

Esm. 15. (—32)9) = 1. 

Daan ackod Bt 
Esm. 16. (36) = Aa? = T 

974 

302) 3 1 809 
Esm. 17. & 33) = = = == = 9700 

HER
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§ 2. 

Kaksion korko. Newton'in kaksiotodisto. 

Edellä on jo nähty, ensimäinen luku & 3, että 

(a + b) = (a + D)(a + b) = a? + 200 + b?. 

Samoin on myös 

(a -+ b)? = (a +b (a + D) = a? + 3a?b + 3ab? + B3 ja 

(a+ b)! = (a + D)8-(a + 0) = a! + 4030 + 6a?b? + 4abitpbdt. 

Nämä yhtälöt voidaan myös kirjoitaa seuraavalla tavalla: 

(a + b) = a + i + 252 

H D = 2. 3, 
3 —— 

(a+b =a +5 at a tr 2. at 

(a + = a 4100475 1234, raa TI 

Näistä koroista voipi jo hyvin huomata korottimien sään- 

nön, sillä joka osion nousu on sama kuin kaksion korotin ja en- 
simäisen suuruuden a korotin saadaan joka osiossa sen korotin 

edellisessä osiossa vähentäen ykkösellä ja toisen & taas sen ko- 

rotin edellisessä enentäen ykkösellä. Ensimäinen osio korossa 

on ensimäisen suuruuden sama korko, johon kaksio on korotet- 

tava. Joka osion numerokertoja voidaan myös Newtom'in keksi- 
män säännön mukaan kirjoittaa ja siis koko korko, olipa sen ko- 
rotin mikä luku hyvänsä, muodostaa ilman edellisen hakematta 

ja se sitte kaksio alukkeella kertomatta. 

Seuraava yhtälö sisältää Newton'in kaksiotodiston. 

A. (a+ b)'= a+ ja a L a an2b? 4... 

Lann D) jmp 

  

1.2.3..-m 

n(n—1)(n— 2) --- (n— m) STA 

UER n CS OSU < 
a(n—1)(n—2):+-(n—m)(n— (m+1)) mi a i 

SR 1.2.3. (m + 1)(m + 2) an (m+9m+24 

+ job ten
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Tämä yhtälö on tietysti oikea, kuin n=2, n=3 elin =4, 
vaan sen yleisyys on todistettava. Tässä. todistamme sen olevan 
oikean olipa 2 mikä kokoluku hyvänsä. 

Jos yhtälö 4 on oikea, kuin korotin on koko luku 7, niin 

se on myös oikea korottimen ollessa 2+1. Tätä todistaaksem- 
me pidämme sen nyt oikeana korottimen ollessa n. 

Koska koron määrityksen mukaan (4+0)”+1 = (a+0)a+0)", 

niin, kuin tähän pannaan koron (a +)" arvo yhtälöstä A, saadaan 

a 1) 

  

("+5)"+-—("+5)(c;"+""!2;+—––"—23;2++—— 
n(n—1)(n—2).. en ) n mpm 

L 12.37. E 
E Sn (n—m) 
N N a 

1-2.3---(m+1) 

KE DE SE Kan 1) 

1.2.3. (m + 1)(m +2) 

+5 abp), josta taas yhtälön oikeassa puolessa oleva 

  
ar—(m-+2)ym+2 + v 

kertominen tehden saadaan 

  

  

Ba 4 pyr+1 MI nt 4 D hp L pa 1p? n = 1) arp? 

+ "(72 a28 p. 10110001) 1) ) imi 

mi — il = 2) 1907 an-mpm+1 
1-2.3...m 

n(n— 1)(n— 2). ERE HO) ar—mym+1 
1.2.3- m (m1) 

= = 2)---(n — m) 
x 1230.00=]- 

N (n—m)(n— (m-+1)) n—(m m + 123-000 DT ATA 
D= jä an 253 tm DG — 2 ar (m+2) pm-+3 +... 

--(m-H1)(m+2) 

+ e + ab" + ab 4 pet 

  Car (m+1Nym+2 

  

  ET
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Kuin nyt samankaltaiset osiot (semmoiset, joissa sekä a 
että b ovat samoissa koroissa kumpasessakin) yhdistetään, niin 

edellisestä yhtälöstä saadaan seuraava yhtälö: 

C (a+byr = artig n—1p2 

E = - (n— (m—1)) 

--m(m+1) 

+ (lant) :(n—m) 

1-2-3---(m+-1)(m+2) 

+ C Datgan, 

+-- 

    ano mpmn+1 + 

  an (MDpmd-Zalis) 

Yhtälössä. € on ne yhtälön 2 osiot jätetyt kirjoittamatta, 

joidenka edelliset eli jälkeiset samankaltaiset osiot ovat jääneet 
pois yhtälöstä A. 

Nyt nähdään helposti että yhtälö € on sama kuin 4:kin 

sillä eroituksella vaan, että edellisessä € on n-+1 siinä paikassa, 

jossa jälkimäisessä (4) on n. 

Muist. Tämä huomataan vielä helpommin, jos niin hyvin 
korottimissa kuin etukertojissakin välin (—7) siaan kirjoitetaan 

(n+1—(m+1)) ja välin (n —(m+1)) siaan taas (n+1—(m+2)). 

Jos sentähden kaksion (a) korko saadaan yhtälön 4 

mukaan, kuin korotin on joku kokoluku %, niin se saadaan myös 

saman säännön mukaan, kuin korotin on 72-1. Yhtälö 4 on 

nyt oikea kuin korotin on 4, sentähden on se myös oikea, kuin 

korotin on 5 ja siis myös korottimen ollessa 6 j. n 

Yhtälö 4 on sentähden oikea olipa korotin;n mikä koko- 

luku hyvänsä, j. o. t. Tästä yhtälöstä 4 saadaan nyt seuraava 
sääntö kaksion 4 +? koron muodostamiselle, kuin korotin on 

mikä koko luku n hyvänsä. 

Koron ensimäinen osio on korko a", toinen tulo na" b ja 

sitte saadaan joka osio edellisestä, sen etukerioja kertoen a:n 

korottimella siinä (edellisessä osiossa) ja jakaen edellisten osioiden 

hulla ja vihdoin a:n korotin vähentäen ja b:n enentäen ykkösellä. 

Se on selvä, että kaksion (4—0) n:es korko saadaan sa- 

man säännön mukaan kuin kaksion (a -+ %):kin, kuin D:n siaan 

vaan kirjoitetaan — b. Niin on
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(a— b)" = a" + jat (— D +—— E = a" —2, (— D)? 

mn — na D) NSN = tt 

siat — 70 sf NE = 1) nap: I waha- 2) n 378 4... 

Osioiden luku kaksion n:sä korossa on n +141, koska siinä 

on yksi osio (viimenen), jossa ei a ole kertojana ja selvästi n 

osiota, joissa itsekussakin a:n joku korko ensimäisestä aina n:teen 
asti on kertojana. 

Että kahdella osiolla, jotka ovat yhtä kaukana reunimaisista 

(toinen ensimäisestä ja toinen viimesestä), on sama etukertoja, 
jos a ja 0 ovat samamerkkiset, nähdään selvästi siitäkin, että 
m:nen osion etukertoja on sama, otetiinpa & eli 9 ensimäiseksi 

osioksi kaksiossa. Jos a ja 0 ovat erimerkkiset suuruudet, niin 
mainittuilla osioilla on etukertojina sama suuruus, kuin korotin 
n on pariluku mutta vastinaiset suuruudet, kuin se on liikaluku. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. (27x +y)?=(22)? + 2-(2x-y) + y? = Ax? + Ary + 2. 

Esm. 2. (2042 +340)3 = (202) + 3(202)2-3ab +3-2a2-(3aD)? 
+ (340) = 8a% + 36a% + 54a'b? + 270303. 

Esm. 3. (4a?%b — 3abe)! = (402b)! + A(40?6)). (— 3abe) 
+ 6440)? - (— 3abc)? + 4-40D -(— 3adc)8 
+ (— 34bc)! = 256a80t — 768a7b4c + 86405b4c? 
— 432050163 + Sl atbtot. 

Monion korko saadaan myös kaksiotodiston mukaan monion 

osiot yhdistäen kahdeksi summaksi, näin saatu kaksio korottaen 
ja sitte siinä olevien monioiden kanssa tehden samoin, kunnekka 
koko korko on muodostettu monioksi sulkumerkittä. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. (2 + y+2)8=(x+y)8+3(2+9y)-2+3(x+y)-2 
+ 23 = 234 3x2y + 3xy? + y3 +322 + Öxyz + 3y?z 

+3x22 43422423.
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IFSm.2.(202—4ni;+3222)3=(222—–4ni2)3+3(2"52—"4ni;)2—352 
+3(2G2–4032)-(33;2)2+(352)3:806—480522+96in4222 
—64c;3323+36nib2—14423223+144c22324+542254 
— 108405 + 2708 = Sas — 48a5b + 13202? — 2084303 
+ 1984201 — 108405 + 2755. 

$ 3, 
Alukkeista. 

Minkä suuruuden a hyvänsä n:es aluke on suuruus, jonka 

n:es korko on a. 

Tämä määritys on sisälletty yhtälössä 

(Va)'= a. 
Niin kuin ensimäisessä lu'ussa jo on sanottu saapi luku n, 

joka ilmoittaa, mikä aluke suuruudesta on otettava, nimen aluk- 

keen näyttäjä eli alotin. 

Koska määrityksen mukaan ya" on se suuruus, jonka n:es 

korko on a”, niin ya" = a, sillä a:m nies korko on juuri a". 
Tästä seuraa taas selvästi, että 

n (nvrn 
Var (05 (Va) , 

sillä molemmat ovat yhtä isot kuin a. 

Muist. Jos a on poistosuuruus ja 72 pariluku, niin silloin 

tämä yhtälö ei ole täydellisesti oikea, niin kuin ensi pykälässä 

tulemme näkemään. 

Alukkeen määrityksestä ja edellisistä koron säännöistä saa- 

daan seuraavat alukkeiden säännöt. 

Tulon kuinka monesta kerlojasta hyvänsä aluke on tulo 

kertojoiden samoista alukkeista. Tämän säännön sisältää seu- 

raava yhtälö 

A. Vabe-..=Va-Vb-Ve--- 

Alukkeen määrityksen mukaan on todellakin (y ab6--) = 
E n ,— n, N- n 5 : 

abc. ja (Va-Vb-Ve--) on myös tämän lwun ensimäisen py- 
kälän ja sen yhtälön £ sekä mainitun määrityksen mukaan abe ---, 
: pr n n ,— Ry t 
josta taas seuraa Vabe..=Va-Vb-Vec---j. 0. t.



156 

Murtosuuruuden n:es aluke saadaan osottajan n:es aluke 

jakaen samalla alukkeella nimiitäjästä, s. t. s. 

= Va = 
n /=Nn ; 

Koska määrityksen mukaan va =" ja (tämä luku 

Va y a i a Va 
8 17) = >, niin sentähden on myös — =, ]. 0.0. b 3 b AT 

Vb " Vb 
Näiden sääntöjen mukaan voidaan alukesuuruuksia paljo 

selventää, niin kuin seuraavista esimerkistä nähdään. 

V1655=/T6./3./5 = 10. 
830 — Y8 -æ. j/v? 90 j/v2. 

fa — 25058 yäsyayi say sayiyo - 
SAR   

16027 V 168  16:/cä  % 

50b Eat oa.   

Minkä alukkeen hyvänsä m:es korko saadaan suuruus alu- 

kemerkin alla korottaen m:teen korkoon, s. t. s., 

C. (Va) = Var. 
Todellakin on 

(ya) =Va Va Va 
tulo m kertojasta Va. 

Samoin on myös koron säännön ja yhtälön 4 mukaan 

Yan =/a-a- a 1 =a Ja-Ya--- 

tulo m kertojasta Va, jonkatähden 

(Va) =Vam, JOL 

Suuruuden a aluke, jonka alotin on tulo m-n, on m:es 

aluke a:n n:stä alukkeesta, ja päin vastoin on m:es aluke a:n 

n:stä alukkeesta (m-n):es aluke a:sta, s. t. s.
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mn m hs 

D. Va = V a. 

mn - a ; s 

Todellakin saadaan, jos j/a olisi esm. a, kumpikin nämä 
mn mn 

suuruudet korottaen (7r):teen korkoon Val = a ja koska 

mn mn 

alukkeen määrityksen mukaan (va) = 4, niin a = am Mutta 

nyt: on (luku 5 $ 1 6) am" — (am) ja sentähden a = (a'")". 

Jos tämän yhtälön kumpasestakin puolesta taas otetaan n:es aluke, 
`. R . KY sältö . 

niin saadaan ya a" ja näistä suuruuksista m:es aluke ottaen 
mn 

MY < 

saadaan vihdoin Kja= a. Mutta koska 4 =/a, niin tästä 

seuraa selvästi, että 

mn MN Ibra x 

Aiu 
Samalla tavalla voidaan todistaa että 

mn Taa 

Va=V Va. 
Sentähden on myös 

M M/S 

Viya=V Ya. 
Niin on esm. 

8 fn 4 39 KOE 4 A. TÄS) Jäi 

[256 = / Y256 = [A6=]/V16=/1=2. 

Jos alukkeen näyttäjä, alotin, ja alukemerkin alla olevan 

suuruuden korotin kerrotaan eli jaetaan samalla suuruudella, 

niin aluke jääpi entisellensä, s. t. s. jos alukemerkin alla oleva 

suuruus korotetaan p:teen korkoon ja alukkeesta vielä otetaan 

p:es aluke, niin suuruus jääpi entisellensä. 

Tämän säännön sisältää seuraava yhtälö: 

MBV MY 
F V d = a". 

Nyt onkin edellisten alukkeen ja koron sääntöjen mukaan 

mp, — m DET m (AE m TY m/-— 

Var=VYar=V Ve =V Go) =V o 1. 0.1
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Tämä sääntö ei kuitenkaan ole oikea, kuin p on pariluku 

ja a” poistosuuruus, joka tapaus tulee seuraavassa pykälässä tar. 

kastettavaksi. 

g 4, 

Alukkeiden merkistä ja kuvasuuruuksista. 

Kerronta säännön mukaan on (— a)-:(— a) = + ad = + a? 

ja koska (—4a)-(—a4)=(—0a)?, niin (— 4) on samoin kuin 

(+4?=+04. Nyt on taas, kuin % merkitsee mitä kokolukua 

hyvänsä, (— 4)! =((— a)9))" = (+ 49)" = + am Sentähden on 

Jokaisen niin hyvin poisto- kuin lisäsuuruudenkin korko, jonka 

korotin on pariluku, lisäsuuruus. 

Nyt on taas korko a"+1—0?".a ja (—a)+1=(—04)2". (—a) 

= + 0.(— 4) =—4a".a= at, 
Tästä nähdään, että korko, jonka korotin on liikaluku, 

on lisäsuuruudesta lisäsuuruus ja poistosuuruudesta poistosuuruus. 

Jos nyt on 029—=04, niin myös (—0)% = a, koska edellisen 

mukaan (— 20)?" = bir, 

Alukkeen ottamalla näistä suuruuksista saadaan taas yhtälöt 

Va=bsja Va= ob, 

8. t. s. (2n):es aluke lisäsuuruudesta a on niin hyvin lisä- kuin 

poistosuuruuskin, sillä jos esm. (+0) on lisäsuuruus 4, niin 
(— 0)!" on myös = +a. Pari-aluke (jonka alotin on pariluku) 

jokaisesta lisäsuuruudesta on siis aina kaksi arvoinen ja sen eri 

arvoi ovat vastinaiset suuruudet. 

Niin on esm. 4 = +2, koska (+2) =4 ja (—2)° =4. 

y25 = +5, sillä niin hyvin 5:den kuin (—5):kin toinen korko 

on +925. 

Pari-aluke poistosuuruudesta on taas mahdotoin saada, sillä 

semmoista lisä- tai poistosuuruutta ei ole, jonka parikorko (jonka 
korotin on pariluku) olisi poistosuuruus, sillä niin hyvin lisä- kuin 

poistosuuruuksienkin semmoiset korot ovat lisäsuuruuksia. —Sem- 

moisia alukkeita nimitetään kuvasuuruuksiksi, jota vastoin kaik- 

kia lisä- sekä poistosuuruuksia sanotaan varsinaissuuruuksiksi. 

Kuva-suuruuksia ovat esm.
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YySi=2/=1, YJS16=2)/—1, YCa= "ja Y=drje man 
Koska taas, kuin n on mikä kokoluku hyvänsä, a+1— 02". a 

ja (494 =(— a).-(-4)=—a".a=—0"t1, niin, jos 
amt —h ja siis (—a)%=—0, näistä suuruuksista aluk- 

2n+1 2n41 

keet ottaen saadaan selvästi b =a ja Y — b= — a. 
Tästä nähdään nyt, että liika-alukkeella (jonka alotin on 

liikaluku) on aina yksi arvo, joka on varsinaissuuruus ja sa- 

mamerkkinen kuin alukemerkin alla oleva suuruuskin. 

Kuin joku toinen aluke on kuva suuruus esm. /—a, niin 
se kerrottuna itsellänsä antaa alukemerkin alla olevan poistosuu- 
ruuden —a tuloksi, koska toisen alukkeen toinen korko on aina 

suuruus alukemerkin alla. Sentähden on, kuin a merkitsee mitä 

lukua hyvänsä, (/— 4)? =/—4./—4a=—a, eikä =/(— a), 

sillä (— a)? = a”, ja sentähden /(— 4?=)/d = +a. 

Niin on 

V-1:/—1=(/-1=-1 
(/—13=(/<1)./=1=-/1 
(V=1)'=(V/=1)-(V/=1)=(—1)(—1) =+1 j. n. e. 

Kahden kuva-alukkeen samalla alottimella eri suuruuksistakin 

tulo on aina poistosuuruus. Olisko esm. rd kerrottava ku- 

vasuuruudella J/— b, niin 

V—a.V-b=Va-V-1Vb-V=-1=Va-Vb(/—-1)' =—Vab, 
kuin a ja & merkitsevät lukuja. 

Yleisesti on (/—4)” = — a, eikä sama kuin VC on = 

="Van =S 

Jos taas m ja 7 merkitsevät liikalukuja ja p parilukua, niin 

msn mp/— at mp 

VES =V =V eikä +]/ o, 

VE a" = /an ja sentähden 

VVV Cop=V Va, 

  

  

sillä 
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josta saadaan 

oo) VC TJ-V-Vn 
jalolat. 

$ 5. 
Alukkeen ottamisesta. 

Alukkeen ottamiselle yksiöistä saadaan tämän Iwun kolman- 

nen pykälän yhtälöistä kaikki tarpeelliset säännöt. ; 

Alukkeen ottamiselle tulosta saadaan mainitun pykälän yh- 

tälöstä 4 seuraava sääntö. 

Tulon n:es aluke saadaan saman alukkeen ottamalla kai- 

kista kertojista ja näiden alukkeiden tulon muodostamalla. 

Olisko nyt =p, josta n = mp ja m, n, p kaikki koko- 

lukuja, niin 

Korosta saadaan siis aluke korotin jakaen aloitimella. 

Koska taas aluke on otettava jokaisesta kertojasta erittäin, 
niin alukkeen ottamiselle yksiöstä saadaan seuraava täydellinen 
sääntö. Yksiöstä otettava aluke otetaan sen numerokertojasta 

ja puustavikertojoiden korottimet jaetaan alottimella. 

Tämä sääntö on selvä jo yksiön korottamissäännöstäkin. 

Niin saadaan esm. yksiön 2490? 5:des korko numerokertoja 2 ko- 
rottaen 5:teen korkoon ja puustavien a ja b koroltlimet 3 ja 2 

kertoen 5:llä, joten on 

(20302)5 — 32a!l5p10 

ja sentähden saadaan yksiön 320!5b! 5:des aluke (2030?) nume- 

— rokertojasta 32 5:des aluke ottaen ja puustavien a ja d korotti- 

met jakaen 5:llä. 
Koska taas yhtälön € mukaan tämän lu'un kolmannessa py- 

kälässä 
Mike mn,— s 
V Ya =V a, 

niin aluke alukkeesta saadaan alottimet kertoen toinen toisella 

ja tulo pannen alottimeksi suuruudelle alukemerkkien alla,
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Päin vastoin saadaan (7n):es aluke a:sta, ottaen ensin m:es 

"aluke a:sta ja siilä sitte n:es, joka myös on selvä edellisestä 

yhtälöstä. 
Aluketta ottaessa on aina muistettava, että pari-aluke on 

kaksi merkkinen ja Jiika-aluke vaan yksi- ja sama merkkinen kuin 

suuruus alukemerkin alla. Niin on esm. 

9201 = + 3ab?, 

jolloin lisäsuuruus, jonka toinen korko on 92%, on +304b?, jos 
340? on lisäsuuruus, mutta —340%, jos 3ab? on poistosuuruus, 
s. t. s. jos a on poistosuuruus, kuin & vaan ei ole kuvasuuruus. 
Samoin on se poistosuuruus, jonka toinen korko on 9a?bf, —3aD?, 

kuin 340? on lisä-, mutta + 340? kuin se on poistosuuruus. 

Jos itsensä aluke merkin edelle kirjoitetaan kaksi merkkiä, 
joten 

niin yhtälön kumpasetkin puolet ovat otettavat samalla merkillä, 
kuin 340? on lisäsuuruus, mutta vastaisilla, kuin se on poisto- 

suuruus. Lyhyesti sanoen on vasemman puolen lisä merkki otet- 

tava sen merkin kanssa oikella puolella, joka tekee oikean puo- 
lisen suuruuden enentäväksi ja poistomerkki sen merkin kanssa, 
joka tekee suuruuden poistosuuruudeksi. 

Jos yksiön numerokertojasta ei voida ottaa sitä aluketta, 

joka on otettava yksiöstä, s. t. s., jos numerokertoja ei ole se 
korko mistään lw'usta, jolla on alotin korottimena, eli yhden taikka 
usiamman puustavin korotinta ei voida jakaa tarkoin alottimella, 
niin silloin ei aluketta saada täydellisesti yksiöstä, vaan yksi taikka 

usiampiakin siinä olevista kertojista jääpi aluke merkin alle. Täm- 
möistä suuruutta sanotaan alukesuuruudeksi, jota vastoin jokaista 

alukemerkistä vapaata suuruutta sanotaan järkinäissuuruudeksi. 

Kuin ne kertojat, joista aluke voidaan ottaa, tulevat sen 
tehtyä aluke merkin ulkopuolelle, niin alukesuuruus tulee näin 

selvennetyksi, niin kuin tämän luwun kolmannessa pykälässä jo 
on nähty. 

Olisko esm. yksiöstä 24307? kolmas aluke otettava, niin 
tässä on kaksi kertojata, a? ja DS, (67 =05-B), joista kolmas 

aluke voidaan ottaa, joten saadaan 

11
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djo sele SKBs sog 3 ftos 
12b" = V, V0% Abc! ab? 20c 

ja aluke on aina varsinaissuuruus sekä sama merkkinen kuin tulo 

alukemerkin alla, kuin vaan & ja c ovat varsinaisuuruuksia ja 
a lisäsuuruus. 

Olkoon vielä kuudes aluke otettava yksiöstä 4a305c”, niin, 
koska 

U SU a S= 0.8, Jäs Va n Va =)/Ta 
tästä saadaan 

e 90 00 al 6 6 
J 4aspsc2 34 J aspsc!? " 7402 = yat Vb? Ver , Y ya, 

josta seuraa 

+ Vha — + abc? V/2a, 
joka yhtälö on niin ymmärrettävä, että 

+ f/äattöet — 4 2abc2/Ba 
— Väistö = — 2abet]/Da 

kuin tulo Babe Za on lisäsuuruus, mutta 

+ VAasdöoä = — 2000? [Da 
— Vac — 4 9a0ct (Pa, 

kuin 240&?/24 on poistosuuruus. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. +920! = + Jab? 

Esm. 2. +]/1648%8 — -+ 4a, 

Esm. 3. V8av 260 

Esm. 4. ]/ — 27 05003 = — 302bc, 

Esm. 5. /— 12500 — 0 = — 5a(b — 0). 
Esm. 6. +)/814%m+n)! = 9am + n)? 

Esm. 7. Väg = aj/A.



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 
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+WV/8ab = +V4a?-2d = + 2a)/2b. 

1601 — 201 /Zan. 

+ 494509 = + Tab ad. 

+ jat = + abc? 0 = + abc? b. 

+V/25c(a— 2ab + b?) = +25 (a— b. c = 

= +5c(a — bjYc. 

j/— 640 =/—3205-2a = — 20]/2a. 
+ 3anDt — + 1002, 

Vånga — DJ! = 24m(a — YL a—b. 

+ V2422— ax 4+2a = +)/24(7—192=+(x—1)]/2a. 

VRO a 100+ KS 
  

Edellä on nähty että jokainen alukemerkin alla oleva ker- 
toja, josta aluke voidaan ottaa, saadaan se tehtyä panna aluke- 
merkin ulkopuolelle. 

Päin vastoin voidaan myös jokainen kertoja alukemerkin 
ulkopuolelta muuttaa sen alle, kuin vaan alotin pannaan kerto- 

jalle korottimeksi, s. t. s., kuin alukemerkistä vapaa kertoja ko- 

rotetaan siihen korkoon, jonka korotin on alukkeen näyttäjä, 

alotin. 

Niin on esm. 

koska JN a 2a. Tässä otamme vielä moniaita 

Esm. 1. 

Esm. 2. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

a v š SVEP: € ms 
  

=+ 20 TEA = = + 2a jha,
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Esm. 3. Va p =V $10 18/57. He = 0/3 (3 

A3 22,3 ETT 

Esm. 4. 2 vä i Yy SAVE = goyabe. 

i at b3 
Esm. 5. Ae] 168 = hatc = abhac. 

Murtosuuruuden n:es aluke saadaan se ottaen erittäin osot- 

tajasta sekä nimittäjästä, jolloin osottajan aluke tulee osottajaksi 

ja nimittäjän nimittäjäksi murtosuuruuden alukkeessa. 

Todellakin on tämän luun kolmannen pykälän (yhtälö 2) 

mukaan 
Vii Va — 

josta edellinen sääntö selvästi seuraa. 
Edellisestä on jo selvä kuinka tämmöinen aluke voidaan 

selventää aluke ottaen erittäin jokaisesta kertojasta niin hyvin 

osottajassa kuin nimittäjässäkin, joten ainoastansa ne kertojat jää- 

vät alukemerkkien alle, joidenka aluketta ei tarkoin voida ottaa. 

Näin voipi niin hyvin osottaja kuin nimittäjäkin tulla alukemer- 

kistä vapaaksi ja toinen vaan jäädä alukesuuruudeksi. 

Päin vastoin voidaan alukemerkistä vapaa nimittäjä panna 
osottajan  alukemerkin alle, kuin nimittäjä ensin korotetaan sii- 
hen korkoon jonka korottimena osottajan alotin on. Samalla eh- 
dolla voidaan alukemerkistä vapaa osotlaja panna nimittäjän alu- 

kemerkin alle. 
Niin on 

a sig s aijon 
jal atb ap 1 8 [ = n 
va = p = p = Va, sillä ab = Va. 

Samoin on 

Aab 22.02 — /16010? 

fn SE Sä ts VER. 
Alukkeen ottamiselle murtosuuruuksista otamme nyt muu- 

  

tamia



Esin. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

& 

10. 

1. 

12. 

13. 

K 

J 
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Harjoitus-Esimerkkiä. 

Jat 3a? 

25 255 

a = 2a 
2766 35 

yo 
Va a ' V 2R 343 W : 

E 

320504 Aab? 

1968 7 TA 

VIR 

190 ——' % 
64(00— 03 406—0) 

3: 

Yan Y 
SLE t33 VAa = t3 Äxy. 

  
ma ya 
n+t n+1 

raattia 57 p 

a VAT A 44-00) 19/10 
BU V 35 

pA 320 2a 

pix (a — 

== an — 1, 

2 2n 

  

12563n—6/9 K 

BA 108 1/88 
ks HA 

5pn-263 

= + = sla 25 SER 

KA a)?. A — 25 
  

ax — 2022408 
+ 2ax+x 

a—b 

a+? 

(aa a+4x"” 

0 
  

Var a a+b [A a+b
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NR BIASE 
aBn+4fn—36mn abc" at 

A S a sa D Esm.14. yV fre = igs V jae 

ahon '/ ai 
i = app Bgv 

Etsikäämme nyt ensiksi sääntö toisen alukkeen ottamiselle 

monioista, jota varten tarkastakaamme monion korottamista toi- 
seen korkoon. 

Kaksion 4 +0 toinen korko on tietysti a? + 2ab + b°. Sa- 

moin on kolmion toinen korko 

(a+ b+c) = a? + 2ab + b + 2ac + 20c 4+ c? 

Tästä nähdään että kolmion toinen korko on summa sen 

osioiden toisista koroista ja kaksinkertaisista tuloista, jotka saa- 
daan, kuin kolmion osiot kerrotaan kaksi ja kaksi. 

Sama seikka, olipa moniossa kuinka monta osiota hyvänsä, 
sillä jos tämä sääntö on oikea kuin osioiden luku on %, niin se 
on myös oikea niiden lu'un ollessa (2 +1). 

Todellakin saadaan kuin monio (4+0+-+2R+4”) korote- 

taan toiseen korkoon, (4 +0+-+P) pitäen yhtenä osiona, 

(a+b ++) +A = (abp IUa b 47) +10. 
Jos nyt monion (4 +0+--+9%), jossa on n osiota, toinen 

korko on summa osioiden toisista koroista ja niiden kaksinker- 

taisista tuloista kerrottuina kaksi ja kaksi, niin monion, jossa on 

yksi osio Æ enemmän, siis n+1 osiota, toinen korko saadaan 

«selvästi edelliseen pannen uuden osion (Æ) toinen korko ja kak- 

sinkertaiset tulot, jotka saadaan jokainen edellinen kertoen osiolla £. 
Tästä seuraa nyt selvästi, että, jos edellinen sääntö on oi- 

kea kuin osioiden luku on 7, se myös on oikea niiden lwun ol- 
lessa (n+1). Mutta tämä sääntö on oikea kuin osioiden luku 

on kolme, sentähden on se myös oikea niiden luun ollessa neljä ja 
siis myös sen ollessa viisi j. n. e. 

Se on siis oikea olipa moniossa kuinka monta osiota hy- 

vänsä, j. o. t. 
Tämä sääntö voidaan myös lausua seuraavalla tavalla: 7mo- 

nion toinen korko on summa ensimäisen osion toisesta korosta, 

ensimäisen ja toisen osion kaksinkertaisesta tulosta, toisen osion
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toisesta korosta, ensimäisen ja kolmannen sekä toisen ja kol- 

mannen kaksinkertaisista tuloista, kolmannen osion toisesta ko- 

Nosta, J:n. se. 

Jos nyt monio M on toinen korko toisesta moniosta £, niin että 

IF, 

ja moniot ovat järjestetyt pienenevillä korottimilla samasta puus- 

tavista esm. a, niin se on selvä, että se osio A:n toisessa ko- 

rossa M, joka on R:n ensimäisen osion toinen korko, sisältää 
järjestyspuustavin isommalla korottimella kuin yksikään toinen osio, 

eikä siis voi olla yhdistetty jonkun toisen kanssa, sillä kuin £:n osioita 

merkitsemme puustavilla x, y, 2, v,.., joista edellinen sisältää jär- 
jestyspuustavin a aina isommassa korossa kuin sen jälkimäinen, 

niin saamme 

R = x2+-2xy + y? + 202 + 23 + 22 4 2av + Zyv 42204024 <. 

ja se on nyt aivan selvä, että 2? =x-x sisältää isomman koron 
a:sta kuin jälkeiset osiot 2x-y, y%--+-, koska x sisältää isomman 

koron a:sta kuin yksikään toinen osio y, z, v,- 

Koska R? = M, niin tästä saadaan 

M= 22 + 2xy + 4? + 2xz + 2yz + 22 4 2xv + 2yv +220+ 02 ++. 

Tämän yhtälön kumpasenkin puolen ensimäiset osiot sisäl- 

tävät järjestyspuustavin a isommassa korossa kuin yksikään jäl- 

keisistä, jonkatähden ne ovat yhtä isot, samat, sillä moniot ovat 

samat, ehkä oikean puolen osioita voipi vasemmassa puolessa olla 

yhdistettyinä. 

Alukkeen ensimäinen osio x saadaan siis toinen aluke ot- 

taen alkuperäisen monion M ensimäisestä osiosta. Poistakaamme 

nyt x? moniosta M, joten selvästi saamme, kuin tähdettä M— 2? 

merkitsemme puustavilla 7, 

T=2xy + y + 2x2z + 2yz + 22 4 2xv + 2yvd+ 2204 02 +++. 

Tämän yhtälön puolissa ovat taas ensimäiset osiot selvästi 

samat, sillä osio 2xy sisältää a:n isommassa korossa kuin yksi- 

kään jälkeisistä y-y, 2x-z j. n. e. koska x sisältää sen isom- 

massa korossa kuin y, y isommassa kuin 2 j. n. e., jonkatähden 

osio 2xy ei voi olla samankaltainen yhdenkään toisen kanssa.
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Alukkeen toinen osio (y) saadaan siis tähteen (7) ensimäinen 

osio. jakaen : alukkeen kaksinkertaisella ensimäisellä osiolla (2x). 
Kuin sitte tähteestä (7) poistetaan kaksio 2xy-+y? =(2x+y)y, 

niin saadaan toinen tähde 7" ja siis selvästi yhtälö 

T' = 2xz + 2yz + 32 + 2xv + 2yv + 220 +092 +... 

Tämän yhtälön toisen puolen ensimäinen osio sisältää taas 
järjestyspuustavin a isommassa korossa kuin yksikään sen jälki- 
mäisistä, jonkatähden se on sama kuin toisen tähteen (7”) ensi- 
mäinen osio ja alukkeen kolmas osio (z) saadaan siis toisen täh- 

teen (7) ensimäinen osio jakaen alukkeen ensimäisellä osiolla 

kerrottuna kahdella, s. o. suuruudella 2x. Kuin sitte toisesta 

tähteestä (7”) poistetaan kolmio 2xz + 2/2 + z? = (2% + 2y + 2)z, 
niin saadaan kolmas tähde 

T= 2xv + 2yv + 2zv -v2 4+., 

josta taas, jos se ei vielä ole nolla, saadaan alukkeen neljäs osio v 

samoin, kuin ensimäisestä ja toisesta tähteestä saatiin alukkeen 
toinen ja kolmas osio y ja 2. 

Edellisestä saadaan nyt toisen alukkeen ottamiselle moniosta 
selvästi seuraava sääntö: monio järjestetään pienenevillä koroilla 

Jostakin siinä olevasta puustavista; sen ensimäisestä osiosta ote- 

taan toinen aluke, joka on koko alukkeen ensimäinen osio (x); 
tämän osion toinen korko poistetaan alkuperäisestä moniosta ja 

tähteen ensimäinen osio jaetaan alukkeen ensimäisellä osiolla 

kerrotuna kahdella, joten saatu osa on alukkeen toinen osio (y), 

joka lasketaan kaksinkertaisen ensimäisen osion kanssa yhteen 

ja summa (2x-+y) kerrotaan toisella osiolla (y), joten saatu tulo 

(2x+y)-y poistetaan ensimäisestä tähteestä; näin saadun toi- 

sen tähteen ensimäinen osio jaetaan taas alukkeen ensimäisellä 

osiolla kerrottuna kahdella, joten saatu osa on alukkeen kolmas 

osio (2); se lasketaan sitte edellisten (kahden) osioiden kerrottuina 

kahdella kanssa yhteen ja summa (2x 2y + z) kerrotaan kol- 

mannella osiolla (z) joten saatu tulo poistetaan toisesta tähteestä ; 

Jos vielä jäisi kolmas tähde, niin sen kanssa menetettäisiin sa- 

moin kuin toisenkin j. n. e., s. t. s., jokaisen tähteen ensimäi- 

nen osio jaetaan alukkeen ensimäisellä osiolla kerrottuna kah-
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della, joten saadaan uusi osio alukkeessa, jolla entisten osioiden 

kaksinkertainen summa, laskettuna yhteen viimeksi saadun osion 

kanssa, kerrotaan ja näin saatu tulo poistetaan edellisestä tähteestä. 

Jos alkuperäinen monio on toinen korko jostakin toisesta 
moniosta, niin näin tehden saadaan viimein nolla tähteeksi, jol- 

loin monion toinen aluke on täydellisesti saatu. 

Jos taas monion ensimäisestä osiosta toista aluketta ei voi- 

taisi saada järkinäisuuruudeksi eli jos saataisiinkin, mutta tämä 
aluke kerrottuna kahdella ei jakaisi tarkoin jotakin edellä mainit- 

tua tähdettä, niin silloin ei alkuperäinen monio olisi toinen korko 

mistään toisesta moniosta. 
Olisko nyt toinen korko otettava esm. moniosta 

49a?b? — 24403 +- 25a! — 30030 + 1601, 

niin teos saisi edellisen säännön mukaan seuraavan muodon: 

Järjest. mon. 2501—3003b +49a?b?— 240034160! 1002 fiamma sila, 
+ 2541 ; öar Jab+AbD? aluke. 

Ens. tähde. — 30a?0-+49a?b?— 24ab?+165! 
+304 F 9Iab? (10a? — 3ad)(— 3ad) 

Toive AOG BHABI kan mi 
F 40202 +240408F 1604 — 640 +402). 402 ote- 

PL MK N = taan pois toisesta täh- 
teestä. 

  

  

Harjoitukseksi otamme vielä muutamia 

  

  

Esimerkkiä. 

Esm. 1. /2521—2022 4-4 = +(5x? — 2). 

Esm. 2. 6445444 + 1; = +(803 + 2). 

Esm. 3. J/16x!— 4823 + 60x? — 36x + 9 = + (4x? — 6x + 3). 

Esm. 4. 725x% — 50x% — 10% 4 25222? + 10xy + 1 = 
= + (de — 5xy — 1). 

Esm. 5. V162x8 — 2425 + 25xt — 2023 + 1002 — Ax + 1 = 

= + (4x? — 3x + 2x — 1). 

Esm. 6. 9a? — 6ad + 30ac + 6ad + 6? — 100c — 20d F 25c 

+ 10cd + d? = + (3a — b + 5c 4+ d). 
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Esm, 7. Vaaraa 1 — — 6am-Hani sj 
  

9 

4+ 253a2m—tca2"+2— 30a" cy" 5 = 

= + (gi + S amegnt1 a. wi 

Pv E 

Olisko nyt moniosta M m:es aluke etsittävä, niin merkit- 
käämme alukkeen vielä tuntemattomia osioita puustavilla x, y, 2, -- 

ja olkoot alkuperäinen monio // ja sen m:es aluke < +y+2+--- 

järjestetyt saman puustavin esm. a mukaan pienenevillä korotti- 

milla, joten x merkitsee sitä osiota alukkeessa, jossa a:n isoin 
korko on kertojana, y sen jälkeistä j. n. e. Kuin nyt pidämme 

moniota (œ +y+ z+.) kaksiona, jonka ensimäinen osio on 

Xx ja toinen alukkeen muiden osioiden summa (y+2z+4+---), niin 

saamme Newton'in kaksiotodiston mukaan 

(e+ytat = M= meniga) 
1 205 alfa 

+... 

Se on nyt kertomis-säännöistä selvä; että ensimäinen osio 

x" edellisen yhtälön toisessa puolessa sisältää järjestyspuustavin 

a isommassa korossa kuin yksikään toinen, eikä siis voi olla sa- 

mankaltainen yhdenkään toisen osion kanssa. 

Jos sentähden monio M on toisen monion (-+y+24--) 

mies korko, niin sen ensimäisen osion, joka sisältää a:n isoim- 

man koron, pitää oleman 7:es korko alukkeen ensimäisestä osiosta 

x, joka sentähden saadaan m:es aluke ottaen alkuperäisen mo- 

nion ensimäisestä osiosta. 

Kuin moniosta M sitte poistetaan alukkeen ensimäisen osion 

m:es korko x, niin saadaan selvästi, kuin tähdettä merkitsemme 

puustavilla 7, uusi yhtälö 

Koru FET 
yi D ty ted 

jonka toisen puolen ensimäinen osio mx"ty ei voi olla saman-
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kaltainen yhdenkään toisen kanssa, jonkatähden sen pitää olla 
osiona myös yhtälön ensimäisessä puolessa 7. 

Todellakin sisältää osio mx"—'y isomman koron a:sta kuin 

yksikään toinen osio yhtälön oikeassa puolessa. 

Todistuksessa voidaan jättää pois etukertojat, jotka eivät 

sisällä järjestyspuustavia a. 

Tulossa x"—ty on « isommassa korossa kuin yhdessäkään 

toisessa tulossa, esm. x"—"y" (n<m), a:n ja y:n koroista, sillä 

nämä tulot ovat samat kuin 

D lU a ger ja aY " Y 

joissa kumpasessakin on sama kertoja x"—"y, mutta toinen ker- 

toja "=! edellisessä sisältää selvästi isomman koron a:sta kuin 
toinen kertoja y"' jälkimäisessä, jonkatähden edeliinen tulo si- 

sällää myös isomman koron a:sta kuin jälkimäinen. Koska taas 
y sisältää isomman koron asta kuin sen jälkeiset osiot aluk- 
keessa ja sentähden myös y" isomman kuin yksikään toinen osio 

monion (4+24+--) n:sä korossa ja osiossa mx" on kertojana 

isompi korko a:sta kuin jossakin toisessa £a"—"y", (£ merkitsee 

a:sta vapaata etukertojata), niin se on selvä, että myx"y sisäl- 

tää isomman koron a:sta kuin yksikään toinen osio edellisen yh- 
tälön toisessa puolessa, j. o. t. 

Alukkeen toinen osio (7) saadaan siis tähteen (7) ensimäi- 

nen osio, joka sisältää a:n isoimman koron, jakaen alukkeen en- 

simäisen osion (1—41):llä korolla kerrottuna alottimella 2, s. o. 

suuruudella mx". 

Kuin sitte kaksion (x+) m:es korko poistetaan alkuperäi- 

sestä, moniosta, niin voidaan samoin kuin edelläkin todistaa, että 

osio mx"-1z sisällää a:n isoimman koron toisessa tähteessä 7", eikä 

sentähden voi olla samankaltainen yhdenkään toisen osion kanssa. 

Sentähden saadaan alukkeen kolmas osio z toisen tähteen 

(T") ensimäinen osio jakaen alukkeen ensimäisen osion (m — 1):llä 

korolla kerrottuna alottimella (7), s. o. suuruudella mx". 

Kuin sitte taas. kolmion (x +yz) mies korko poistetaan 

alkuperäisestä moniosta, niin kolmannesta tähteestä, jos semmoi-' 

nen vielä jääpi, saadaan taas alukkeen neljäs osio samoin kuin 
toinen ensimäisestä ja kolmas toisesta tähteestä j. n. e.
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Edellisestä saadaan nyt seuraava sääntö minkä alukkeen 

(m) hyvänsä ottamiselle moniosta: ensin järjestetään monio jon- 

kun puustavin mukaan pienenevillä korottimilla; sitte otetaan 

monion ensimäisestä osiosta m:es aluke, joka on koko alukkeen 

ensimäinen osio; tämän osion m:es korko poistetaan sitte mo- 

niosta ja tähteen ensimäinen osio jaetaan alukkeen ensimäisen 

osion (m— 1):llä korolla kerrottuna alottimella (m), joten saatu 

osa on alukkeen toinen osio; sitte korotetaan alukkeen näin saa- 

tujen kahden osion summa m:teen korkoon, joka korko poiste- 

taan alkuperäisestä moniosta; näin saadusta tähteestä saadaan 

sitte alukkeen kolmas osio samoin kuin toinenkin ensimäisestä 

tähteestä; näin menetetään kunnekka monion m:es aluke on saatu, 

s. t. s. saatujen osioiden summan m:es korko poistetaan alkupe- 

räisestä moniosta ja tähteen ensimäinen osio jaetaan alukkeen 

ensimäisen osion (m—1):llä korolla kerrottuna alottimella (m), 

kunnekka alukkeen osioiden summa korotettuna m:teen korkoon 

on sama kuin alkuperäinen monio ja seuraava lähde siis nolla. 

Edellisen säännön käyttämiselle otamme ainoastansa seuraa- 

van esimerkin. Olisko kolmas aluke otettava moniosta 

54410? + 3645 + 270303 + 845, 

niin tämä teos muodostuu seuraavasti, kuin & otetaan järjestys- 

puustäviksi: 

8aî+ 36a% -+ 54ab?+-27a3b3 3 -22(42)? — 120 
+F 8a% 1 2a?+3ab etsitty aluke. 

1:nen tähde. + 36ab-+-54ab2 + 274363 

808436450 454002 427 0303 
F 845 F 3645 E 54ab2F 7 0303 (20° +3ab)?=80+36a%b-+54ab+2a%b. 

— 2:nen tähde. 0 
  

S 6. 
Lasku alukesuuruuksien kanssa. 

Alukesuuruuksia, joilla on sama alotin ja sama suuruus 

alukemerkin alla, sanotaan samankaltaisiksi. 

Kuin taas alukesuuruuksien yhteenlaskua ja poistamista mer- 

kitään yleislaskussa, samoin kuin muidenkin, suuruudet kirjoit-
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taen. jälekkäin yhteenlaskettavat merkkinensä ja poistettavat en- 
tisiä vastaisilla merkillä, niin näin saaduissa monioissa voidaan 

samankaltaiset alukesuuruudet aina yhdistettää yhdeksi, yhteinen 

alukekertoja eroittaen ja etukertojoiden summa pannen sille etu- 
kertojaksi. Niin on esm., 

2a/3bc — 5c/3be — Ad/3be + 236c = (2a — 5c—44+2)]/3bc. 

Usiasti voidaan alukesuuruuksia selventäen ne tehdä saman- 

kaltaisiksi. 

Näin saadaan esm. 

SVOP — TOR — 20/3 = 5/25 — 2/317 — 2/31 — 
= (3c — 2)/207. 

Niin myös on 

ajaa 2.10) 
sillä yhtälön D tämän lu'un kolmannessa pykälässä mukaan on 

Y 10) Vas =) %. 
Alukesuuruuksien — yhteenlaskulle ja poistamiselle otamme 

vielä muutamia 

  

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. 5/4+3/4—4/a=ÄAya. 

Esm. 2. 3/5 — 2/5 += 2j 5. 

Esm. 3. 4ab/2a4—c+5«'/24—c —300/Da— c= 
= a(5a + by/2a SE, 

B0, S 70 A X 
PW YES i if: 

Esm. 5. 5 jaa PYRET ya sse a a. 

P



b—m8.y8+)/;;0: a13 +52 = "7/2. 

Esm. 9. j/544—j/16a=3]/2a— 2/2a = Pa. 

Esm. 10. 7/48ab! — 02/1084 = AP2/3a — 602/3a = — 202 3a. 

lättad bred mi va RARE 

34a 16a 2 " Da : 9 ; ....— Esm. 12. K TURE ; =(3— aon a 

Esm. 13. njaa 

atc Jac ava jaa an dä AG 
Esm. 14. ja i N slas: ip 7 o ST ; 

Esm. 15. Vi 5as+mp3— y 16a" +39% K ali j ISa = 

= (3a2b — 200? 4 an+3 4 Zan. 

Yhtälön 4, tämän lwun kolmannessa pykälässä, mukaan on 

Vabe. = Vabe, 

josta alukesuuruuksien, joilla on sama alotin, kertomiselle saa- 
daan seuraava sääntö: a/ukemerkkien alla olevat suuruudet ker- 

rotaan toisillansa ja tulo pannaan yhteisen alukemerkin alle. 

Se on selvä, että alukesuuruuksien etukertojoiden tulo on 

pantava etukertojaksi edellisen säännön mukaan saadulle aluke- 
kertojalle. 

Yhtälön B mukaan samassa pykälässä on taas 

ja -]/%. 
au Pc 

Kuin sentähden alukesuuruus on jaettava toisella alukesuu- 
ruudella, jolla on sama alotin, niin osa saadaan alukemerkin alla 

oleva suuruus jaettavassa jakaen alukemerkin alla olevalla suu- 
ruudella jakajassa ja näin saatu osa pannen yhteisen alukemer- 

kin alle. 

Tässäkin on selvä, että jaettavan etukertoja on jaettava ja-
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kajan etukertojalla ja osa pantava etukertojaksi edellisen säännön 
mukaan saadulle alukesuuruudelle. 

Tämän lwun kolmannessa pykälässä (yhtälö £) on jo sa- 

nottu, että alukesuuruuden alotin ja alukemerkin alla olevan suu- 
ruuden korotin voidaan kertoa eli jakaa samalla suuruudella alu- 

kesuuruuden arvon muuttamatta. Tästä todistosta saadaan hel- 

posti sääntö alukesuuruuksien eri alottimilla tekemiselle toisiksi 
samalla alottimella suuruuksien arvojen muuttamatta. 

Olisko esm. suuruuksien Ja, VÄ, Ve, VÄäab? tulo saa- 
tava, niin ne voidaan ensin tehdä alukesuuruuksiksi samalla alot- 

timella, joidenka tulo sitte edellisen kertomis-säännön mukaan 

helposti saadaan. 

Todellakin saadaan alottimien pienin yhteinen jaettava (12) 
alottimeksi kaikille suuruuksille, kuin se jaetaan itsekunkin alot- 

timella ja alukemerkin alla oleva suuruus korotetaan siihen kor- 
koon, jonka korottimena on näin saatu osa, jolla tietysti alotin- 
kin on kerrottava saadaksemme pienin yhteinen jaettava alotti- 

meksi. 

Niin on 

Va=Væ, V= Vä = VER, V =V, Vab = 
=V R 

ja sentähden myös 

Va: VAB e3. V habr = Va AWe Ra = VAa — 
= 20c. 

Edellisestä esimerkistä on seuraava sääntö selvä: a/ukesuu- 
ruudet eri alottimilla saadaan semmoisiksi samalla alottimella, 
kuin kaikkien alottimien pienin yhteinen jaettava jaetaan itse- 
kullakin alottimella ja suuruus alukemerkin alla korotetaan sii- 
hen korkoon, jolla näin saatu osa on korottimena „Joka tietysti 

tehdään suuruuden kertojoiden korottimet kertoen tällä osalla 

ja vihdoin mainittu pienin yhteinen jaettava pannaan alottimeksi - 
Jokaiselle suuruudelle. 

Tässä on aina muistettava mitä tämän luun neljännen py- 

kälän lopussa en sanottu. Niin esm. on
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V2ab-V— Aa = — Vab- ha = — VPA VR = 
= — V35 -Bai — — 20200, eikä 

V2ad- VE Amis VE. V (— f= PA Bai = 24]/2ab3. 

Alukesuuruuksien kertomiselle ja jaolle otamme vielä muu- 

tamia 

  

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. V2a-V2a=V4a?=2a. (Tulo on lisä- eli poistosuu- 

ruus sen mukaan, kuin a on lisä- eli poistosuuruus). 

Esm. 2. Va. ab == Varb = a/b. 

Iny 977? m 

baa 6a?x 3a 

n = 
Esm. 4. — a yö = — a]/3. (Tulo on poisto- eli lisä- 

suuruus sen mukaan, kuin a on lisä- eli poistosuuruus). 

Esm. š. Vi. TN Vii 
28 haa) = HDSL 

Esm. 6. ala c-3ab/ ac = Bl ac? 

4 ,—— A= 
20? 2 Es SELE VA. 
3ab]pgr? E 

  

Esm. 8. Ji = yh = 2. 

Esm. 9. — 31/0 K= j/bo)- 20]/9ac = == 6a%c]/90. 

3 

Esm. 10. 18.j/4.=] — 27/9. S 1



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

11. 

12. 

13. 

14. 

16. 

17 

18. 

19. 

20. 

21. 

  

SVR 2/2 26,- 

sj sym 3” 

REAR 
Va+2jan <= Va+9 Va = 
V&4 0 — 272. 

VaV =1 VE (a-V-a. 
VÄ-V3-V4= 273. 

4 ia a 
a -V3 -V bg Nb 

  

Vare NN 
Ka 5 

12
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Esm. 22. 

Esm. 23. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

26. 

27. 

y- VV3=V $ 
Va ja 

24 — 0 2a+0 J 24—0 

  

  
  

jan. a—y 
a J sää TT 

; [kx +1) (2+1) =V T. 

Edellisistä esimerkistä on nyt selvästi nähty, että mitatto- 
mien lukujen tulo niin hyvin kuin osakin, joka saadaan kuin mi- 

taton luku jaetaan toisella, voipi olla mitallinen luku. Niin on esm. 

ENE AE 
9.3 = 21.3. 

A 6. 

Alukesuuruuksien korottamisen ja alukkeen semmoisista ot- 
tamisen säännöt ovat jo tämän luun kolmannessa pykälässä lau- 
sutut, jonkatähden nyt vaan otamme muutamia 

Esm. 1 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

(40) = VAR? = Vä = 2a a.



Esm. 

Esm. 

Esm. / 

Esm. 

Esm., 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

SE #9 

d. V Vo YIG = 13%. 

3. (40) = i v 2a]/Da. 

  

4. (a/6)= ay V6=4x6=4. 
E IE en / [a 1/aa &,/an 

= onn (s = Pn pp tn: 

mai ATIS SE 

1 VENT VA 

I
 ve 2 

VA ee 
Väs VAC 

3/35 5 315. 955 dig i 

(33/20) == EF 
— 544/1290. 

v 
©   

Laskulle alukkeiden kanssa yleisesti otamme vielä muutamia 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

1. (Va+/a)=(Va)'42/aVa+ (Va) = 
= a 49)/ax 4 al 

2 +4y/30 4 30y2. 

3:03) OVE 

4 FHD- MWD =- 8- 
5 (-5-V3—5+/3)=(-57—(V2) =241. 
6. (9+ 2/10)(9 — 2/10) = 41. 

7. (3/2—4/3)GV2— 1/3) = $— 18/6. 
8. (4/7+45/2)(/7+2/4) =141+ 13/1.
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Esm. 

Esm. 

Esm. 

` Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

16. 

1% 

18. 

19. 

20. 

21. 

(2/3: 3/9 (3 3/2 D) 67% 7. 

= 4—20+c. 

(Va+cf0)Va— cf/0) = a — CYB. 

V32 4 =. 00 539 

I Y 

a e a 2-9) —1 

p 
25—33 (2/5—3/2)(R/5+3/3) 

=V/15+ 3/6. 

6—3/5 
Df 

  Ni
 

  

  

=2/5—1. 

  

  

  + ke e aE 
KX 

272 — Äx SY DRM 3 
(i ja Vara) NOTO taaate
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$ 6. 

Koroista minkälaisilla korottimilla hyvänsä. 

Edellä on puhuttu ainoastansa semmoisista koroista, joi- 
denka korottimet ovat kokolukuja, mutta yleislaskussa käytetään 

nimitystä Aorko laveammassa merkityksessä. Tämän lwun ensi- 

mäisessä pykälässä on jo sanottu, että korolla jostakin suuruu- 

desta a, jonka korotin on kokoluku poistomerkillä esm. — 7, 

merkitään osaa, joka saadaan ykkönen jakaen a:n llä korolla, 

S. l S elä 

GY Sir 

Samassa merkityksessä käytetään korkoa, jonka korotin on 

poistosuuruus, olipa korottimen numero-arvo mikä luku hyvänsä. 

Tämmöinen osan merkitseminen on saatu ja'on säännöstä. 

Tämän lwun viidennessä pykälässä on taas: nähty, että n:es 

aluke minkä suuruuden a hyvänsä m:stä korosta saadaan koro- 

tin m jakaen alottimella 7, jos n jakaa tarkoin kokolu'un 7, s. t. s. 

m 

Van set sot, 

jos =p on kokoluku. Tässä tapauksessa on siis koroltimen 

jako kokoluwulla sama kuin alukkeen, jolla jakaja on alottimena, 

ottaminen korosta. 

Sama merkitys annetaan yleisiaskussa korottimen ja'olle, jos- 
m 

kohta osa ei olekkaan kokoluku, joten suuruuden a korolla a", 

jonka korotin = on murtoluku, merkitään sitä aluketta a:n mistä 

"korosta, jonka alotin on n, s. t. s. 

TA 
olivatpa m ja n mitä kokolukuja hyvänsä. 

Korkoa tässä merkityksessä käyttäen on siis esm. 

SAT T Atta CISY S S 
då = Ve, a =Va'= ae, A= VI = AVA. 

Kuin korko otetaan näin laveassa merkityksessä, niin kor- 

koon korottamisen yleinen määritys on seuraava: suuruuden a
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korottaminen siihen korkoon, kuin luku b näyttää, on toisen 

suuruuden muodostaminen a:sta kertomalla samalla tavalla, kuin 

b on muodostettu ykkösestä yhteen laskemalla. 

Kuin & on kokoluku, niin se on saatu ykkösestä È ykköstä 

laskien yhteen, jonkatähden 0:es korko a:sta määrityksen mu- 

kaan on tulo % kertojasta kaikki yhtä isoja kuin a. Jos taas b 

1 on murtoluku esm. n? Piin silloin on ensin luku (1) etsitty, 
n 

josta saadaan ykkönen % semmoista laskien yhteen ja sitte on 
: i 1 E ; 

m semmoista lukua G laskettu yhteen. Edellisen määrityksen 

mukaan saadaan siis b:es korko a:sta ensin semmoinen suuruus 

etsien, että n kertojata, kaikki yhtä isoja sen suuruuden kanssa, 
. . . . p . . 

antavat a:n tuloksi (semmoinen suuruus on tietysti /a) ja sitte 

muodostaen tulo, jossa on n semmoista kertojata eikä muita paitsi 

ykkönen, s. t. s. korottaen se (Va) m:teen korkoon. 

Näin saadaan selvästi määrityksen mukaan 

a? = a"n — (f/a)" = Va", 

Kuin % on mitaton luku, niin sitä ei voida ensinkään muo- 

dostettaa ykkösestä, mutta sen arvo voidaan kuitenkin merkitä 

kuinka lähimäärin hyvänsä jollakin murtoluulla © ja koron a? lä- 

himäärinen arvo on silloin a”/1 = a, kuin a on lisäsuuruus. 
Nyt voidaan myös yhtälön 

SN 

merkitys: tarkemmin selittää. Edellisen koron määrityksen mu- 

kaan on a= Ya. 

Merkitkäämme nyt a:n n:ttä aluketta puustavilla d, joten on 
Va . 

a —=Va=d ja merkitköön a ensin mitä lukua hyvänsä vaan 
isompaa ykköstä ja n myös ykköstä isompaa kokolukua. Koska 

nyt on Va = d, josta d" = a, niin d on aina pienempi kuin a, 

vaan isompi kuin ykkönen, olipa 7 mikä kokoluku hyvänsä, sillä 
n 

olisko d<1 esm. sama kuin a niin av olisi myös pienempi
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ykköstä eikä siis sama kuin a. Kuta isompi taas m on sitä pie- 

nemmän pitää d:n oleman, koska 7 kertojata d antavat a:n tu- 

loksi ja näiden 7 yhtä ison kertojan pitää oleman sitä pienempiä 

kuta enemmän niitä on, kuin ne ovat isompia ykköstä ja tulo on 

aina sama. 

Jos sentähden 7 kasvaa, niin d= a!" siis pienenee, s. o. 

lähennee ykköstä, sillä se ei voi milloinkaan tulla ykköstä pie- 

nemmäksi, kuin 4 >1. 

...1, 
Jos sentähden n kasvaa äärettömäksi, jolloin a bienenee 

nollaksi, niin d= a!" lähenee äärettömästi ykköstä, s. t. s.a" 

voipi tulla niin lähelle ykköstä, kuin vaan tahdotaan, jos n:n an- 

netaan tarpeiksi kasvaa. 
... , .s, 

Jos taas a olisi pienempi ykköstä esm. sama kuin L jossa 

< Ye em 

vä pys 
Edellisen mukaan tulevat taas korkojen e ja g" arvot ja 

e!/n 
gta 

taan, jos % vaan kasvaa tarpeiksi. Olipa siis a mikä luku hy- 

vänsä, niin korko a! lähenee sitä enemmän ykköstä, kuta isom- 

e ja g merkitsevät koko lukuja ja 9>e, niin a =Y 

siis myös osan arvo, niin lähelle ykköstä kuin vaan tahdo- 

maksi %2 ja kuta pienemmäksi siis korotin ; tulee. 

".. . , 1 
Ykköstä sanotaan koron a rajaksi, kuin korottimen — nu- 

n 
mero-arvo pienenee nollaksi. Tätä juuri merkitään yhtälöllä 

OSM" 

Koska koroilla, joidenka korottimet ovat murtolukuja, mer- 

kitään alukkeita, niin yleislaskussa tämmöisiä korkoja käyttäen 
voidaan alukemerkkiä välttää ja laskutyöt alukkeiden kanssa tehdä 

samojen sääntöjen mukaan kuin korkojenkin kanssa, joka on hy- 

vin tärkeä ja hyödyllinen seikka. 

Korkoja, joidenka korottimet ovat poistosuuruuksia, käyttäen 

voidaan taas jakomerkkiä välttää, jos niin tahdotaan, sillä nimit- 

täjästä saadaan muuttaa jokainen kertoja kertojaksi osoltajaan sekä
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osottajasta nimittäjään, kuin vaan kertojan korottimen merkki 

muutetaan vastaiseksi. ‘Todellakin on esm. 

E am.bn ja AN 1 71 1 £i 
pn ja gm ja gA 

m 

sillä S = anse ja 5.0" javan = EN 

Se on helppo näyttää, että todistot, jotka tämän lu'un en- 

simäisessä pykälässä ovat todistetut koroista, joidenka korottimet 

ovat kokolukuja, ovat yleisesti todet, olivatpa korottimet koko- 

eli murtolukuja lisä- tai poistomerkillä. 

Koska a"/" ja ya" koron määrityksen mukaan merkitsevät 
aivan samaa suuruutta, niin vastedes muutamme aina ilman mi- 

täkkään muistutukselta koron murretulla korottimella alukesuuruu- 

deksi ja päin vastoin. 1 

Samoin kirjoitamme myös vastedes aina (PRE ilman 

mitäkkään muistutuksetta. 

Jos puustavit r, s, t,--- merkitsevät murtolukujakin, niin 

A. A aAA, 
m . D i ETS 

Olkoon r = — ja s=, jolloin a" = a", at = a/t ja a". a= : e g 

= amn. avi ja sentähden a". a= ana, Alukesuuruuksien ker- 
lomis säännön mukaan on taas 

ja sentähden, koska —==r ja has, onla IA, jade 
n J g 

Se on jo itsestänsä selvä, että, olipa kertojoiden a", a, a!, + 

luku mikä hyvänsä, 

a".a at... = artstit... 

B. —= 4",
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Alukkeiden SE mukaan on taas 

—np Van a am mu sas 
SR o vi mq—Nnp — n vm = ="Va q—np —q "q 

Var 
T od a 

Sentähden on Lau 1205A, Silla PITA. 11 Dole 
kd ell 

a SA 

€ (a0c--) = a! «Dc... 

JO p z, niin (abe---) = (abc-- ynm — (abe) = 

= a"r" em =V" v" ye" .. = gu/whm/n m/n... — arbre.. ji o.t. 

BN d AS a [0] 
JENIÄ: R N, 

: m 1 TaY aNmn- n [hi N / am sai a 
Kuin 7 = — = djia SS 18 n' nun ( ) (5) V 7 p yu ll 

b 

ha, 
= pln = p J- O. € 

E. (ar); = as, 

Olkoon taasr == ja s= niin koron ja alukesääntöjen mukaan 

on (a)! = (am/mp/a = amm — Ti V (an (jan) =V Vare”? = Van? — A 

= a"b/M, josta selvästi seuraa (a”)s = s, sillä a"P/14 = a/n- p/d — q's, 

Jos taas puustavit 7 ja s merkitsevät lisä- eli poistosuuruuk- 

sia, olipa heidän numero-arvonsakin sitte koko- eli murtolukuja, 

niin edelliset yhtälöt ovat silloinkin oikeat. 

Olisko esm. r= 233 J = niin a"as = a"/"a v, a"as= 

n, 
am/n an n m 

m EI = Va"? — ynm ja koska ”=r, -P=5, ara j D n 4 

niine a!a= atts, 

Tästä seuraa selvästi, että 
asa. ee artsti+. J 

olivatpa 7, s, /,+--mitä varsinais suuruuksia tahansa, ja ydtälö 4 
on siis yleisesti oikea. 

; Yn a 
Olisko taas s= —/, niin täst. 3 

= äre
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Samoin todistetaan muidenkin edellisten yhtälöiden olevan 

oikeat, merkitsivätpä puustavit 7, s, f,--- mitä varsinais-suuruuk- 
sia hyvänsä. 

Koska nyt nämä perustodistot ovat yleisesti todet, niin 

alukkeiden siassa voidaan aina käyttää korkoja murretuilla korot- 

timilla, jonkatähden lasku alukkeiden kanssa on aivan sama kuin 

tämmöisten korkojenkin kanssa. 

Tämmöiselle korkojen käyttämiselle otamme nyt vielä muu- 

tamia 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. V&V = adh = dr a" = Vað = a/a. 

Esm. 2. [32 j/8a = 2%. a. 20h = BH a'th = 

== Aa Va Va. 
3 

/ 2 6 
Esm. 3. Va ==" a'ls.a === ärar da = Go VA 

d 

8 SA 
Esm. 4. Ve — aikoa = Gh = Va. 

ja 
5 b. ' 5 

Esm. 3. Van ja ASEN Hera Va Dl DIC a b 22C C isd 

ve a.b Vvs 
127— 

a 
= Mr 

ETE 3: 
Esm. 6. D yac VS = ah. bh. als. cs . cs. DA s 

Va yt 
ÖR V: b'l. c/n === as! 12 e DY. ca = 

1 A ji VY. Ve 13 — =e t 

va 
i dj Dijon 

Esm. 7. al Syd. 3V/ab-V ab : SACR = 

— a- Vdd dahl alb bat. dh = 

= 3'h haba = GLYN80,



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

16. 

MUTE 
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ap? " a 

200 LIAA ha BNE ha = Ab Ta. 
Vb? 

== (4+0)(a—0) H(a— b) h(a+0) = 

= (a+ aaa H 
ON 

V2- 6. Vår D. 6. a. Drar 3/6. 29—/ = 

ON Sue e3 = 20. 
[ayaan ona = = = 

V3 Va V V6 V afz = 
= (26-30) (27 « 3/0 2 o (2. Bree 2/20. 3/20, 2/10) vara 

= Wp, = VV, 

( 1/4020) = (2)4. hah Is = a DLR HANNA — 

= 142040. 
  Vj ER 

V ]/3a50 Ve? = (Bah hehyh = Vhalhiblich = 

= V258, 

V (abV/Aabic) = (abs. Aab?c) = A'ha'lb'hc'h — 

4 aka aa 
3 3 Ya Vx (= 20 ab” = 2-(a'/sb/)/a = A 5 a 

— 2.%sa'/eh'/e = 2/4007. 

  

  

1 1 = umsn ain 

j = AN 
I 

abs 
3 

/4— 179) = (21-2 31.3%) = 
= (20 — 3/0) £ (2/8 2 3(2—/)2.3—%4- 

= 21000 (3/2 — (33 aB — 9-1 _— 3.2.3% äi 

V
N
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FINS 30 Vi 
=- +14 

5
 

Kuudes Luku. 

S 1. 

Toisen nousun yhtälöistä yhdellä tuntemattomalla. 

Jokaisesta yhtälöstä, jonka puolissa on alukesuuruuksia, 

voidaan johtaa toinen, jonka puolet ovat vapaat semmoisista. 

Olisko esm. yhtälö 

1-]/2-+4= 1, 

niin siitä saadaan osion 1 muuttamalla ensimäisestä puolesta toiseen 

josta taas seuraa 

VzFå= 

Suuruudet Væ Få ja $ ovat nyt pidettävät yhtä isoina, 

kuin tuntemattomalle (x) etsitään sitä arvoa, joka toteuttaa yh- 

tälön, jonkatähden niiden kolmannet korot myös ovat yhtä isot. 

Jos sentähden yhtälön 

Vatk=3 
puolet korotetaan kolmanteen korkoon niin saadaan yhtälö 

(Væ FA) = (3 eli 
%+4—=1, 

josta saadaan x = $ — 4 = — 3%. 

Yhtälöstä 

4—Vx=]/x3+7—/1 

saadaan osio — 1 muuttaen toisesta puolesta ensimäiseen 

po osa ysin.
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josta taas puolet korottaen toiseen korkoon saadaan 

25 — 10/27 +274 =24+47. 

Kuin taas tämän yhtälön ensimäisestä puolesta alukemerkistä 

vapaat osiot muutetaan toiseen puoleen ja samankaltaiset osiot 
yhdistetään, niin saadaan puolien merkit myös muutettua vastai- 

siksi, yhtälö 
10/27 =x+18, 

jonka puolet korottaen toiseen korkoon saadaan 

102//22)? = (x 418)? eli 

200x = x? +36x 4324, 

josta taas osioiden muuttamalla ja samankaltaisten osioiden yhdis- 
tämällä saadaan 

2?—164x+324—0, 

joka on vapaa alukemerkistä. 

Yhtälön vapauttamiselle  alukemerkistä saadaan nyt selvästi 

seuraava sääntö: siltä puolelta yhtä-isouden merkkiä, jolla jär- 

kinäissuuruudeksi tehtävä alukesuuruus on, muutetaan kaikki 

muut osiot toiselle puolelle ja sitte korotetaan yhtälön puolet sii- 

hen korkoon, jolla mainitun alukesuuruuden alotin on korottimena. 

Kuin yhtälön yhdellä tuntemattomalla puolet ovat aluke- 

sekä sulkumerkistä vapaita kokolausekkeita, s. t. s., kuin sen puo- 

lissa ei ole murto- eikä aluke-suuruuksia ja kaikki sulkumerkillä 

merkityt kertomiset ovat tehdyt, niin sen nousuksi sanotaan siinä 
olevan tuntemattoman isointo korotinta. Niin on edellisen yhtälön 

2? — 164x +324 — 0 

nousu. kaksi ja sitä sanotaan toisen nousun yhtälöksi yhdellä tun- 

temattomalla. Yhtälö 

2 + ax? + 7x+c=0 

on taas kolmannen nousun yhtälö yhdellä tuntemattomalla j. n. e. 

Yhtälön usiammalla tuntemattomalla nousuksi sanotaan taas 

summaa siinä olevien tuntemattomien korottimista siinä osiossa, 

jossa tämä summa on isoin. Niin on



190 

3%x°y + 2y — 2xy = 12 

kolmannen nousun yhtälö kahdella tuntemattomalla. 

Edellä on sanottu, kuinka alukemerkit yhtälön puolista voi- 
daan hävittää ja neljännen lwun toisessa pykälässä on nähty, kuinka 

yhtälö voidaan vapauttaa sen puolissa olevista nimitläjistä ja koska 
osioita, niiden merkit muutettua vastaisiksi, voidaan muuttaa yh- 

destä puolesta toiseen, niin se on selvä, että jokainen toisen 
nousun yhtälö yhdellä tuntemattomalla voidaan edellä mainituilla 

teoksilla saada seuraavaan muotoon: 

1. "22+in+6=0; 

jossa a, b ja c merkitsevät mitä tunnettuja suuruuksia hyvänsä, 

yksiöitä tai monioita. Jos sitte tämän yhtälön puolet vielä jae- 

taan ensimäisen osion etukertojalla a, niin se saapi seuraavan 

muodon 

+ w+— 0 Gal 
a 

i . a DC . . " 
eli, kuin suuruuksia a merkitsemme puustavilla p ja g, 

2. x +p q=0 

Tässä muodossa sanotaan yhtälöä sievennetyksi ja sen täm- 
möiseksi muodostamista sanotaan yhtälön sieventämiseksi. 

Yhtälön sieventäminen on hyvin tärkeä ja ennen sen rat- 

kaisemista välttämätöin teos, jonkatähden sieventämiselle otamme 

muutamia esimerkkiä, ennen kuin ryhdymme toisen nousun yh- 
tälön ratkaisemiseen. 

Olisko esm. yhtälö 

sievennettävä, niin sen puolet kertoen niissä olevien nimittäjöiden 
tulolla (2x + 1)(x +2) saadaan 

4(2x — n D(x + 2) 10(2x — 1)(x + 2) 
1 E + (27 —1)(2 + 2) sä mong A 

josta sitte murtosuuruudet lyhentäen sekä kertomiset tehden seuraa 

Äx + 8 + 2x + 3% — 2 = 20x — 10,
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josta taas osiot muutettua ensimäiseen puoleen ja samankaltaiset 

osiot yhdistettyä seuraa 

2x — 13% + 16 = 0. 

Tästä saadaan vihdoin yhtälön puolet jakaen ensimäisen osion 

etukertojalla (2) sievennetty yhtälö 

x2 — 18t 8—0, 

  

jossa yleisen ylitälön 2 = ja 7—8. 
Yhtälöstä 

08 9, W +1 
a—%x 2a 

saadaan nimittäjöiden hävittämällä yhtälön puolet niiden tulolla 
(a — 2)2a kertoen 

2a?x — 6a?x + 6ax? = acr — cn? +4—x, 

josta taas osioiden muuttamalla toisesta puolesta ensimäiseen ja 
niiden osioiden yhdistämällä, joissa tuntemattomalla (x) on sama 
korotin seuraa 

(6a + c)7? — (44? + ac— 1)x — a = 0, 

jonka puolet jakaen ensimäisen osion etukertojalla (6a + €): vih- 

doin saadaan sievennetty yhtälö 

2 + 

iak A 

x oc N pia 

puolet korottaen toiseen korkoon saadaan 

— da? +4c—1 a 

Yhtälön 

josta seuraa 

(€ — ajx? — 4abe = 0 eli 

—4abe 5 
x? = 

ea 
,
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joka myös on saman muotuinen kuin yleinen yhtälö 2, vaikka 

toisen osion etukertoja tässä yhtälössä on nolla. 

Toisen nousun yhtälöä yhdellä tuntemattomalla sanotaan 

vaillinaiseksi, jos siinä on vaan kaksi osiota. Jos yhtälössä 

-Fpa q= 0, 

joku etukertojista p eli g on nolla; niin silloin se on vaillinainen 

ja saapi muodon 

2? + px = 0, kvin 4 =0 

ja 2? +949 =0, kuin p = 0. 

Muist. Sievennetyssä yhtälössä sanotaan tunnettuja suuruuk- 

sia, jotka ovat kertojina tuntemattoman eri koroilla, osioiden etuker- 

tojiksi. Yksin tuntemattomasta vapaata suuruuttakin sanotaan etuker- 

tojaksi. 

Monio x?2-+px+9g voidaankin kirjoittaa x2-+px-+gx, koska 

x0==1 ja siis q= qx. 

Vaillinaiset toisen nousun yhtälöt ovat helpot ratkaista, jon- 
katähden ne nyt otamme ensin ratkaistaviksi. 

Yhtälöstä 
x px =0 

saadaan yhteinen kertoja (2) sen ensimäisen puolen osioista eroittaen 

(7 +p)=0. 

Tämä yhtälö on, niin kuin kaikki muutkin, ratkaistu, kuin 

tuntemattomalle kaikki ne arvot ovat saadut, jotka pantuina sen 

siaan toteuttavat yhtälön, tekevät sen puolet yhtä isoiksi. 

Tässä on siis semmoiset arvot tuntemattomalle x etsittävät, 

jotka tekevät tulon x(x-+p) nollaksi. Tulo x(x +p) on taas 

nolla olipa sen kertojista kumpanen hyvänsä x eli (x + p) = nolla. 

Ne arvot tuntemattomalle x, jotka tekevät tulon x(x + p) nollaksi, 

ovat nyt selvästi nolla ja — p, sillä —p pantuna x:n siaan tekee 

selvästi kertojan (x +p) nollaksi. 

Yhtälö 

+ px=0 eli x(2+p)=0 

on nyt täydellisesti ratkaistu, koska tuntemattomalle x ne arvot 
ovat löydetyt, jotka tekevät yhtälön ensimäisen puolen yhtä isoksi
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toisen kanssa, jotka siis toteuttavat yhtälön: Yhtälön juuret' ovat 
= 0ja — BD: 

Sen näkeekin jo ensi katsannossa, että 2=0 toteuttaa 
yhtälön 

pa =, 

sillä nolla pantuna x:n siaän tekee kumpasenkin osion ensimäi- 
sessä puolessa nollaksi, joka myös on yhtälön toinen puoli. 

Mutta kuin x ei ole nolla, niin yhtälön 

2? + pre =0 

puolet jakaen x:llä saadaan ensimäisen nousun yhtälö 

7 +p=0, 
josta taas seuraa x = —p. 

Olisko esm. yhtälö 

28—00, 

niin sieventäen saadaan. siitä 

gr Sa = 0 eli (0 — 5) =0 

ja sentähden x=0 ja x—1=0. Yhtälön juuret ovat siis 

0, ja a 11 

Olisko nyt vaillinainen yhtälö 

2 +9=0 

ratkaistava, niin siitä saadaan ensin osio. + g muuttaen ensimäi- 

sestä puolesta toiseen 

vid 149 

ja koska tuntemattoman % toinen korko nyt on sama kuin suu- 
ruus —¢4, niin sen itsensä, (x:n). pitää oleman suuruuden. — g 

toinen aluke joko lisä- tai poistomerkillä, sillä toinen aluke; on 
aina kaksi merkkinen. 

Tästä: seuraa nyt selvästi, että ne arvot tuntemattomalle (2), 

jotka toteuttavat yhtälön 

+9=0, 

övat HEP själf VE I 

13
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jota lyhyesti merkitään seuraavalla tavalla 

a=- 4. 

Todellakin saadaan, koska (+/—g=(—/— 9); pan- 
tiinpa kumpanen hyvänsä näistä arvoista x:n siaan yhtälössä 

22:49 = 0,4/= 0 +4=0, joka ,,on.sama kuin. — 44.9=0 
eli 0—=0. 

Kuin g on poistosuuruus ja — g siis lisäsuuruus, niin yh- 

tälön 2?+9=0 juuret ovat varsinaissuuruuksia, mutta jos g 

on lisä- ja — g siis poistosuuruus, niin yhtälön juuret ovat ku- 

vasuuruuksia. 

Niin esm. ovat yhtälön 

x—1=0 

juuret varsinaissuuruudet 7,=1 ja x,,= — 1, mutta yhtälön 

%2+t—=0 

juuret ovat kuvasuuruudet 2,=/—1 ja x,=—)=1. 

Yhtälöstä 

2? —9—=0 

saadaan samoin x,=3 ja 2,=—3, 
mutta yhtälöstä 

2? +9=0 

saadaan. a, =/—9=3/AGadtef=-Y/<9=-3/—1; 

Edellä on nyt nähty, että vaillinaiset toisen nousun yhtälöt 
yhdellä tuntemattomalla ovat helpot ratkaista. 

Jos sentähden täydellisestä yhtälöstä 

A. + px+g9=0 

saadaan muodostetuksi vaillinainen yhtälö jollakin toisella tunte- 

mattomalla (y esm.), jonka arvoista x:n etsittävät arvot helposti 

saadaan, niin täydellinenkin yhtälö 4 tulee näin ratkaistuksi. 

Pankaamme sentähden x:n siaan yhtälössä 4 kahden toisen 

tuntemattoman esm. y ja z summa, joten säadaan 

EY% ja 

(+297 tout + g= 0 eli ?+ (Oz+r)y+2?+p2+9=0.
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Tässä on nyt kaksi yhtälöä 

B. tyz 

C. + (22+my+2+25=+g9=0 
kolmella tuntemattomalla x, y ja z ratkaistavana ja koska tunte- 
mattomia on yksi enemmän kuin yhtälöitä, niin yhdelle tuntemat- 

tomalle voidaan antaa mikä arvo hyvänsä, joten toiset saavat 

määrätyt arvot. 

Yhtälö € tulee taas vaillinaiseksi, kuin z saapi semmoisen 

arvon, joka tekee toisen osion etukertojan (22 +) nollaksi. 

Tämä arvo tuntemattomalle z saadaan selvästi yhtälöstä 

D. 22 +p=0 

Näin on nyt saatu kolme yhtälöä B, € ja D kolmella tun- 

temattomalla ratkaistavaksi. Yhtälöstä D saadaan helposti 2 = 5 

ja kuin tämä arvo; pannaan 2:n siaan yhtälöissä B ja €, niin 

niistä saadaan 

%=y—5 ja 

yy 49=0. 

Kuin toisessa näistä yhtälöistä samankaltaiset osiot yh Z A 
2 

-5 yhdistetään ja tunnetut osiot muutetaan ensimäisestä puo- 

lesta toiseen, niin saadaan vaillinainen yhtälö 
= 

YA N 4, 

josta taas seuraa selvästi y = + fa Nämä arvot pannen y:n 

siaan edellisessä yhtälössä, x = saadaan vihdoin 
v 

p3 s 2 
X == sp 5 -5 eli X= =t+ Jaa x 

Nämä arvot x,= 

  

S S 

ND
 

  
2 =       

TÅ jaa, = -57
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ovat yhtälön 4 aN sillä ne toteuttavat sen, koska ne ovat SN 

summat z:n arvosta -5 ja y:nvitsekustakin arvosta + a 

  

2 

ja — nt jotka toteuttavat yhtälön C, joka taas on, sama 

kuin. 4, silloin kuin y +z = x. 

Nyt otamme, yhtälön 

2 +pxz+g9=0 

ratkaistavaksi vielä toisellakin tavalla. 

Kuin, osio g muutetaan yhtälön toiseen puoleen, niin saa- 

daan 

» + px ="--g eli 22 42.50 = — 4. 

Tämän yhtälön ensimäisestä puolesta saadaan kaksion (245 

toinen korko, kuin siihen pannaan alukkeen toisen osion (À toi- 

2 

nen korko (2). Jos sentähden yhtälön 2? 42.50 = —g kum- 

paseenkin puoleen panemme suuruuden g niin saamme selvästi 

yhtälön 
2 2 

På Bachs rit eli @+§) = =% 

josta selvästi’ seuraa 
  

  

siis aivan samat kuin edelläkin saadut arvot. 
Se on selvä, että jokainen sievennetty, toisen nousun yhtälö 

yhdellä tuntemattomalla voidaan ratkaista niin hyvin edellisellä 

kuin jälkimäiselläkin tavalla, mutta koska etukertojat p ja g yh- 

tälössä 

2 +px+y=0 

voivat merkitä mitä suuruuksia hyvänsä, niin yhtälön juuret
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LET      
‘p? : 2 

7 = 2823 4      
voivat myös merkitä minkä toisen nousun yhtälön yhdellä tunte- 

mattomalla juuria hyvänsä, jotka siis selvästi saadaan etukertojoi- 
den p ja g ratkaistavassa yhtälössä olevien arvojen panemalla 

niiden siaan kaavassa 

f 5t MÅ = 

Tämä kaava sisältää seuraavan säännön: toisen nousun yh- 

tälön yhdellä tuntemattomalla juuret saadaan yhtälö sieventäen 

ja toisen osion sievennetyssä yhtälössä etukertoja vastaisella mer- 

killä jakaen kahdella ja näin saatu osa enentäen sekä vähentäen 

toisella, alukkeella summasta, joka saadaan, kuin saman toisen 

osion etukertojan. jaettuna. kahdella. toinen korko lasketaan yh- 

teen kolmannen (tunnetun) osion kanssa vastaisella merkillä. 

Edellisen kaavan eli säännön mukaan saadaan, jos 4=0, 

RN +– SIISO—0SSIFJ„—JI. 

Jos taas p=0, niin silloin on 

  

2 

v= a ör 4 = 4VTdeli .=/—4jam,=/4, 

aivan samat kuin edelläkin saadut vaillinaisten yhtälöiden juuret. 
Tässä otamme esimerkiksi muutamia toisen nousun yhtä- 

löitä yhdellä tuntemattomalla, jotka edellisen säännön selitykseksi 
täydellisesti ratkaisemme. 

Olisko; nyt yhtälö 

3x +/22—4=x+1 

ratkaistava, niin alukemerkki on siitä ensin pois saatava, s. 1. s. 
siitä on johdettava toinen yhtälö; ' jossa: ei- ole yhtään alukesuu- 

ruutta. Jos sentähden osio 3x muutetaan ensimäisestä puolesta 

toiseen ja yhdistetään. samankaltaisen osion % kanssa ja näin saa- 

dun yhtälön puolet vihdoin korotetaan toiseen korkoon, niin sillä 

tavoin saadaan yhtälö
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2w2—4=(—zin+1)261j 
2.V2——4=;;;O2—.A+1, 

josta taas saadaan sievennetty yhtälö 

4a N. 

Tässä on nyt toisen osion etukertoja % ja kolmannen taas 

— 20, jonkatähden on selvästi 

7=—2+/4+% eli 
v=—2+17. 

Yhtälön juuret ovat siis ,= 1? ja 2,=—2. 
Olkoon nyt yhtälö 

Vx +2+1=)]2x—1 

ratkaistava, niin, kuin sen puolet korotetaan toiseen korkoon, 

siitä saadaan osioiden muuttamalla ja samankaltaisten osioiden yh- 
distämällä Esaa 

Sj SISE A 

Samalla tavalla saadaan taas viimesestä yhtälöstä sievennetty yhtälö 

2»? — 127. +8=0, 

josta seuraa 

2= YY -8 eli 

Alkuperäisen yhtälön toteuttaa ainoastansa x,= 6 +728. 

Olisko vielä yhtälö 

p br —1 
1—ax V, 1am 

ratkaistava, niin siitä saataisiin yhtälön puolet korottaen toiseen 
korkoon 

  

ax+1 bx—1 

Taz 1—4x 
(1 — ax)(ax + 1) = (1 — ax) (bx— 1) eli 

1 — ax = bx — 1 — abx? + ax, . 

(ab — a?)x? — (a+ 0)x+2=0, 

208 nasich 2 

AR ab — a? Kea 

, josta taas seuraa
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Viimenen sievennetty yhtälö ratkaisten saadaan sitte 

a+b V GÐ 3 
P= 3-5 + Ma — az ab — a 

josta helposti saadaan yhtälön juuret 

  

25. 
== Ja X= 

Kuin yhtälö 
2x — 6x +17=0 

on ratkaistava, niin siitä saadaan E puolet jakaen kahdella 

— 30 + Y = 

josta taas seuraa 

2= 34/2 eli 
=3$+V/-—% 

ja koska /— 25 on sama Kuin där 3) —1, niin yhtä- 

lön: juuret ovat ,a,=$+3]/—1 ja.m;=3—5)/=1, siis mo- 
lemmat kuvasuuruuksia. 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

  

Esm. 1. 2?2—10x2+21=0. 817, &,,+="3. 

Esm. 20 -4064/40-=8&'s=421 30 Gia, six 6. 

Esm. 3. — 4x +4 = 0. S PA 

Esm. 4. x? --17x—2=0. a hai 

Esm. 5. 2?—x—1=0. 2 =1xt/i= Lö 

Esm., 6. %—2x—2=0. 7=2, %,= Al 

> jäk jr lä Esm. 7. EN p in J = a 

Esm> 8. == 440; 0,500) 0,25 8815, =-4)/0,2. 

Esm. 9. 9x?—12x+4=0. D ta Ian
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Esm. 10. 

Esm. 11. 

Esm. 12. 

Esm. 13. 

Esm. 14. 

Esni. 15. 

Esm. 16. 

Esm. 17. 

Esm. 18. 

Esm. 19. 

Esm. 20. 

Esm. 21. 

Esm. 22. 

Muist. 

Esm. 23. 

    

  

  

  

  

  

31" ;"1:;/67 
;+;—5—0- TI + 

= ST 
9% — 12x = — 8. pA $, be v Á, 

113x — 312? = — 411. 2=5£, 2 

2? +16—== x. %=4; »=14. 

x 1—x 
Ts = S= 2,9 % = 5, X, = 2 

T-a —1+]85 
st aktin - 6 

4(5x — 7) 3 x—1/3= E103 
1y 3z +2 3 +y 

a n — 4) 1 
a? 2 

T= u 2=324, == a 

902? — 10a0x 4 2a? 2a—b a+ E EN S OMA n s FR 

) b? — abx — ab a 357 MT 085" 

SHIT 10x 
37 —1 Rap muin = — 
112? x = 180. OVAL 

Y3x —18+]/2x+7—=)V7x+1: HE 

Tätä yhtälöä ratkaistessa saatu toinen arvo x,,= — %8 

toteuttaa yhtälön AE AR yix +1. 

4,1 irj) 1. eli v i 

5 

j
s
"
 1 kd as 

= i) arki V=% 

: Tästä saadaan 

47 mät 2 2a2-ta6—0 S pés tu amab 

yt 402 902 20 SE muoto « 

josta edelliset arvot selvästi seuraavat.



Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

21 

29; 

. 26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

Wia Viat ia 
na Ja U msn" 

2 Via 2 2 mt 42 E 2n + mn ne 

2m—n 3m + 2n 
a mp Je pan et 

ab3x2 4 bd(1 + e)/c + bea? = 

=((ad + )l +) + Bide). 

dafe , 1+e 
ab-Fe ST M 

VÄ- (24+) =2-— a. %,= 0, 2,=1, a,=—4. 

abcx — a a abx—1 
lax(a FET Aal 1) obama ar 

24 + ola Let 3 
e AIP an 

1203m—3c7 + 202M—3cH3a — cf) = am-203x2. 
a, = 60%, 0,=——20053ct, 

PE x 

öd, ap ler silmin soti 
VS Vor a=1 

  

  

% = 

  

$ 2. 
Toisen nousun yhtälöiden yhdellä tuntemattomalla omituisuuksista. 

Nyt otamme toisen nousun yhtälöt yhdellä tuntemattomalla 

ja niiden juuret vielä tarkemmin tarkasteltaviksi. 

Edellä on nähty, että yleisestä yhtälöstä 

pe i = 

seuraa kaksi ensimäisen nousun, yhtälöä, nimittäin 

kie DW riita syyksi (n Lay Ad p A gjaz=5 KA
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eli kuin osiot toisista puolista muutetaan ensimäisiin 

Se == 

n 42 Jo g=0 ja E Amat 

Kuin näiden yhtälöiden puolet sitte kerrotaan toisillansa 

ensimäinen ensimäisellä ja toinen toisella, niin saadaan 

OR a 
FR 

N 

sillä kahden suuruuden (x s ja W — g väli kerrottuna nii- 

den summalla antaa tuloksi niiden toisten korkojen välin. 
Viimenen yhtälö on taas selvästi sama kuin 

2 +Px+g9=0. 

Kuin sentähden toisen nousun yhtälön yhdellä tuntematto- 

malla juuret itsekukin kerrallansa poistetaan tuntemattomasta ja 
näin saadut välit kerrotaan toinen toisella, niin tuloksi saadaan 

sievennetyn yhtälön ensimäinen puoli, joten on, kuin yhtälön juu- 

ria merkitään puustavilla & ja 2, 

#4 pa + q= (4 a)(a b). 
Tämänkötähden liene suuruuksia,. jotka. pantuina tuntemat- 

toman siaan toteuttavat yhtälön, ruvettu nimittämään yhtälön juu- 

riksi, koska yhtälö voidaan helposti muodostaa, kuin nämä suu- 

ruudet vaan ovat tunnetut. 

Edellinen toisen nousun yhtälön omituisuus voidaan myös 

seuraavalla tavalla todistaa. Jos- suuruus a on yhtälön 

a+ pxr+9=0 

juuri, niin kaksio (x — a) jakaa tarkoin yhtälön ensimäisen osion. 
Todellakin muodostuu tämä jako seuraavasti
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O2+2W+71O—C 
Fort ax UR 

-+ ax +px+g 
+F (0-H p)% +4 
F (a Hp) tar tFpa 

au ZRNA 
Osaksi on nyt saatu (2-4 +p) ja tähteeksi tuntematto- 

masta (x) vapaa suuruus (a? + pa + g), jonka pitää oleman nol- 

lan, koska se on se suuruus, joka saadaan, kuin a pannaan tun- 

temattoman (x) siaan yhtälön 

2 +px+9=90 

ensimäisessä puolessa ja a on yhtälön juuri, s. t. s. semmoinen 
suuruus, joka pantuna x:n siaan tekee yhtälön puolet yhtä isoiksi. 
Koska taas tähde on nolla, niin jako on tapahtunut tarkoin, j. o. t. 

Päin vastoin on taas suuruus a yhtälön 

+ pret+g=0 

juuri, jos kaksio (x— a) jakaa tarkoin kolmion (x+ pæ + q), 

sillä tähteen 4? + pa + g pitää silloin oleman nollan, koska jako 

ei muuten tapahtuisi tarkoin ja kuin a2+p4+g=(/, niin a 

silloin pantuna x:n siaan toteuttaa yhtälön ja on siis sen juuri. 

Koska nyt kaksio (x — a) jakaa tarkoin kolmion x? +7px + g, 

kuin a on yhtälön, 
P+px+9=0 

juuri ja osaksi saadaan, niin; kuin edellä on nähty, (2+4+7), 
niin tästä seuraa, että 

2? + px +9=(x—a)x+a+7)=0. 

Tulo (7 — a)(x+4a+p) on taas nolla, olipa kumpanen 

hyvänsä sen kertojista (7 — a) eli (2 +4+7) nolla, josta saa- 

daan 2—04=0 ja-z+a+p=10 eli o =a ja = —4—0p. 

Jos sentähden suuruus & on yhtälön 

2 + px+9=0..; 
juuri, niin suuruus (—a— p) on myös sen juuri ja edellinen 

sääntö: siis näin todistettu, koska 

(2 — a)(x— (—a— p) = +p +4.
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Tästä seuraa myös selvästi, että jokaisella toisen nousun 

yhtälöllä yhdellä tuntemattomalla on aina kaksi juurta, eikä voi 

olla usiampia, sillä tuloa (x — a)(x + a+p) ei muut suuruudet 

kuin a ja (—4—p) pantuina x:n siaan voi tehdä nollaksi. Jos 

taas suuruudet a ja (—4—p) ovat yhtä isot, niin yhtälöllä sa- 

notaan silloin olevan kaksi yhtä isoa juurta. Kuin yhtälön juu- 

ret a ja (—4—p) lasketaan yhteen, niin saadaan a — a —p= — p 

ja koska taas 4? +pa+g=0, niin tästä saadaan «(a +P)=—94, 

josta seuraa selvästi a4(—4—p) = g. 
Tästä nähdään nyt, että jokaisessa selvennetyssä toisen nou- 

sun yhtälössä yhdellä tuntemattomalla 

2 +pa+g9=0 
toisen osion etukertoja p on yhtälön juurien yleislasku-summa 
vastaisella merkillä ja kolmas, tunnettu, osio g on tulo yhtälön 

juurista. Tämä seikka voidaan suorastaankin todistaa. Merkitkäämme 
sitä varten yhtälön PL a:lla ja O:llä, joten edellisen mukaan 

on a = + en ja p=-P fag josta saadaan 
Fs JD 2 4 ARA 

ab= 5-5= —p ja ad = 

s ora man. ) las )= =( SUA mel 9/78 (17 mia 0 

j: 0. Í. 

Tästä on taas selvä, että kaksi suuruutta x ja y esm., 

joidenka summa x-y on yhtä iso kuin p ja tulo xy = g, ovat 

yhtälön 
—p2+9=0 

juuret. 

Edellisestä todistosta seuraa selvästi, että yhtälön 

+ pxe+g=0 
juuret, jos ne ovat varsinaissuuruuksia, ovat samamerkkiset, kuin 

niiden tulo, viimenen osio g, on lisäsuuruus, mutta vastaismerk- 

kiset, kuin se on poistosuuruus. 

Sievennetyn; toisen nousun yhtälön yhdellä: tuntemattomalla 

elukertojista voidaan jo päättää minkälaisia suuruuksia sen juuret 
ovat.
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Olisivatko yhtälön 

P+pre+g=0 

etukertojat p ja 9 lisä- ja siis —pja — g poistosuuruuksia, niin, 
koska 

yhtälön juuret ovat varsinaissuuruuksia kumpikin poistomerkillä , 

p? p? —- ".. " p? 
08 a g, koska 17? silloin on lisäsuuruus ja + a" G 

p? ti 8 suu? J & kisu ena a sti s.n 5 -0<3 os taas a = 4, niin yhtälön 

juuret ovat yhtä isot ja kumpikin = -5; 

Tässä tapauksessa onkin yhtälö ? + px +9=0 sama kuin 
2 2Y 2 

2 + px + T = (22 a) = 0, josta selvästi saadaan e+5 =4 

ja siis = —5- 

2 

Kuin taas T<4 niin yhtälön; juuret ovat: kuvasuuruuksia, 

2 

sillä silloin on 51 poistosuuruus, jonka toiset alukkeet ovat 

kuvasuuruuksia. 

Kuin taas p on lisä- ja 4 poistosuuruus (ja siis — g lisä- 
2 

suuruus), niin silloin on E 4 aina lisäsuuruus ja yhtälön juu- 

ret siis varsinaissuuruuksia mutta vastaisilla merkillä, koska 

v p taas on poisto- ja g lisäsuuruus, niin silloin ovat 
J 2 2 

yhtälön juuret varsinais- ja lisäsuuruuksia, kuin Z> sillä a 

v esta pl.men up sekä — 5 ovat tässä tapauksessa lisäsuuruuksia ja p Ä = Un
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2 

Kuin taas = niin yhtälön juuret ovat yhtä isot, kumpikin 

2 

— 5 mutta ne ovat kuvasuuruuksia, jos Et. 

Olisivatko vihdoin sekä p että 9 poistosuuruuksia, niin yh- 

tälön juuret ovat silloin varsinaissuuruuksia vastaisilla merkillä, 
= 

koska ee — 45. 

$ 3. 
Toisen nousun yhtälöiksi yhdellä tuntemattomalla voidaan 

monenlaisia korkeamman nousun yhtälöitä alennettaa ja semmoiset 
sillä keinoin ratkaista. 

Olisko nyt ratkaistavana esm. neljännen nousun yhtälö 

at pat+4=0, 
jossa ei kolmatta eikä ensimäistä korkoa tuntemattomasta x ole, 

niin siitä saadaan toisen nousun yhtälö, kuin siinä pannaan 2?=y, 

joten on æ = y" ja yhtälö muuttuu seuraavaksi: 

Y+ry+g=0. 
Tästä saadaan nyt selvästi 

sni a y aA 4. 

Yhtälöstä x? = y saadaan taas e=+])/y ja sentähden on 

Luu ie ? 110. 

Tästä nähdään nyt, että tuntemattomalla tämmöisessä yhtä- 

lössä on neljä arvoa, joista kaksi ja kaksi ovat vastinaisia suu- 
ruuksia, sillä ensimäisen alukemerkin alla on kaksi suuruutta 

jo Nilen (empel! AB 0070003980 
aa =—— 4 ja —3=—/1/——g ja kumpikin niistä voidaan E) an 4) ma Ty 1) I 

sitte otettaa niin hyvin lisä- kuin poistomerkilläkin. Niin saa- 
daan esm. yhtälöstä 

a! — 25x + 144 — 00,
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kuin siinä pannaan, x? =,y, toisen nousun yhtälö 

7 — 25y -+ 144 = 0, 

josta seuraa y,=16 ja y, =9. Kuin itsekukin näistä arvoista 
sitte pannaan y:n siaan yhtälössä x? y, niin siitä saadaan kaksi 

yhtälöä x? = 16 ja 2?=9, joista taas seuraa æ = t4 jax =t. 
Tuntemattomalla æ on siis neljä arvoa 2 =4, x= —4, 2,=3 

ja 2,=—3. 

Olisko vielä yhtälö 

ERT 177 =8 

ratkaistavana, niin siitä saadaan, kuin siinä pannaan x? = y, 

y'—Ty=$8 

ja sentähden 7;,=8 sekä y,=—1. Tästä seuraa taas 22 =8 
jane =1+—d-ja; sentähden on 2:=+2/2 ja = +/—1. 

Tuntemattoman x kaksi arvoa ovat siis varsinaissuuruuksia 

ja toiset kaksi kuvasuuruuksia. 

Olisko nyt mikä x:n tekemä /(x) hyvänsä. semmoinen, että 
yhtälö (x) = Æ, jossa Æ merkitsee tunnettua suuruutta, voidaan 

ratkaista, niin se on selvä, että silloin voidaan myös ratkaista 

yhtälö 

(0)? + 9/0) +4=0, 
sillä kuin tässä yhtälössä pannaan /(x) = z, niin siitä saadaan 

toisen nousun yhtälö 

pe P= 0 

= Fax y4.. Näin on nyt saatu kaksi yhtälöä, joista 

x:n arvot saadaan, kuin vaan yhtälö /(x) = £ voidaan ratkaista, 

merkitsipä Æ mitä’ tunnettua suuruutta; hyvänsä. Niin saadaan 

esm.» yhtälöstä: 

(a?:—3)? — 4? —3) 43 =0, 

kuin siinä pannaan ? — 3 — z, toisen nousun yhtälö 

2247 4:33 = 0;
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"jöstätuäSS-JU1"332,:3jx-12":1.Mimäs:näninipmmönööll 
SinäUFIniIIöSSFw2—-3:2SääctmmSjttölsäjssjwjööllnousull 

yhtälöä 

2—3=3 ja -3=1, 

joista seuraa % =/6, = —]6,.2;=2 ja a. = 2. 
Samalla tavalla saadaan yhtälöstä 

(a? — 2x 43) — Te — 2x + 3) + 12 = 0 

x,=0,2x,=2,20,=14+V2 = 2,14... jaz, = 1—V2=—0,414-- 

Nyt otamme vielä vaan muutamia 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. . 1. xt + 1225. = 74x. T =, A, 

Esm. 2. x! — 4028? — 1241 = 0). 2=+a/6= 2,449 ---a, 

T= +a/=2. 

Esm. 3. x'!4+2?—1=0. gula pm. S bS 

x = +/0,618-+-=+0,786--- ja 

x=+)/—1,618-.. 

Esm. 4. 18x!—6524247—0. 2x=+)/31=4+1,87---, 2=+1. 

. 2/36x —17=14+(6x—1). 2=1+3)/V21. 
Esm. 6. ((x—1)?— x)? — 8((7 —=1)?— x) +7=0. 2=0, 

= in
 3 Q
 

333 
X=, = 

Esm. 7. (22?—2x)(4—2%x—1))=0. e = a1, 2=2, 

x=-1 ja EVET 

Muist. Koska tulo on aina nolla, kuin vaan yksi siinä 
olevista kertojista on nolla ja kaikki muut äärellisiä suuruuksia, 
niin jokainen kerloja viimesen yhtälön vasemmassa puolessa voi- 
daan selvästi panna erikseenkin nollaksi, joten saadaan yhtälöt 

%—x%=0, 2—x(x—1)=0 ja 2+2(x—1) =0, joista sitte 

edelliset arvot tuntemattomalle œ helposti saadaan.
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Neljännen nousun yhtälöitä, jotka voidaan alentaa toisen 

nousun yhtälöiksi, ratkaistessa tullaan usiasti toinen aluke. otta- 
maan järkinäissuuruuden ja toisen alukkeen summasta eli vä- 
listä. Edellä olemme jo nähneetkin, että yhtälön 

To 
  

juuret ovat x= + —— + —— 4 ja jos nyt lyhyyden vuoksi 

panemme P4 ja —49=2, niin tämmöisiä yhtälöitä rat- 

kaistessa on (i aluke otettava seuraavan muotoisista suuruuk- 

sista: 

44VB, 
joissa 4 ja B merkitsevät järkinäissuuruuksia lisä- tai poistomer- 

killä ja B ei ole minkään lwun toinen korko, jolloin A+VB 
myös olisivat järkinäissuuruuksia. 

Tarkastakaamme nyt ensiksi tämän muotoisien suuruuksien 

A+VB ja VAEVB korottamista toiseen korkoon. Niin ovat 

esm. suuruuksien 3+]/5 toiset korot (3+/5)'=9+6/54-5 = 

= 14+6)/5. Sentähden on myös päin vastoin 

V14+6/5 =V14+/180=3+7/5. 

Samoin on (/3+]/2)'=3+2/6+2=54+/4 ja sentäh- 
den myös 

V5 +34 =/3 +3. 

Näistä esimerkistä nähdään jo, että niin hyvin suuruus 4+]/P 

kuin 4—]/P:kin voipi olla toinen korko kahden suuruuden summasta 

eli välistä, joista Loinen eli kumpikin on alukesuuruus. Sentähden   

voidaan usiasti tämmöiset suuruudet, VA+VB, selventää ja saada 

muotoon A'FVB' eli VATVB'. Tämmöinen selventämimen on- 
kin tärkeä seikka, sillä sen tehtyä, kuin se on mahdollinen, on 

vaan yksi eli kaksi yksityistä aluketta otettavaa, eikä enää alu- 

ketta alukesuuruudesta. 

Ottakaamme sentähden tutkittavaksi missä tapauksessa jä 

14
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mitenkä alukesuuruudet V4 +B saadaan selvennetyiksi muotooii 

A'+VB eli YVA +J/P, s. t. s., missä tapauksessa suuruudet 

A+//B ovat toiset korot itsekustakin toisista suuruuksista 4 +]/B' 

eli /4+]/B', kuin 4, B, 4 ja B' merkitsevät järkinäissuu- 
ruuksia lisä- taikka poistomerkillä. 

Ensiksi voidaan helposti todistaa, että kuin a +/0=4'+y”V, 

jossa a, D, a ja V merkitsevät mitallisia mutta 0 ja /0 mi- 

tattomia lukuja, niin silloin on myös a = d ja Vb = VV ,s.o.,b=V'. 

Todellakin saadaan yhtälöstä «a +7/0=d +V 

Yd=d—a+y/t 

ja tämän puolet korottaen toiseen korkoon saadaan taas 

HS ea V/V eli 

b (d — a) = Ud'— av. 

Viimesen yhtälön vasen puoli on nyt selvästi mitallinen suu- 

ruus, jonkatähden oikean puolen pitää myös oleman semmoisen. Mutta 

yU on mitaton luku ja KA — a)i sentähden » myös -mitaton, 

ellei 4 —4=0. Sentähden on d—4=90 eli a = o, josla taas 

seuraa, että 0 =V eli b=, j. o. t. 

Jos sentähden on A+VB=2-+y+ 2VxVy, niin silloin 
on. edellisen = todiston mukaan 4=2x+y ja VA. 2x- Vy, 

jonkatähden myös on — Va. Vy ja siis Aa 

=+ y— a-y. 
Olkoon nyt 

a +/B=x+y+2/4-Vy=(Ve+V/y), 
4—VB—=x+y—2/x-Vy = (Vx Yy), 

josta selvästi seuraa 

i V4+VB=V/a+//9. 
VÄ-VB=Vx— Vy. 

Kuin nyt yhtälöiden & puolet lasketaan yhteen, sekä toisen 
puolet poistetaan ensimäisen vastaavista puolista , niin niistä saadaan
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.—— . B 
A=2X+y ja VB=2)/%-Vy eli vy =F 

Edellisessä pykälässä on jo nähty, että suuruudet x ja y, 

B 
joidenka summa on A ja tulo 1 ovat yhtälön 

juuret. " j 

Viimeseslä yhtälöstä saadaan taas helposti 

A+ VAB A=VAÆA 
= hi Yki" aj 20 

Kuin nämä arvot sitte pannaan x:n ja y:n siaan yhtälöissä 

BZ niin niistä saadaan 

I 131 a BRL ER Van À 

Naer CK 

Jos nyt A — B on toinen korko jostakin suuruudesta C, s. t. s. 

jos YVA — B = C, niin se on edellisistä kaavoista selvä, että aluke- 

suuruudet VA+VB silloin voidaan selventää ja saada muotoon 

VA EVB joissa "= ja pit 4 Tässä tapauksessa   

on taas selvästi — VA+/B= (VA pe VAN 

Silte voipi vielä joko VA’ eli VB” olla järkinäissuuruus: 

Niin on esm. lausekkeessa 3+7, A4=3,B=8 ja siis 

sa 12, a kaavan 1 mukaan saadaan La 

niin. nyt. on £2— B=4— 22? ja kaavan.2 mukaan 
— 2 a 

saadaan u sine 2 ät 

Harjoitukseksi otamme muutamia
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Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 

Esm. 10. 

Esimerkkiä. 

V6£/11=/5+V3ja V6H/ll=-V5=xl1. 
V8—]/60=/5—)3 ja siis -V8—]/60=—)/5+Y/3. 

Vor po = V VSTES6/3 =V V8 =203 

öl j/a Si 6 kt 7/1 
2 2 2 

= 1⁄0, S 1005.. 

Júns I a S r 

= PH 1618. 

  

  

V2a+9/a2 — D? = Va + b ta — b (ajab ovat lukuja). 

V ay 4 22+22]/xy 42 =]/xy+2+2 (x ja y mer- 
kitsevät lukuja). 

Va—2/2—1=]/2—1—1. 
Yhtälöstä x! — 1222 4 =0 saadaan 

a=+V/6+/32=+(2+]"), s. t. s. 
2=t(2+/2) = 3,414... ja x:=+(2—7/9)= 
= :+0,585..… 

a4 — 1082 41=0. 2=+V/5+/24=+(/3+/9), 
s.t.s. 2=F(V3+7/2)=3,146.-., 

DFS) = +0,317-.: 

$ 4. 
Kysymyksiä, jotka ratkaistaan toisen nousun yhtälöillä 

yhdellä tuntemattomalla. 

Kys. 1. Luku 13 on jaettava kahteen osaan, joidenka 

tulo on 421; kuinka iso on silloin kumpikin osa?



213 

Kuin ensimäistä osaa merkitään æ:llä, niin toinen osa on 

silloin selvästi 13—2x ja koska osien tulon pitää oleman 421, 
niin tästä saadaan yhtälö 

T(13—2x) = 421, 

josta sieventäen saadaan 

x — 13x421 = 0, 

josta taas seuraa x =61' ja sentähden myös 13 —x=621. Luku 
13 on siis jaettava kahteen yhtä isoon osaan. 

Kys. 2. Mikä luku on kahden lwun a ja b keskisuhteinen? 

Suuruutta æ sanotaan suuruuksien a ja & keskisuhteiseksi, 

kuin a, % ja & ovat verrannolliset niin, että 

AES ED. 

Kuin nyt a, È ja œ merkitsevät lukuja, niin edellisestä ver- 

rannosta saadaan yhtälö 

SU 

josta seuraa x = Jab. 

Niin on esm. lukujen 2 ja 18 keskisuhteinen 6, lukujen 
5 ja 20 keskisuhteinen on 10 j. n. e. 

Kys. 3. Eräs neito vastasi kysymykseen, kuinka vanha 

hän oli: minun äitini on 40 vuotta vanhempi minua ja kuin äi- 

tini ikävuosien luku kerrotaan minun ikävuosieni hwulla, niin 

tuloksi saadaan Methusalem'in ikä 969 (vuotta). Kuinka vanha 

oli neito silloin? 

Kuin x:llä merkitään tyttären ikävuosia, niin äidin ikä on 

selvästi x +40 vuotta, josta neidon lauseen mukaan saadaan 
yhtälö 

a(t + 40) = 969 

ja tästä yhtälöstä saadaan sitte 2 =17 ja 2 = — 57. 

Suora vastaus kysymykseen on siis selvästi: 17 vuoden vanha. 

Muist. — Vastauksella — 57 vuotta on myös merkityksensä. 

Vuosi 57 vuotta ennen tyttären syntymistä oli nimittäin 17 vuotta 

ennen äidin syntymistä ja silloin oli tyttären ikä —57 ja äidin
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— 17 (vuotta), jotka suuruudet kerrottuina toisillansa antavat 

myös tuloksi 969. 

Kys. 4. Kuin eräs rykmentin päällikkö koetti asettaa vä- 

keänsä täysinäiseen neliöön, hän asetti nimittäin sivulle jälek- 

käin yhtä monta miestä kuin eturivissä oli rinnakkain, niin hä- 

nellä oli 39 miestä liäaksi, mutta häneltä puuttui 50 miestä jat- 

kaaksensa neliön sivua yhdellä miehellä, s. t. s. pannaksensa yh- 

den miehen lisää joka riiviin ja siis myös yhden rivin lisää ne- 

liöönsä; kuinka monta miestä oli hänen rykmentissänsä? 

Merkitköön nyt % miesten lukua ensimäisen neliön eturi- 

vissä, niin koko neliössä on silloin x-x=2x? miestä, koska siinä 

on % riviä ja joka rivissä x miestä. Koko rykmentissä on siis 

ensimäisen lauseen mukaan %?+39 miestä. Samoin on taas toi- 

sen lauseen mukaan koko rykmentissä (x +1)?—50 miestä. 

Tästä saadaan nyt selvästi yhtälö 

x + 39 = (x + 1)? — 50, 

josta taas saadaan œ = 44 ja ? +39=1975 miestä koko ryk- 

mentissä. : ; 

Muist. Edellinen yhtälö on kyllä toisesta noususta, vaikka 

ensimäisen osion etukertoja sievennetyssä yhtälössä on nolla. Sie- 

vennetty yhtälö on nimittäin 0-% —2x 4-88 — 0, josta saadaan 
z=M ja x = œ. Se on selvä, että ääretön suuruus pantuna 
x:n siaan edellisessä yhtälössä toteuttaa sen, sillä kuin: sen puo- 

88 . . "." 2 
let jaetaan x:n toisella korolla, niin siitä saadaan LI KI 

josta taas 06 = 0, kuin x = œ. " 

Kys. 5. Kolme työmiestä A, B ja O olivat samassa työssä 
ollessansa. yhteensä ansainneet 245 markkaa ja jokainen oli ol- 

lut työssä yhtä monta päivää, kuin hän oli ansainnut markkaa 

päivässä. A oli taas ansainnut markan enemmän päivässä kuin 

B ja B markan enemmän kuin C. Kuinka monta päivää oli 

sitte itsekukin heistä ollut työssä? 

Merkitköön nyt x C:n työpäivien lukua, niin P:n työpäivien 

luku on silloin x4+1 ja 4:n x+2. Koska taas jokainen an- 

sailsi yhtä monta markkaa päivässä kuin hänellä oli työpäiviä, 

niin heidän koko ansionsa oli selvästi
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22 4 (x 4 1924 (4-2)? = 245, 

josta yhtälöstä saadaan + =8 ja x =—10. Suora vastaus ky- 

symykseen on siis: 4 oli ollut työssä 10, P 9 ja € 8 päivää. 

Kys. 6. Mies maksoi verkakappaleesta kauppamiehelle 240 

markkaa; Jos hän olisi saanut 5 kyynärää enemmän samalla 

rahasummalla, niin silloin olisi kyynärä maksanut hänelle 4 m. 

vähemmän; kuinka monta kyynärää sai hän 240 markalla? 

Merkitköön taas x kyynärälukua, jonka mies osti, niin se 

. 240 i 
on selvä, että kyynärä maksoi a U koska xk. maksoi 240 m. 

Olisko hän taas saanut 5 k. enemmän samalla rahasummalla, niin 
240 a N 

silloin olisi kyynärä maksanut 29 m. Viimenen hinta on nyt 

kysymyksessä lausutun ehdon mukaan 4 m. pienempi kuin edel- 

linen, josta saadaan yhtälö 

  240 240 ey 

PSR g dä 

Tästä yhtälöstä saadaan sitte 2 = 15 ja x = — 20. Suora 
vastaus. kysymykseen on siis: 15 kyynärää. Todellakin maksoi 

kyynärä 16 m., kuin hän sai 154. 240 markalla; mutta jos hän 

olisi saanut 5 k. enemmän, s. t. s. 20 k. samalla rahasummalla; 

niin silloin olisi kyynärä maksanut 12 m., joka on 4 m. vähemmän. 

Poistava arvo — 20 k., joka edellisestä yhtälöstä saadaan 

tuntemattomalle x, voidaan, sen merkistä huolimatta, pitää suo- 

rana vastauksena kysymykseen: mies. möi verkakappaleen 240 

markasta; jos hän olisi antanut 5 k. vähemmän samasta raha- 

summasta, niin hän. olisi saami 4 m. enemmän kyynärästä; 

kuinka monta kyynärää möi hän? 

Kuin nyt x merkitsee kyynärälukua, jonka mies myöpi ver- 

kaa, ja kysymys ratkaistaan samoin kuin edellinenkin, niin siitä 

saadaan x =20 ja = —15. Samat arvot olisi saatu tuntemat- 
tomalle, jos edellisessä yhtälössä olisi pantu —%x x:n siaan, s. 

t. s. jos ostaminen olisi muutettu myömiseksi. 

Kys. 7. Kaksi kauppiasta A ja B, möivät verkaa eri hin- 

nasta, A ? kyynärää enemmän kuin P, ja saivat yhteensä 350



216 

markkaa. Sitte sanoi A B:lle: minä olisin saanut 125 m., jos 

olisin myönyt verkaani yhtä monta kyynärää kuin sinä; tähän 

vastasi B: minäpä olisin saanut 240 m., jos olisin myönyt ver- 

kaani yhtä monta kyynärää kuin sinä; kuinka monta kyynärää 

möi nyt itsekukin heistä? 

Merkitköön nyt % kyynärälukua, jonka 4 möi, niin P möi 

silloin x —3 kyynärää. Koska taas 4 olisi saanut 125 m.x—3 

kyynärästä, niin kyynärästä sai hän s=3 m ja x kyynärästä   

125 
sils 2: 3 m. Samoin huomataan, etlä P sai verastansa = 

240 
uuden inn m. Nämä rahasummat tekevät taas yhteensä 350 

  

markkaa, josta seuraa yhtälö 

125x — 240(x—3) 
suu thuk 4 OM 350 

ja tästä yhtälöstä saadaan sitte 2 =18 ja 2=8. Tähän kysy- 
mykseen saadaan siis kaksi eri vastausta: 4 möi 18 ja B 15 k. 
eli 4 8 ja B 5 k. 

+ Kys. 8, Kauppias möi 11 markasta kauppatavaran, jolla 

hän sai voittoa yhtä monta. sadalta, kuin hän oli maksanut 

markkaa myödystä tavarasta; kuinka paljo oli hän siitä mak- 

sanut? 

Merkitköön taas x markkalukua, jonka hän oli maksanut ky- 

symyksessä olevasta tavarasta, joten hänen voittonsa oli (11 —2) m. 
Tämän voittonsa sanottiin tekevän % sadalta ja sentähden 

100 markalta ja x markalta vihdoin 100 Tästä saadaan yhtälö 

x? 

11—4=-— ONES! 
josta taas seuraa 2 =10 markkaa. 

Kys. 9. Kauppias, joka oli alottanut kauppaliikkeensä a 

markalla, menetti ensimäisenä vuotena, mutta toisena vuotena 

voitti hän yhtä monta sadalta, kuin hän ensimäisena vuotena oli 

menettänyt ja tämä toisen vuoden voittonsa teki b markkaa;
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kuinka monta sadalta menetti hän ensimäisenä ja voitti toisena 

vuotena? 

Kuin % merkitsee lukua, jonka kauppias ensimäisenä vuo- 

tena menetti sadalta, niin hävikkinsä markalta oli silloin 100 Ja 

a markalta siis 0100 markkaa. Toisen vuoden alussa oli hä- 

5! .. ax . . . 
nellä siis kauppaliikkeessänsä (a— 595) m. ja voittonsa, joka 

toisena vuotena oli æ sadalta, oli edelliseltä summalta selvästi 

CON 10 . .. 
kaif iao m. Tämän voiton sanottiin taas olevan & m., 
N 

josta selvästi seuraa yhtälö 

(a— CN y 

100/1007” 
......., ; a— b 

Tästä yhtälöstä saadaan sitte 2=50(1 n 

Kys. 10. Rahakauppias osti kaksi velkakirjaa, jotka oli- 

vat lunastettavat, toinen 8151 markalla 9 kuukauden kuluttua 
ja toinen 6864 markalla 8 kuukauden kuluttua; edellisestä mak- 
soi hän 1200 markkaa enemmän kuin jälkimäisestä. Kuinka 

monta sadalta luki hän kasvua rahoillensa? 

Merkitkäämme x:llä lukua, jonka hän otti sadalta kuukau- 

dessa, joten vuotuinen kasvu on 12x sadalta, niin 9 kuukauden 

kasvu on silloin 9x ja kahdeksan taas 8x sadalta. Se on nyt 

selvä, että 100 m. 9 kuukaudessa kasvaa 100 +9x markaksi ja 

100 + 8x markaksi 8 kuukaudessa, kuin x on kasvu sadalta kuu- 

kaudessa.  Rahasummat ja niiden loppu arvot saman a'ian ku- 

luttua ovat taas verrannolliset, kuin niistä maksetaan yhtä monta 

sadalta vuotuista kasvua. Tästä saadaan nyt selvästi seuraavat 

verrannot, kuin velkakirjain rahakauppiaan ne ostaessa olevia ar- 

voja merkitään z:lla ja z':lla, 

100: (100 + 9x) = 2 :8151 

100: (100 + 8x) = 7: 6864, 

100-8151 . , 100-6864 

1003 9x N 771004 87' joista taas seuraa 2 =
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Kysymyksessä sanottiin myös ensimäisen velkakirjan sikäläi- 
sen" arvon z olevan 1200 m. isomman kuin toisen z’. Tästä 

saadaan. vihdoin. yhtälö 

100-8151 _ 1006864 PHAROS SALAIN Min 19 
40019 100180 1 

josta seuraa 2=1 ja 2 =—20,5.. Suora vastaus kysymykseen 
on siis % sadalta kuukaudessa, joka tekee 6 sadalta vuodessa. 

Kys. 11. Mikä on kantaluku siinä lukujärjestyksessä, jossa 
meidän (kymmen-lukujärjestyksen) luku 235 kirjoitetaan 454? 

Meidän lukujärjestyksessämme on 10 kantalukuna, s. t. s. me 

luemme ykkösiä 10:een asti, sitte kymmeniä, 10 - 10 = 102= satoja, 
10.10.10 = 10 — tuhansia j. n. e. Samalla tavalla voitaisiin 
joku toinenkin kokoluku x ottaa kantalu'uksi, johonka asti luet- 

taisiin ykkösiä, sitte kantalWun toisia korkoja æ”, sitte 2? j. n. e. 

Lwussa 454 on, kuin % on kantaluku, selvästi 4 + 35% + 4x? 

ykköstä ja koska se kymmen-lukujärjestyksessä tekee 235, niin 

tästä. saadaan yhtälö 

x? 458 +4= 235, 

josta seuraa =7 ja = — 33, Vastaus kysymyksen on siis: 7. J 4 J 

Kys. 42. Mitenkä paljo pitää a tuuman pituista suoraa 

viivaa jatkettaman, kunneka suorakulmio, jonka alkuperäinen ja 

koko jatkellu viiva sisältävät, tulee yhtä isoksi kuin neliö jät- 

kolla? 

Merkitköön nyl x (tuumaa) jatkon pituutta, niin koko jat- 

ketun viivan pituus on sillloin selvästi (4 + %) t. ja kysymyksessä 

lausutun ehdon mukaan saadaan yhtälö 

a(a +œ) = 2, 

(1V5) josta sitte seuraa 2 =" Vastaus kysymykseen on siis: 

..,. 14 
viiva pitää jatkettaman TV a 1,618.:-Xa tuumalla. 

. , . "1–5 
Muist. Tuntemattomalle saatu poistava arvo stt a J) = 

= — 0,618--Xa t vastaa, kuin se otetaan lisämerkillä, kysy-
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mykseen: kuinka paljo pitää suorasta viivasta a leikattaman pois, 

kunneka suorakulmio, jonka koko viiva ja jälelle jäänyt kappale 

sisältävät, tulee yhtä isoksi kuin neliö pois leikatulla kappaleella? 

Tästä nähdään taas, että poistosuuruus merkitsee lyhennöstä , kuin 

lisäsuuruudella merkitään jatkoa. 

Kys. 13. Suorakulmaisen kolmikulman suoraa kulmaa vas- 
ten seisova sivu on a tuuman pituinen ja toinen sivuista, jotka 

reunaavat suoran kulman, on b tuumaa pitempi kuin toinen; 

kuinka pitkät ovat silloin kaksi viimeksi mainittua sivua? 

Merkitköön % t. lyhemmän etsittävistä sivuista pituutta, jol- 

loin pitempi on (x+) tuuman pituinen. Tästä saadaan nyt 

selvästi (Eukl. kirj. 1 esit. 47) yhtälö 

Bunte kb dh, 
Josta laas Sela org < 

  
2—0? 

Lyhempi suoraa kulmaa reunaavista sivuista on siis — = 

.. ,. i b DUE A 5 
tuuman pituinen ja pitempi sentähden N — += 

b 20? .. 
SE tuuman pitumen, 

Kuin näiden sivujen pituuksien pitää oleman varsinais- sekä 

lisäsuuruuksia, niin sentähden pitää myös oleman b SY22 b, josta 

seuraa E eli 1 ja. tässä p myös Oea l s 

oin; Tra myös sivujen ad kuvasuuruuksia, . Olisivatko suoraa 

kalmaa reunaavat sivut taas yhtä isot, niin silloin olisi &==0 ja kum- 

df? = 0,707 pikin sivu Sigt RT . >a tuuman pituinen, 

Kys. 14. Luku a on jaettava kahteen osaan, joidenka 

tulo on luku b; kuinka ison pitää kunkin osan oleman? 

Kuin x merkitsee toista näistä osista, niin toinen on silloin 

a —2x ja kysymyksessä lausutusta ehdosta saadaan yhtälö 

MA — x) = 0, 

; i — a Anni 10. x . 
josta silte saadaan x = SES — 0 ja sentähden toinen osa 

oi £:
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4—2=5 E Pisun È —b. Tässä voipi siis x merkitä kumpasta 

osaa hyvänsä, koska kumpikin x:n arvoista on etsitty osa lu'usta a. 

Kuin a:n osien pitää oleman lukuja, samoin kuin a itsekin, 

..... (42.. då 
niin silloin ei saa olla bar sillä jos D> niin x:n arvot ovat 

silloin kuvasuuruuksia ja kysymys tavallisessa merkityksessä mah- 

dotoin ratkaista. — Yleislaskussa voidaan kyllä luusta a poistaa 

.. a kas 
minkälainen suuruus a+ F —b hyvänsä ja tähdettä merki- 

tään suuruudella E ja poistettavan ja tähteen tulo 

on kyllä %, mutta ne eivät ole samankaltaisia suuruuksia kuin 

luku a, jos 1 

Nyt on nähty, että osien tulo & korkeintaan voipi olla yhtä 
2 

iso kuin +. Tällä tavoin saadaan siis vastaus kysymykseen: 
4 

kuinka isojen pitää lwun a kahden osan oleman, kuin niiden 

tulon pitää oleman isoimman? Edellä on nähty että tulo & voipi 

. a RA 
korkeitansa olla a Kuin taas D niin silloin on x:n kum- 

.. Q .. . ." 
pikin arvo 3 ja vastaus kysymykseen on siis: Iw'un a osien pitää 

2 
oleman yhtä isojen, s. t. s. luku a on jaettava kahtia, jos osien 
tulon pitää oleman isoimman. 

Tästä nähdään nyt, että kuin tuntemattomalle jostakin toi- 
sen nousun yhtälöstä saadut arvot ovat kuvasuuruuksia, niin ky- 

symys, josta yhtälö on saatu, on mahdotoin ratkaista, s. t. s., 

siinä lausutut ehdot ovat mahdottomia. Mutta tämmöisistä ar- 

voista voidaan myös, niin kuin edellä on nähty, usiasti huomata 

mikä on isoin eli pienin arvo, jonka joku saman tuntemattoman 
tekemä voipi saada ja näin löytää se arvo tuntemattomalle, joka 

pantuna sen siaan tekemässä antaa sille isoimman eli pienimmän 

arvon. Suuruuden x tekemän /( x) isoimmaksi arvoksi sanotaan taas 

jokaista sen arvoa, joka on isompi kuin sitä läheiset arvot. Samoin 

sanotaan tekemän /(x) pienimmäksi arvoksi sen jokaista arvoa,
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joka on pienempi kuin sitä läheiset arvot. Olisko esm. /(x) = 4, kuin 

x = a ja A isompi kuin ne arvot, jotka (x) saapi, kuin x saapi pie- 

nemmän. eli isomman arvon 4 — / eli a- (% tarpeiksi pieni luku), 

niin A:ta sanotaan silloin tekemän /(x) isoimmaksi arvoksi. Kuin 4 

taas on pienempi kuin ne arvot, jotka tekemä /() saapi, kuin vapaasti 

muuttuvainen æ saapi vähä pienemmän eli isomman arvon 4 —% 

eli 4+%, niin silloin sanotaan 4:ta /(x):n pienimmäksi arvoksi. 

Näistä määrityksistä huomataan helposti, että samalla tekemällä voipi 
olla usiampiakin niin hyvin isoinpia kuin pienimmiäkin arvoja. 

Tässä otamme muutamia esimerkkiä, joissa jonkun suuruuden isoin 

eli pienin arvo voidaan saada toisen nousun yhtälöstä. 

Kys. 15. Millä kaikista yhtä isoista suorakulmioista, joi- 

denka laajus on a neliötuumaa, on pienin ympärys (sivujen 

summa)? 

Se on selvä, että suorakulmion sivut voivat olla muuttuvai- 

set ja laajuus muuttumatoin, kuin vaan toinen niistä sivuista, 

jotka sisältävät suorakulmion, pitenee samassa suhteessa kuin toi- 
nen lyhenee. Kuin nyt x t. merkitsee suorakulmion yhtä sivua 

ja y ympärystä, niin toinen sivu on silloin 5—% t., koska vas- 

takkain seisovat sivut ovat yhtä isot ja 5 sentähden kahden si- 

vun summa. Se on taas selvä, että, kuin x pidetään vapaasti 

muuttuvaisena, y on sen tekemä. Koska nyt æ t. ja (f Ju 

ovat niiden sivujen pituudet, jotka sisältävät suorakulmion ja a 
n.t. on sen laajuus, niin tästä saadaan yhtälö 

(Le S 
josta sitte helposti saadaan 

".." Y Yep 
l TA =—— 4 t. oinen sivu x Ea a t 

tel 

ja siis toinen (3 a) =1F pe sagal. 

Jos nyl x:n arvoissa, jotka ovat suorakulmion sisältävien
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y 
16 

— a alukemerkin alla olisi poistosuuruus, jolloin x:n ar- 

sivujen pituudet, olisi 7 <a, josta seuraisi y<4]/a, niin suu- 

2 

16 
vot olisivat kuvasuuruuksia. Pienin arvo, jonka suorakulmion ym- 

pärys voipi saada, on siis Aya t. Mutta kuin y =A4Va eli 

lax niin silloin on x:n kumpikin arvo == fa j ta- i £ : plikin arvo pan ana ja suora 

kulmio on sentähden neliö, jonka laajuus on a n.t. Tästä huo- 

mataan nyt selvästi, eltä kaikista yhtä isoista suorakulmioista ne- 

liöllä on pienin ympärys. 

Kys. 16. Mikä luku pantuna x:n siaan antaa lausekkeelle 

ruus 

  

2 

3 = a pienimmän arvon? 

Olkoon 

dA ...." 3ytVIy?— I 
= isa y, NiIN siltä seuraa X = MENY, 

Kuin x:n pitää oleman varsinaissuuruuden (lwun), niin. sil- ” 

loin ei saa olla 902<16. Pienin arvo, jonka y voipi saada, on a i 
siis 4, jolloin on a=")=2, Lauseke sA saapi. siis pie- 

2 3x 
nimmän arvonsa, kuin 2 pannaan x:n siaan lausekkeessa. Tämän 

., " " . E ad 4: 
voipi myös helposti huomata x:n siaan lausekkeessa —> — isom- 

DS 
pia sekä pienempiä lukuja kuin 2 panemalla, joten lauseke aina 

saapi isomman arvon kuin 4. 

Kys. 17. Kuin jännettä ympyrässä. muutetaan, pannaan 

lähemmäksi keskipistettä eli etemmäksi siitä, niin suorakulmio, 

jonka tämä jänne ja sitä vasten keskipisteestä kohtisuoraan ve- 

detty suora viiva sisältävät, muuttuu myös isoutensa puolesta, 

tulee isommaksi eli pienemmäksi; kuinka kaukana on sitte jänne 

keskipisteestä silloin, kuin mainittu suorakulmio on isoin? 

Merkitköön nyt 7 (tuumaa) ympyrän säteen, æ 1. keski- 

pisteen ja jänteen välillä olevan matkan, s. t. s. keskipisteestä 

jännettä vasten vedetyn kohtisuoran viivan pituutta ja y (neliö- 

tuumaa) kysymyksessä olevan suorakulmion laajuutta. Puolen 

jänteen pituus on nyt selvästi yr — a? ja koko jänteen siis 

2]/72 — 2? 1. ja kysymyksestä saadaan sentähden yhtälö 
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2/7? — WL =Y, 

rar E 

O 
y:n isoin arvo' on 7? ja kuin y=7? eli y?=7%, niin silloin on 

josta taas seuraa 2? = Tästä nähdään nyt, että 

r? 

2 oi aS t. ja jänteen pituus 2/72 — 22=2r/5=r21. 

Mutta r /2 t. on ympyrään piirretyn neliön sivu. Tässä tilassa 
oleva jänne on siis ympyrään piirretyn neliön sivu ja suorakul- 

mion, jonka jänne ja sitä vasten keskipisteestä kohtisuoraan ve- 
detty viiva sisältävät, laajuus on yhtä iso kuin neliö ympyrän 

. EE 
säteellä, sillä x- 2/7? — a? a F25 

Kys. 18. Mikä neliö on pienin kaikista neliöistä, jotka 

voidaan piirtää tunnettuun neliöön? 

a a B Merkitköön 4# = s alkuperäisen neliön 

" §isunj)jinutin,-43=FL:67":227:23 
Ir neliöiden läheisien kulmien 4 ja £ väliä 

DY ja Y alkuperäiseen neliöön piirretyn ne- 

J] lön laajuutta, niin nyt on linja £P=s—2x 

ja sentähden on 

(s — 7)? + a? = y, 

    

D = dän € 
koska Æ =y ja EL? = EB" + BI. Edellisestä yhtälöstä saa- 

J/Dy — 32 
daan taas ri ii , josta huomataan y:n ei voivan saada 

s? 
. .F " .. 
!SIISIIIJÄF31";70314uIU—"."inniäinniin— niin silloin on 

2 JON 

aR a Neliöön piiretty neliö on siis pienin, kuin jälkimäisen 

kulmien käret ovat keskellä edellisen sivuja. Tässä tilassa on 

pienempi neliö puoli isommasta ja sen (pienemmän) sivu on yhtä 
pitkä kuin puoli isomman lävistäjää, sillä FG = Vy=s/1= 15/2 

ja alkuperäisen neliön lävistäjä on s/2. 

Kys. 19. Kuin kolmikulma ABC on tunnettu ja siitä pitää 

aseman AP kanssa yhtä suuntaisella suoralla viivalla DE leikat- 

taman osa DCE, joka on koko kolmikulmaan samassa suhteessa
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kuin luku m lukuun n, s. t. s., joka on z koko kolmikulmasta, 

niin mistä pisteestä D sivulla AC on viiva DE silloin vedettävä? 

Olkoon nyt 4C=0 ja CD = x. Koska 

nyt DE on yhtä suuntainen aseman AB 
kanssa, niin kolmikulmat DEC ja ABC 
ovat mukaiset keskenänsä ja sentähden sa- 

massa suhteessa toinen toiseensa kuin ne- 

liöt heidän kaimassivuillansa, s. t. s. 

ADELU: NABO = D0: AC Mutta nyt 
on ADEC: A ABC = m:n ja DC = x sekä 

AC =b, josta siis seuraa 

  

A B 

Z n TTO 

Tästä saadaan taas yhtälö 

NERO 

josla sitte saadaan 

m 
a. EN a n 

Poistava arvo nar ei voi olla vastaus kysymykseen. 

Jos taas kolmikulma ABC olisi samalla tavalla vedetyillä 
viivoilla jaettava usiampaan osaan p, g, 7, s j. n. e., niin silloin 

leikattaisiin kolmikulmasta ensin osa p, sitte osa p + g, sitte osa 

P+ g+r j.n. e., jolloin toinen osa g olisi ensimäisen ja toisen 

jakolinjan välillä, kolmas osa 7 toisen ja kolmannen jakolinjan 
välillä j. n. e. 

Pisteen € ja sivulla 4C olevien pisteiden, joista aseman 4B 

kanssa yhtä suuntaiset jakolinjat ovat vedettävät, välit saadaan 

sentähden kaavasta œ., kuin siinä pannaan ensiksi m=7p, sitte 

m=0p+ g, sitte m=p+g9+r7rjne,pt+g+7+-=nr. Kuin 

X, X, x" j. n. e. merkitsevät mainittuja väliä, niin silloin on 

selvästi 

v =9]/?, v = rin. v" = J j. n. e 

n n n
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Olisko kolmikulma jaettava esm. kolmeen osaan, jotka ovat 

toisiinsa samoissa suhteissa kuin luut 3, 4 ja 5, niin silloin saa- 

taisiin selvästi 

BRU BR jady U 7037 mA 

Kys. 20. Ympyrän säde r on tunnettu; kuinka pitkät ovat 

silloin ympyrään piirretyn suorakulmion sivut, kuin sen leveys 

on pituuteen samassa suhteessa kuin luku m lukuun n? 

Olkoon sivu 4C(= suorakulmion leveys) 
=, niin sivu PO(= suorakulmion pituus) 

p On silloin selvästi = =, koska 40: B0 = 

=m:n Mutta nyt on taas 4C2+ BC = 

= APA sat s. 

  

002 
V” += 4r?, 

5 2mr . " nx 
josta) Saadat & = 40= <2vrjavsentähdem! <==1P 0= 

ym? + n? m 

e 

ym? + n? 

Olisko neliö P ympyrään, niin silloin olisi 72 = 

ja siis neliön sivu == V2-r. 

Kys. 21.") Säännöllinen n-kulma on piirretty ympyrään, 

jonka säde (=r) ja säännöllisen n-kulman sivu (= s,) ovat tunne- 

lut ja nyt on etsittävä: 1:ksi säännölliseen n-kulmaan piiretyn ym- 

pyrän säde o,, 2:ksi alkuperäisen ympyrän ympäri piirretyn sään- 

nöllisen n-kulman sivu S, 3:ksi samaan ympyrään piirretyn sään- 

nöllisen 2n-kulman sivu s, , d:ksi ympyrän ympäri piirretyn sään- 

) Säännöllinen n-kulma on suoraviivainen kuvio, jonka sivujen 

luku on % ja jonka sekä sivut keskenänsä että kulmat keskenänsä 

ovat yhtä isot. Säännölliseen kuvioon piirretyn ympyrän sädettä sa- 

notaan kuvion apotemiksi ja se on tärkeä tuntea, sillä tämmöisen ku- 

vion laajuus on helppo saada laskemalla, kuin sen Pora kerran on 

tunnettu. 

15
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nöllisen 2n-kulman sivu S, , 5:ksi ympyrään piirretyn säännölli- 

sen n-kulman laajuus a , 6:ksi ympyrän ympäri piirretyn sään- 

nöllisen n-kulman laajuus dä Ja vihdoin 7:ksi ympyrään piirre- 

tyn säännöllisen 2n-kulman laajuus a, sekä 8:ksi ympyrän ym- 

päri piirretyn säännöllisen 2n-kulman laajus A, . 

Tässä ovat nyt C4=(CF=r 

ja AB = BM = s tunnetut, mutta 

etsittäviä ovat CG=0,, DE=S5S, 
AF=5,, sekä S, , a, A,, a,, ja 
4, Kolmikulmassa 4GC on kul- 
ma 4GC suora, jonkatähden myös 

on 4C— 46406, si tys, 

n =o?+is? josta seuraa   

  

— /r2:— 15? 1. 0, =Vr= 152. 

Koska taas kolmikulmat AGC ja DFC ovat mukaiset (Eukl. 

kir. 6 esit. 4), niin tästä saadaan CG: GA= OF:FD, s. t. s. 

0,235, ="!'18 josta seuraa 

E 1 
2. ja s E 

Kolmikulmasta 4FG saadaan taas AF2—= AG? + GF. Mutta 

GF = (CF — CG, s. t. s, GF=r—0, ja sentähden on 48? = 

AGCO O0 SO Sat taja a 

+ 7? — 2ro, + 0, Kuin sitte o,:n siaan edellisessä yhtälössä 
pannaan sen arvo yhtälöstä 1, niin siitä saadaan s? = 

  

= 27? — Ar Vr? — 1s 2 — 2r(r — 0,), josta vihdoin seuraa 

$ S= V) V9 — 2r r/r — 

Yhtälöstä 2 saadaan sitte S,, N arvo, kuin s,:n siaan siinä 

pannaan s,, eli sen arvo yhtälöstä 3. Näin saadaan 

= n rV22— 2r/12—1 

” Yr- PA 10 1(22 — s 15. sek



TR — a A (2r?—2r]/r2— 15 elää 

Van +2 Is? Värt — Arg? — 1. 

AT 2/0215, 15,7) 

bir ENSE 8, 

  
  

» josta vihdoin saadaan 

Ua. Yr — {s 15, a USE o d 

am = 
Sn Sn 

4.   

Kolmikulma on taas yhtä iso kuin se suorakulmio, jonka 
kolmikulman korkeus ja muk asemata sisältävät. Sentähden on 

A ABC = 0CG-46=0,:35, ja koko säännöllinen n-kulma siis 
170,8). Kuin tässä p:n siaan sitte pannaan sen arvo yhtä- 

löstä 1, niin siitä saadaan 

ET n PRO EL 2 
5. On = 3 Q1, $n = $ ns,yr än: 

Kolmikulman DEC korkeus on taas= CF=7 ja asema DE=S,. 

Sentähden on A DEC=43r$, ja ympyrän ympäri piirretyn sään- 

nöllisen n-kulman laajuus 4, =477rS,. Kuin tähän sitte pannaan 

S :n arvo yhtälöstä 2, niin siitä saadaan 

2 2 6 = US SÖT GS NR ; 

` nu a RAR 
2yr? — 182 Qn Qn 

Kuin taas n:n siaan yhtälössä 5 pannaan 2», niin siitä saa- 

daan selvästi ympyrään piirretyn säännöllisen 2n-kulman laajus. 

ii — 1.9 2102 — 2 1,2 i i Niin on a, =3-2ns,, /r?—152. =ns, /r?—152, ja kuin tähän 

sitte pannaan s, :n arvo yhtälöstä 3, niin sillä tavoin saadaan 

— 2 2 17.2 21 2 2 2 a, = nV 2r — 2V — 152 Vr 1 (277? — Ur]/r2?— 15% 2) = 

= 3nV2r? — 97/7 IST Via 2r/r?— 152 , josta vihdoin 

seuraa 

= E LEN N 2 1. 0,5 = In ET af X a 140 

Viimeiset arvot a, :lle saadaan helposti sen ensimäisestä ar- 

vosta ja yhtälöistä 5 ja 6. Koska taas on a, =]/4,-a,, niin 
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tösttiööuruu2;":4"-"""j38ii52":53;—c;2""4""8,t"5.;6t"t3i 
ympyrään pirretty säännöllinen 2n-kulma on ympyrään ja sen 
ympäri piirrettyjen säännöllisten n-kulmain keskisuhteinen. 

Ympyrän ympäri piirretyn 2r-kulman laajus on taas sel- 

västi 2n kertaa suorakulmio, jonka ympyrän säde 7 ja 2n-kul- 

man puoli sivua 18,, sisältävät. Tästä saadaan siis 4, =2n-r18, = 

NS,» josta taas yhtälön 4 avulla saadaan 

2n — S 

Kys. 22. Ympyrän säde r on tunnettu ja etsittäviä ovat 

muutamien ympyrään sekä sen ympäri piirrettyjen säännöllisten 

monikulmain sivujen pituudet sekä mainittujen kuvioiden laa- 

juudet. 

I. Kolmikulma ja kuusikulma. 

D 
Nyt on 4C=DC=r tunnettu ja 

etsittäviä ovat AB = AD = s, sekä S, 

s S O A, a, JA Age Yhtälön 9 

edellisessä kysymyksessä mukaan on 

Sö =V2r2— r/r — 3 15,? ja koska s,=" 

A B —(Eukl. kirja 4 esit. 15, seuraus), niin 

tästä seuraa yhtälö 
F 

r=V2— 2r — 1s”, 

josta sitte helposti saadaan 

1. $3 = 1/3 15732. X r. 

Sentähden on taas yhtälön 1 edellisessä kysymyksessä mu- 

kaan CE = 0, = 3/2 — Vir2, josta seuraa 

2. 0 n = 0,557. 5) 

+) Ympyrään piirretyn yhtäsivuisen kolmikulman sivu saadaan 

siis, kuin joku ympyrän säde leikataan kahteen yhtä isoon osaan ja 

jakopisteestä vedetään jänne kohtisuoraan mainittua sädettä vasten.
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Ympyrään piirretyn yhtäsivuisen kolmikulman sivun pituus 

= s, saadaan helposti, joskohta samaan ympyrään piirretyn sään- 

nölisen kuusikulman sivun pituus s, =7 ei olisikaan tunnettu. 

Todellakin saadaan kolmikulmasta A4DE AD? =4F2+(DC+ CE. 

Kolmikulmasta 4C£ saadaan taas 4C2=42?+ CP, josta seuraa CE= 

m K AF?. Sentähden on 4D?=4F2+(DC+/402— AF2)?, 

s. t. 8., 52 = 1824 (74 ]/12— 18,7, josta sitte saadaan s, =r/3. 

Vielä etsittäville suuruuksille S,, S, j. n. e. saadaan sitte 

määrätyt arvot helposti edellisen kysymyksen yhtälöistä 2--- ja 

8, kuin niissä pannaan 7 =3 ja sentähden myös s, =r/3 sekä 
9, = 3r. Sillä tavoin saadaan 

(CA S 131.732 Jak) 

(s S, =2r/3 = 3,464.. Xr 

N 
; 

lse Po 4655 — 1,154.. X 2 E 2 A e. r. 

miji Tal 
Ba RVR. X 

E
 

3r2/3 = = 5,196 - ESL. 

= (a.=8r%/3 = 2598.. 17, 

4; = 22/3 = 3,464... X 7?. 

II. Nelikulma (melid) ja kahdeksankulma. 

Kysymyksessä 20 on nähty, että ympyrään piirretyn neliön 

sivu on r/2, S. MISS: 

3. SN ANA Xr. 

Kuin sitte kysymyksen 21 yhtälössä 1 pannaan n» =4 sekä 

s, ==")? niin siitä saadaan o, — Vra 7—73. S- f. s: 

4. 0, = =D. r =0,707--Xr. 

Kuin taas kysymyksen 21 yhtälöissä 2-- ja 8 pannaan n =4 

ja s,:n sekä o,:n siaan edellä saadut arvot, nimittäin 5 =r3
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12400 17/2, niin ympyrään sekä sen ympäri piirrettyjen ne- 
liöiden ja säännöllisten kahdeksankulmain sivuille ja laajuuksille 
saadaan seuraavat arvot. 

(S= ry2= 1,414... X7,) 

S, = 2: 

avaa mit K ta 

MS (292 1) = 0,828.. X r. 

a, — 2, 

Ya A, = 4r". 

a, = 273 2= 2,828..-Xr?, 

A, = 8r (V2 — 1) = 3,318.. 

III. Viisikulma ja kymmenkulma. 

Tässä on taas AC = tunnettu 

ja ensiksi etsittävä on linjan AB pi- 

tuus = s,, jonka avulla sitte kaik- 

kien muiden etsittävien, ÆF = Son 

AD = 31, je 1. € arvot helposti saa- 

daan. 

Kolmikulmat AGB ja APL ovat 
mukaiset, sillä niillä on kulma G4B 

yhteinen ja kulmat AGB ja ABL 
E <= F ovat yhtä isot, koska kaaret AP ja 

AH ovat yhtä isot. Sentähden on myös NABG = NALB ja siis 

AG :AB — AB: AL. 

Nyt on taas kaari GKB — kaari GHA ja siis N GAB = NGBA ` 
ja sentähden myös A ALB = A ZAB, josta seuraa, että ZB = AB. 
Koska taas kaari AB = kaari HG ja siis A ZGB = A GBI, niin 
LG = LB = AB, jonkatähden AZL = AG — AB. Edellinen verranto 

on siis sama kuin: AG:AB = AB:(AG— AB), eli kuin lyhyyden 
vuoksi linjan AG pituutta merkitsemme x:llä ja koska AB=s 

  

  

5? 

V:S, =s, (X s),
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josta seuraa yhtälö 

TA ses 0 

5 + 
Tämä yhtälö ratkaisten saadaan sitte x = mis sEV) y, 

koska x:n poistava arvo ei voi tulla kysymykseen, niin i 

den on 

a = 46=15.(1+75). 

Kolmikulmat DGA ja AGI ovat myös mukaiset, koska 
niillä on kulma AGD yhteinen ja suorat kulmat GAD ja GIA 
ovat yhtä isot. Sentähden on 

DG:AG=AG:GI, s. t. s., 

2r:4s,(1 4+5) = 4s,(1 +15): GI, 

josta saadaan 

or 6415) 2079) 
Suorakulmaisesta kolmikulmasta 4 G7 saadaan taas AG?=AP+GP, 
josta seuraa 

2 

1521 4/5) = 45245 e " 

'kämäinzsinniöinpu016tjäinönzsbinj86lläöörwjälläz.stä 
Pe 

yhtälö ratkaisten saadaan vihdoin arjit IE 
7+3)/5 

5. nyi Ja = 1175..Xr. 

Kuin sitte s,m näin saatu arvo pannaan s,:n siaan kysy- 

myksen 21 yhtälössä 1, niin siitä saadaan 

6. 0 Vr fa A = 17/6 +2/5 =1r(1+]/5)= 

= 0,809 -- Xr. 

Yhtälöistä 2-- ja 8 kysymyksessä 21 saadaan sitte taas, 

  

  

  

kuin niissä pannaan n = 5 ja s, = sant sekä o,=1r(1-+1/5),
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(s, = VP - = 1,175--X7) 

a 2V5— 9/5 —1,453--Xr, 

a =3(/5—- D= 0,618 --X7, 

S, IT (5 — 2/5) = 0,649--Xr, 

sä 37V25+)/5)=2,377- Xr, 

iu AYE -2/53 =3,632--X r, 

ay = $r" 1253—15) = 2,938--Xr", 
A= 10/35 —2V5) = 3,249:- Xr. 

Muist. 1. Koska s,, = 1r(V/5—10), niin Sv = (0 75) 

ja sentähden 72 -+s,,2= 195 <15)- S v 77 =? ja sen- 

tähden on 
mato ai 

Ss = Sg TF 0» 

s. t. s., että neliö säännöllisen viisikulman sivulla on yhtä iso 

kuin neliöt säännöllisen kuusikulman sivulla ja säännöllisen kym- 

menkulman sivulla yhteensä, kuin nämä monikulmat ovat piirre- 

tyt samaan ympyrään. 

Muist. 2. Edellä on nähty, kuinka ympyrään, jonka säde 

on tunnettu, piirrettyjen säännöllisten 3-, 4- ja 5-kulmain sivu- 

jen pituudet sekä kuvioiden laajuudet helposti saadaan ja kuinka 

sitte kysymyksen 21 kaavoista 4, 2,-- ja 8 voidaan laskea ym- 
pyrän ympäri piirrettyjen säännöllisten 3-, 4- ja 5-kulmain sekä 
ympyrään ja sen ympäri piirrettyjen säännöllisten 6-, 8- ja 10- 

kulmain sivujen pituudet ja kuvioiden laajuudet. a kaa- 

vojen mukaan voidaan sitte laskea samanlaisten 12-, 16- ja 20- 

kulmain ja sitte 24-, 32- ja 40-kulmain j. n. e. aivhjen pituudet 
sekä kuvioiden laajuudet. Tällä tavoin voidaan tutkia kaikki ym- 

pyrään sekä sen ympäri piirretyt säännölliset suoraviivaiset ku- 
viot, joidenka sivujen luku on 27, 3.2" eli 5-2, olipa ? mikä 
kokoluku hyvänsä. 

Se on taas selvä, että kahden pisteen (paikan) välillä ole-
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vasta kahdesta tiestä, joidenka poukamat ovat aina yhdänne ja 

samanne päin, ulkopuoleinen on pitempi kuin sisäpuoleinen. 

Tästä seuraa selvästi, että ympyrän kehä on lyhempi kuin sen 

ympäri piirretyn suoraviivaisen kuvion ympärys, mutta pitempi 

kuin ympyrään piirretyn suoraviivaisen kuvion ympärys. 

Jos sentähden edellisten kaavain mukaan lasketaan ympyrään 

sekä sen ympäri piirrettyjen säännöllisten ;2-kulmain sivujen pituudet 
ja ne sitte otetaan 7? kertaa, niin sillä tavoin saadaan kaksi pi- 
tuutta, joista toinen on isompi ja toinen pienempi kuin ympyrän kehä. 

Kuta isompi taas ympyrään ja sen ympäri piirrettyjen säännöllis- 

ten kuvioiden sivujen luku 22 on, sitä pienempi on selvästi ku- 

vioiden ympäryksien väli, josta seuraa, että ympyrän kehän pi- 

tuus tällä tavoin voidaan saada niin lähimäärin kuin tahdotaan, 

sillä olisko ympyrän ympäri ja ympyrään piirrettyjen säännöllisten 

m-kulmain ympäryksien väli =; niin ympyrän kehän ja siihen 

piirretyn 2n-kulman ympäryksen väli olisi silloin pienempi kuin 

n ja kehän pituus olisi silloin saatu niin lähimäärin, että virhi 

olisi pienempi kuin 5. Koska ympyröiden kehät taas ovat toi- 
k 

siinsa samassa suhteessa kuin niiden halkasiatkin, niin ympyrän 
kehän ja halkasian eli puolen kehän ja säteen välillä oleva suhde 

on aina sama, olipa ympyrä kuinka iso hyvänsä. Tämän suhteen 

ilmoittaja on mitaton luku, jota yleislaskussa merkitään Kreikan 

puustavilla x ja sen lähimäärinen arvo sadaan ympyrän, jonka 

säde on yksi (mitan pituus), puolen kehän pituus edellisellä ta- 

valla lähimäärin Inskemalla. Näin saadaan x = 3,1415927... 

Kuin taas säännöllisen 2", 3-2" eli 5-2 kulman sivun 

pituus on tunnettu, niin se on selvä, että tämmöiseen kuvioon 
sekä sen ympäri piirrettyjen ympyräin säteiden pituudet voidaan 

helposti saada kysymyksistä 21 ja 22 saaduista kaavoista. Mai- 

nitut kaavat eli yhtälöt ovat silloin ratkaistavat S,, Sy» s, eli 

$,, Pitäen tunnettuina ja 7 tuntemattomana ja se on aina huomat- 

tava, että kaavoissa, joissa säännöllisen monikulman sivua mer- 

kitään S :llä eli S, :llä, 7 merkitsee monikulmaan piirretyn ym- 

pyrän sädettä, mutta kaavoissa, joissa s, eli s, merkitsee moni-
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kulman sivua, merkitsee 7 monikulman ympäri piirretyn ympyrän 
sädettä. Niin saadaan esm. kaavasta 

S,=2r15 -2/5 

säännölliseen viisikulmaan piirretyn ympyrän säde 

staat sasiad paap p 
sO 25 V395 2 9515 

= 0,688-- X S, 

Samoin saadaan kaavasta 

=18.V15+2/5)= 

S,=2V16— 2/5) 
5 PKK 

rs 0. =258. js samas V5 2/5 = 1,538.. X 8, 010 2?10 B= a5 a + ? 10 

Säännöllisen monikulman laajuus saadaan sitte helposti, kuin 
vaan kuvion sivun sekä apotemin, kuvioon piirretyn ympyrän sä- 

teen, pituudet kerran ovat tunnetut, sillä säännöllisen n-kulman 
. "1 . " i . 

133")uu8c;"0n—;F"9",joSSäF"m63I;It566"-Icu1mäin517113339" 
apotemia. 

Kys. 23. Neliön sivun pituus =a (tuumaa) on tunnettu; 

minkä, tämän neliön kanssa yhtä ison, suorakulmion ympärys 

on b (tuumaa) pitempi kuin neliön ympärys? 

Koska neliön sivu on a tuuman pituinen, niin sen laajuus 
on =o? (neliötuumaa) ja ympärys 4a t. Merkitköön taas x (t.) 
suorakulmion pituutta, niin sen leveys on (24 + 10— x) tuumaa, 

koska puoli suorakulmion ympäryksestä (kahden sivun summa) 

on yhtä iso kuin puoli neliön ympäryksestä enennettynä 10:llä. 

Suorakulmion laajuus on siis x(2a4 410 — x) (n.t.) ja koska sen 

pitää oleman yhtä ison neliön kanssa, niin tästä saadaan yhtälö 

T(24 + 10— 2) = on, 

josta sitte saadaan suorakulmion pituus 

Aa + b +)]/8ad + bd? 
Posa ssalnioa r   

ja sentähden leveys
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SE 2 ändfljöli BASE RN 
Tälle kysymykselle saadaan siis yksi ainoa vastaus, koska 

æ:n toinen arvo merkitsee suorakulmion pituutta ja toinen sen le- 

veyttä, Näistä x:n arvoista nähdään myös, että 0 ei voi olla 

poistosuuruus, sillä jos & olisi poistosuuruus ja —0<84, niin 

g:n arvot olisivat kuvasuuruuksia ja jos taas —0>8a, niin sil- 

loin eivät x:n arvot olisi lisäsuuruuksia. Tästäkin nähdään siis, 

että kaikista yhtä isoista suorakulmioista neliöllä on pienin ym- 
pärys. 

Kys. 24. Kuin erääsen vuorikaivokseen heitetään kivi va- 
paasti putoamaan, niin sen kolaus kaivoksen pohjaan kuuluu a 

sekuntin kuluttua siitä silmänräpäyksestä, kuin kivi pudotetaan; 

kuinka syvä on sitte tämä kaivos? 

Se on luonnontieteestä tunnettu seikka, että vapaasti pu- 

toava kappale í sekuntissa putoaa SP jalkaa, s. t. s., kuin v 

merkitsee matkaa, jonka kappale putoaa % sekuntissa, niin se 

E. . 
matka saadaan kaavasta LER jossa g merkitsee maan veto- 

voimaa, s. o. putoavan kappaleen pikaisuutta ensimäisen sekun- 

tin lopussa, joka (maan vetovoima = g) meidän seuduilla on 33 

jalkaa. Edellisestä yhtälöstä saadaan ? = IE ja kuin tähän ai- 

kaan pannaan aika, jonka ääni viipyy kaivoksen pohjasta sen reu- 

nalle tullessansa, niin siten saadaan kiven heiton ja kolauksen 

kuulumisen välillä kulunut aika a. Luonnontieteestä on taas tun- 

nettu, että ääni kuivassa, O pykälän lämpimässä, ilmassa kulkee 

1120 jalan paikoille sekuntissa. Sentähden viipyy ääni v jalkaa 

pitkällä matkalla 115 sekuntia. Tästä saadaan nyt, kuin lukua 

1120 lyhyyden vuoksi merkitään puustavilla 0, yhtälö 

dv v 
aa JIE" 

josta seuraa
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V (ag +b-+V2agb + 8?) (jalkaa). 

Näistä arvoista toteuttaa ainoastansa toinen, 

e= (ag + b —V2agb +b?), edellisen yhtälön ja kaivoksen sy- 

vyys saadaan, kuitenkin vaan lähimäärin, kaavasta 

V= (ag + b —]/2agb + 02), kuin siinä pannaan 0=1120 ja 

g=33. Ensimäinen arvo ville v,= ; (49 +0b+]/24g0 + 0?) to- 

v 2v ie 
teuttaa yhtälön A =a. Viimesestä kaavasta saadaan siis 

vastaus kysymykseen: kuinka syvä on se kaivos, josta on huo- 

mattu, että sen ai'an, jonka ääni viipyy kaivokson pohjasta sen 

partaalle tullessansa, ja sen aan, jonka kivi viipyy kaivoksen 
pohjaan pudotessansa, väli on a sekuntia? 

Seuraavat kysymykset voidaan edellisten johdolla helposti 
ratkaista, jonkatähden ne ovat jätetyt ilman selityksittä. 

Kys. 25. Mikä luku on yhtä iso toisen alukkeensa kanssa? 

Vastaus: &, = 0 ja% =f. 

Kys. 26. Luku 24 on jaettava kahteen osaan, joidenka 

tulo on 35 kertaa miin iso kuin niiden väli; kuinka ison pitää 

silloin itsekunkin osan oleman? Vastaus: 14 ja 10 eli — 60 ja 
84, sillä — 60 + 84 = 24 ja — 60-84 = 35(— 60 — 84). 

Kys. 27. Eräs sotapäällys oli asettamu väkensä täytenäi- 

seen neliöön; jos hänellä olisi ollut 1125 miestä enemmän, niin 
hän olisi saanut panna 5 enemmän joka riviin neliössänsä; 

kuinka monta miestä oli hänen sotajoukossansa? Vastaus: 12100 

miestä. 

Kys. 28. Mikä on kantaluku semmoisessa lukujärjestyk- 

sessä, jossa meidän luku 29771 kirjoitetaan 20405? Vastaus: 11. 

Kys. 29. Mies osti teetä 320 markalla; jos hän samalla 

rahasummalla olisi saanut 4 naulaa vähemmän, niin naula olisi 

hänelle maksanut 4 markkaa enemmän; kuinka monta naulaa 

osti hän? Vastaus: 20 eli — 16, s. t. s., hän osti 20 eli möi 

16 naulaa.
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Kys. 30. Kaksi henkeä A ja B oli myönyt yhteensä 140 

munaa toinen enemmän kuin toinen, vaan kumpikin oli saanut 

yhtä paljo rahaa; A sanoi sitte B:lle: jos minulla olisi ollut niin 

paljo munia kuin sinulla ja ne olisin myönyt samaan hintaan 

munan, kuin omistani sain, niin minä olisin saanut 3 m. 60 p. 

Tähän vastasi B: mutta jos minulla olisi ollut niin monta munaa 

kuin sinulla ja ne olisin myönyt samaan hintaan munan kuin 

omistani sain, niin minä olisin saanut 6 m. 40 p. Kuinka monta 

munaa oli kukin heistä myönyt? Vastaus: A oli myönyt 80 ja 
B 60 munaa. 

Kys. 31.  Eräs seura, jossa oli miehiä ja naisia, yhteensä 20 

henkeä, teki huviretken, joka maksoi seuralle 192 markkaa; jokai- 

nen mies maksoi 4 m. enemmän kuin kukin nainen, joten kaikki 

miehet yhteensä maksoivat yhtä paljo kuin kaikki naisetkin yh- 

teensä; kuinka monta miestä ja kuinka monta naista oli seurassa? 

Vastaus: 8 miestä ja 12 naista. 

Kys. 32. Mies möi 24 markasta veneen, josta hän oli 

maksanut niin paljo enemmän, että hän tässä kaupassa menetti 

niin monta sadalta ostohinnastansa, kuin hän oli maksanut mark- 

kaa veneestä; kuinka paljo oli mies veneestä maksanut? Vastaus: 

60 eli 40 markkaa. 

Kys. 33. A osti kappaleen verkaa, joka maksoi 504 

markkaa. Tästä verkakappaleesta leikkasi hän omaksi tarpeek- 

sensa 12 kyynärää ja möi tähteen 420 markkaan, joten hän 

voitti 2 markkaa joka kyynärälle; kuinka pitkä oli sitte A:n 

ostama verkakappale? Vastaus: 42 kyynärää. 

Kys. 34. Lääkäri Sangrados'en apulainen Gil Blas pani 

aina edeltä käsin neljännen osan päivän tulosia omaan kukka- 

roonsa ja sai iltasella tilinteossa neljännen osan tähteestä pal- 

kaksensa. Tällä tavoin päätti hän (si P Arithmetigue est une 

science certaine) saaneensa puolen koko päivän tulosta. Saiko 

hän todellakin puolen eli kuinka iso osa päivän tulosta olisi hä- 

nen pitänyt ottaa ja iltasella saada tähteestä, saadaksensa puo- 

len koko päivän tulosta? Vastaus: Hän sai vaan j% päivän tu- 

losta ja saadaksensa puolen olisi hänen pitänyt edeltä käsin ottaa
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2——"!:1]/–2="74;;1– koko tulosta ja iltasella saada yhtä ison osan 

tähteestä palkaksensa. 

Kys. 34.") M vastasi kysymykseen, kuinka paljo hänellä 

oli vuotuista tuloa: jos ruplaluku joka minulla on tuloa vuodessa 

lisätään Wwulla 1578 ja vähennetään hulla 142 ja näin saa- 

duista luista otetaan kolmas aluke, niin alukkeiden väli on 

10; kuinka monta ruplaa oli M:llä vuotuista tuloa? Vastaus: 
150 ruplaa. 

Kys. 35. Yhtäsivuisen kolmikulman laajuus on =11 ne- 
liötuumaa; kuinka pitkät ovat silloin sen sivut ja korkeus? Vas- 

taus: Joka sivu kolmikulmassa on = V9/3 = 1,86-- tuumaa ja 

korkeus =V1,5/3=1,61-. t. 
Kys. 36. Kukkatarhaksi, joka on tehtävä säännölliseksi 

kahdeksankulmaksi, pitää otettaman tynnyrin ala (14000 neliö- 

kyynärää) maata; kuinka pitkä sivu pitää silloin kahdeksan- 

kulmalle mitattaman ja kuinka pitkä tulee sen apotemi olemaan? 

Vastaus: Kuviolle pitää otettaman V7000(/2—1)=53,8- - kyynärää 

pitkä sivu ja apotemi tulee olemaan 1V/7000(/241) = 64,9.. 
kyynärää pitkä. 

Kys. 37. Kuinka paksu nelikulmainen hirsi voidaan veis- 

tää 17 tuuman paksuisesta pyöreästa pölkystä? Vastaus: 8,5 -V/2= 
= 12,02.. tuumaa paksu. 

+) Tästä kysymyksestä saadaan yhtälö 

Vz+1578 E —142+10, 

jonka puolet korottaen kolmanteen korkoon ja kaikki selventämiset 

tehden sitto saadaan 

24—1/2—142+ (j/x— 142 + 10). 

Mutta ensimäisen yhtälön mukaan on taas j/x S142 310 =j/<+ 1578, 

josta saadaan yhtälö 

Tämän yhtälön puolet korottaen kolmanteen korkoon saadaan sitte 

toisen nousun yhtälö ratkaistavaksi.
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Kys. 38. Kuinka iso on vesirattaan ympärys (kehä), kuin 
sen lävistäjä on 16 jalkaa pitkä? 167 =50,26-- jalkaa. 

Kys. 39. Ympyrän pyöreä pöytä on tehtävä 12 hengelle; 

kuinka pitkän pitää sen lävistäjän oleman, jos joka hengen luul- 

,.. 9 
laan tarvitsevan 3 kyynärää leveän tilan? Vastaus: = 2,86 «- 

kyynärää. 

Kys. 40. Kuinka laaja on ympyrä, jonka kehä on 100 

E ... 100? 2500 i 
jalkaa pitkä? Vastaus: Sje s 15 neliöjalkaa. 

Kys. 41. Ympyrän pyöreän niitty-aituuksen sisässä on 

d:n tynnyrin ala maata; kuinka pitkä on sen aita ja kuinka 

pitkä lävistäjä? Vastaus: Aita on =2/4-14000x = 838,8-- kyy- 

  
4 - 14000 

närää ja lävistäjä = ap 10 < 967,02. kyynärää. 

Kys. 42. Kuinka pitkä on saman niitty-ympyrän säde kar- 

talla, jossa se (niitty) on kuvatta rootsoo: 0sAssa isoudestansa 

(jossa niityn kuva on +votoov niityn laajuudesta)? Vastaus: 

4. 
Säde on = a) er = 0,1335-- kyynärää pitkä. 

Muist. Ympyröiden laajuudet ovat toisiinsa samassa suhteessa 

kuin neliöt niiden säteillä, jonkatähden säteet ovat toisiinsa samassa 

suhteessa kuin toiset alukkeet laajuuksista. 

Kys. 43. FYmpyrän, jonka säde on 8 tuuman pituinen, 
ympäri on piirrettävä toinen ympyrä samalla keskipisteellä niin, 

että kehäin välillä oleva tila (ringin laajuus) on 324 neliötuu- 

maa. Kuinka pitkän pitää silloin isomman ympyrän säteen ole- 

man? Vastaus: == 64 — 12,9 -- tuumaa pitkän. 

Kys. 44. Kuinka pitkä on sen ympyrän säde, joka on 

yhtä iso kuin ympyrärinki, jonka leveys on b t. ja isompi säde 

r tuuman pituinen? Vastaus: Semmmoisen ympyrän säde on 

=[V0(2r— b); se on siis keskisuhteinen ringin leveyden b ja 
toisen osan (27 — 0) isomman ympyrän lävistäjästä välillä, jon- 
katähden etsittävä säde on helppo piirtämälläkin määrätä.
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Kys. 45. Kuinka monen asteen kaari on yhtä pitkä kuin 

ympyrän säde? Vastaus: 579,29 --, sillä kaarien samassa ympy- 
rässä pituudet ja astelu'ut ovat aina verrannolliset, josta seuraa 

180 
2ar:r = 3600:x9 ja N 

Kys. 46. Mikä suorakulmio on isoin kaikista, joilla on 
sama ympärys? Vastaus: neliö. > 

Kys. 47. Mikä luku pantuna x:n siaan antaa lausekkelle 

— 6x +10 pienimmän arvon? Vastaus: 3. 

pää 48. Mikäs suuruus pantuna x:n siaan antaa lausek- 

keelle ; i. en ja jossa a, b ja c merkitsevät lukuja, isoimman ar- 

G 
von? Vastaus: 2 = ja 

Kys. 49. Mikä yhtäkylkinen kolmikuhma on isoin kaikista, 

joidenka yhtä isot sivut ovat b tuuman pituiset? Vastaus: se, 

jonka asema on 0/2 tuumaa pitkä. Mutta DVB on lävistäjä ne- 

liössä, jonka sivu on & ja kysymyksessä oleva kolmikulma on siis 

suorakulmainen ja sentähden helppo piirtää. 

Kys. 50. Mikä suuruus pantuna x:n siaan antaa lausek- 

4? + 4x —3 
keelle 6053 isoimman eli pienimmän arvon? Vastaus: 

ei mikään, sillä kuin edellisen lausekkeen arvoa merkitään esm. 

y:llä ja kysymyksestä saatu yhtälö ratkaistaan, niin suuruus alu- 

kemerkin alla x:n arvoissa on aina lisäsuuruus, annettiinpa y:lle 

mitenkä isoja eli pieniä arvoja hyvänsä. 

Kys. 51. Mitkä jälekkäin olevat kokohvut x ja x+1 

ovat semmoiset, että niiden kolmansien korkojen väli on yhtä 

iso kuin lukujen kolminkertainen tulo? Vastaus: ei mitkään, sillä 

lukujen kolmansien korkojen väli on aina yhtä isompi kuin nii- 
den kolminkertainen tulo. Kysymyksestä saadusta yhtälöstä saa- 
daan vaan x = œ.
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Toisen nousun yhtälöistä kahdella ja usiammalla tuntemattomalla. 

Jokainen toisen nousun yhtälö kahdella tuntemattomalla 

esm. æ ja y voidaan, alukemerkkien sekä nimittäjöiden hävittä- 
mällä, kaikki osiot muuttaen ensimäiseen puoleen ja tuntematto- 

mien suhteen samankaltaiset osiot yhdistäen, saada seuraavaan 

muotoon: 

UY F ULY 0X0 AY Te 0, 

jossa etukertojat a, D, c,.… merkitsevät mitä tunnettuja suu- 

ruuksia hyvänsä. 

Se on selvä, että tämmöisessä yhtälössä voidaan toiselle 

tuntemattomalle x esm. antaa mikä arvo hyvänsä, jolloin toinen 

y saapi kaksi silä vastaavaa arvoa, jos ensimäisen osion etuker- 
toja a ei ole nolla, jolloin yhtälö y:n suhteen olisi ensimäisestä 
noususta. ja y saisi vaan yhden arvon, kuin x:lle annettaisiin joku 

määrätty arvo. Toinen tuntematon (x) esm. on siis tämmöisessä 

yhtälössä vapaasti muuttuvainen ja toinen (y) sen tekemä. 

Olisko taas kaksi toisen nousun yhtälöä kahdella tuntemat- 

tomalla, x ja y, kumpikin muodostettu edellä mainitulla tavalla esm. 

I. ay? + bxy + ex? + dy + ex +/=0, 

Il. dY 4+Vryt+cn+dytex+7=0, 

njin näistä voidaan tuntemattomien arvot muuttamatta johtaa kol- 
mas esm. y:n suhteen ensimäisen nousun yhtälö, s. t. s., sem- 

moinen jossa y:n toista korkoa ei ole. 
Todellakin saadaan ensimäisen yhtälön puolet kertoen suu- 

ruudella & ja toisen suuruudella a ja sitte poistaen esm. toisen 

puolet ensimäisen puolista 

I. mxy + nx py qxr =0, 

kuin väliä db —aV, de— ac, j. n. e. merkitään puustavilla æ, 

n, p, q ja r. 

Alkuperäisten yhtälöiden siaan voidaan nyt ratkaista esm. 

yhtälöt I ja III, koska tuntemattomien arvot ovat yhtälössä III 

samat kuin alkuperäisissäkin. 

Yhtälöstä HI saadaan 

16



netr 
mx ++ p 

ja kuin tämä arvo pannaan y:n siaan yhtälössä 1, niin siitä saadaan 

n? + gt tr ng? 4 gx dr 
al ER )- — (bx + Poks HSA + ea? + ex +7/=0.   

Nimittäjöiden hävittämällä ja kertomiset tehden sekä ne 

osiot yhdistäen, joissa tuntemattoman (x) sama korko on kerto- 

jana, saadaan edellinen yhtälö seuraavaan muotoon: 

oc + [Ba + yx? 4 OT +8=0, 

joka on neljännen nousun yhtälö yhdellä tuntemattomalla. Kah- 

desta yhtälöstä kahdella tuntemattomalla saadaan siis tavallisesti 

neljännen nousun luppu-yhtälö ratkaistavaksi. 

Jos toisen nousun yhtälöiden sekä niissä olevien tuntemat- 

tomien luku olisi isompi, niin niistä saatu yht olisi vielä 

isommasta noususta. 

Yleisesti on loppu-yhtälön nousu tulo alkuperäisten yhtälöi- 

den nousuista. 

Tässä otamme nyt vaan semmoiset yhtälöt ratkaistaviksi, 

joista loppu-yhtälöksi jollakin tavalla saadaan toisen nousun yh- 

tälö yhdellä tuntemattomalla. 

Kuin yhtälöiden ja niissä olevien tuntemattomien luku on 

sama, mutta ainoastansa yksi yhtälö on toisesta ja kaikki muut 

ensimäisestä noususta, niin silloin saadaan aina loppu-yhtälöksi 

toisen nousun yhtälö yhdellä tuntemattomalla ja jokaiselle tunte- 

mattomalle kaksi arvoa, joista ne arvot tuntemattomille kuuluvat 

yhteen, jotka pantuina niiden siaan toteuttavat kaikki yhtälöt. 

Kuin e tämmöistä yhtälöä m tuntemattomalla on ratkaista- 

vana, niin yhtälöistä voidaan eroittaa pois mikä tuntematon hy- 

vänsä, sen arvo oltaen yhdestä ensimäisen nousun yhtälöstä ja 

pannen sen siaan kaikissa muissa, joten saadaan (1 — 41) yhtälöä 

(m— 1):llä tuntemattomalla, joidenka kanssa sitte menetetään sa- 

moin kuin alkuperäistenkin. Näin tehdään, kunnekka saadaan 
yksi yhtälö yhdellä tuntemattomalla ratkaistavaksi, josta saadut 

arvot tälle tuntemattomalle pannaan sen siaan edellisessä ensi-
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mäisen nousun yhtälössä, josta sitte saadaan vastaavat arvot toi- 

selle tuntemattomalle j. n. e. 

Olisivatko esm. yhtälöt 

ay = 12 

2x—3y+1=0 

ratkaistavat, joista edellinen on toisesta ja jälkimäinen ensimäi- 

sestä noususta, niin jälkimäisestä saadaan 

_2x+1 
Y— RI 

ja kuin tämä arvo pannaan y:n siaan edellisessä, niin siitä saadaan 

ja sieventäen 

Tn 18— 0; 

josta taas 

L = —1+)/44+18 eli 2 =4 ja 2=-4, 

Kuin toisessa alkuperäisessä yhtälössä x:n siaan pannaan 4, 

niin saadaan y= 3 ja — $ pannen x:n siaan saadaan y = — 8. 

Juure 

yi ja 3 

toteuttavat yhtälöt ja kuuluvat siis yhteen. 

Samoin myös kuuluvat juuret 

L= SSL Fr & 

yhteen sillä ne toteuttavat myös yhtälöt, mutta 

x=4 ja yE nell A= Nja y 3 

eivät toteuta alkuperäisiä yhtälöitä. 
Olisivatko vielä yhtälöt 

I. a? — 22 + 27 +3y=2 

11. 27 —y+2=-1 

HII. x +y+z2=0 

ratkaistavat, niin y on helpoin ensin eroittaa, koska toisen nou- 

sun yhtälössä on ainoastansa sen ensimäinen korko.
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Kolmannesta yhtälöstä saadaan 

y=—2—2=—(X+2) 

ja kuin tämä arvo pannaan toisiin yhtälöihin, niin niistä saadaan 

IV. PETRA 2 

V. 3x + 2z = — 1. 

Näistä taas seuraa 

_ 1+32x 
E 

ja vihdoin 

VI. a — (39), gt 31t 3x = 9, 

josta taas 

Kuin nämä arvot pannaan x:n siaan yhtälössä V, niin siitä 

saadaan z:n vastaavat arvot 

eI = ua 
a 2 Ja 2, = 5 

ja kuin sitte x:n ja z:n ensimäiset arvot, 1 ja —2, pannaan 

esm. kolmanteen alkuperäisistä yhtälöistä, niin siitä saadaan 7,=1. 

Samoin saadaan x:n ja z:n toiset arvot, 3 ja — 7, pannen 

niiden siaan yhtälössä II y,,= 4. 
Yhtälöiden juuret ovat siis joko 

= 83 
2=1, Ti on 

Á 
y,=1, eli 4,=5> 

2,= —2, n ean 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. (2x?4+y?—27=1, L [%=—5, 

x— 2y = 0. Y1, Y=. 

Esm. 2. [20 —y?— 3y =, tla [014 

ot = WEB =S
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ism. 3. ac + be — ab pienine 074 k vän mon 

aFVac+F6—=0a0 
G J IF V Tt a 

Esim. 4 ( a? + b? 

Rhu tt E mais 
2502 2 

Esm. 5. n 
ry = a, Jen tal mo 

mx = Ny. lv = md = 

Esm. 6. s 4 
x%xt+y=s, f= 53) 

Za A 
hot Gini lv =3(17/ 153) 

Esm. 7. (2x 4+3y =118, 1304 x= 22055, 

542— Ty? = 4333. =46; y.=1492% 

27r+y+ 2=4, 

W 

Y 

Esm. 8. ] MYE z2 a=1, 

y 

li —y+32=3. Z= 1, 

Esm. 9. B, = 
2z—y = 2; Y= 0, 7" 3, 

2(4v—1)=z, SS a 

(X) 22) —yz =4v—2 v=1 U= 

Olisko vielä kaksi isomman kuin ensimäisen nousun yhtä- 
löä kahdella tuntemattomalla esm. 

F(X, Y) = 0 ja P(X, Y) = 0, 

joissa M(x, y) sekä p(x, y) merkitsevät, tuntemattomien x ja y 
suhteen, kokolausekkeita, niin niistä saadaan määrätyt arvot tun- 

temattomille, jos ei yhtälöiden ensimäisissä puolissa ole yhteistä 

kertojata, joka sisältää yhden taikka kumpasenkin tuntemattoman, 

olipa niiden arvot mitkä hyvänsä.
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Mutta jos lausekkeissa F(x, y) ja plx, y) on yhteinen kertoja 

esm. /(x,y) sisältävä kumpasenkin tuntemattoman, niin se on 

selvä että kaikki ne arvot tuntemattomille, jotka tekevät yhteisen 

kertojan /(x, y) nollaksi, tekevät myös molemmat lausekkeet F(x, y) 

ja (x,y) nollaksi ja toteuttavat siis alkuperäiset yhtälöt. Sem- 

moiset arvot tuntemattomille œ ja y saadaan taas yhtälöstä 

fp =0 

ja koska tässä on yksi yhtälö kahdella tuntemattomalla, niin toi- 
selle tuntemattomalle voidaan antaa mitä arvoja hyvänsä, jolloin 
toinen saapi niitä vastaavat arvot, joidenka luku siis on ääretöin. 
Tässä tapauksessa ei sentähden alkuperäisistä yhtälöistä saada 

tuntemattomille määrättyjä arvoja. 

Jos taas lausekkeissa F(x, y) ja p(x, y) olisi yhteinen ker- 

toja esm. /(x) sisältävä ainoastansa yhden tuntemattoman x, niin 

yhtälöstä 
A) =0 

saataisiin x:lle täydellisesti määrätyt arvot, jotka tekisivät yhtei- 
sen kertojan /(x) ja siis myös lausekkeet Z(x, 7) ja p(x, y) nol- 
laksi, olipa y:n arvot mitkä hyvänsä. Tässä tapauksessa saatai- 

siin siis alkuperäisistä yhtälöistä toiselle tuntemattomalle (x) mää- 

. rätyt arvot, mutta toiselle (y) voitaisiin antaa kuinka paljo ja 

mitä arvoja hyvänsä. 
Jos sentähden yhtälöt - 

Fla, 4) =0 ja plz, y)=0 
ovat täydellisesti määrätyt, s. t. s., jos niistä saadaan määrätyt 

arvot kumpasellekin tuntemattomalle, niin niiden ensimäisissä puo- 

lissa ei saa olla yhtään yhteistä kertojata, joka sisältää tuntemat- 
tomat eli yhden tuntemattoman millä tavalla hyvänsä. Mutta jos 

toiselle tuntemattomalle esm. y löydettäisiin joku määrätty arvo 

esm. 7,=4a, joka pantuna y:n siaan lausekkeissa Z'(x, y) ja plx, y) 

tekee jonkun lausekkeen xistä esm. /(x) yhteiseksi kertojaksi 

niissä, niin silloin saataisiin yhtälöstä 

fG) = 0 
x:lle y:n arvoa a vastava arvo eli usiampiakin arvoja, koska sil-
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loin, kuin y=4, /(x) on yhteinen kertoja lausekkeissa F(x, a) 

ja p(x, a), jonkatähden ne tulevat nollaksi, kuin vaan (x) tulee 
nollaksi. . 

"IinslAUSEIcIinStFTEOjUcp(in,"),j0j1130j016)711inj8[5j3— 
kajata, taas järjestetään esm. x:n mukaan ja niiden kanssa me- 

netetään samoin kuin isointa yhteistä jakajata etsittäessä, kunneka 

saadaan x:stä vapaa tähde esm. (y), niin yhtälöstä 

PD =0 
saadaan kaikki semmoiset arvot y:lle, jotka tekevät tämän täh- 

teen nollaksi ja viimesen jakajan siis yhteiseksi jakajaksi lausek- 

keille Z(x, 7) ja plx, Y). 

Jos sentähden itsekukin yhtälöstä 

vy) =0 
saatu y:n arvo pannaan sen siaan viimesessä jakajassa, niin näin 

saatu lauseke x:stä esm. /(x) tulee yhteiseksi jakajaksi alkupe- 

räisten yhtälöiden ensimäisille puolille, jotka siis tulevat nollaksi 
samalla kertaa kuin lauseke /(x):kin, joka on kertojana kumpa- 

sessakin. 

Viimenen tähde pantuna nollaksi, 

vy) = 0. 
on siis loppu-yhtälö, josta saadaan määrätyt arvot y:lle ja niitä 

vastaavat arvot æ:lle saadaan selvästi itsekukin y:n arvo pannen 

sen siaan viimesessä jakajassa ja se sitte pannen yhtä isoksi nol- 

lan kanssa ja näin saatu yhtälö yhdellä tuntemattomalla, +) =0, 

vihdoin ratkaisten. 

Olisivatko esm. yhtälöt 

I. 2»? +4—130—0 

TI. 9x? + 65xy — 56y? = 0 

ratkaistavat ja esm. x tahdottaisiin eroittaa pois, niin loppu-yh- 
tälö saadaan edellisen mukaan seuraavalla tavalla, kuin yhtälöi- 

den ensimäisien puolien isoin yhteinen jakaja etsitään. 

92? + 65xy — 56y? 1? + y? — 130 
F 9a F 9y?+1170 9 ensim. osa. 

ensim. tähde + 65xy — 657241170.
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Tässä saadusta ensimäisestä tähteestä voidaan nyt jättää pois 

kertoja 65 ja ensimäinen jakaja kerrottuna y:llä on sitte jaettava 

tähteen toisella kertojalla xy — y’ + 18. Näin saadaan: 

y2? + 0 —130y[ yx — 7? +18 
Fy +y% F 18%% +F (7—18) 

(y?— 18) — 130y 
yly? — 18)x + yt — 1307? 
Fyly? — 18)x +(y? — 18)? 

toinen tähde yt — 1302 + (y?— 18). 
  

Kuin tämä tähde, joka on vapaa x:stä pannaan yhtä isoksi 

kuin nolla, niin siitä saadaan loppu-yhtälö 

y! — 13072 + (9? — 18) =9 eli yt — 83y? + 162 = 0, 

josta saadaan, kuin y? = z, 

z2 — 83z + 162 = 0, 

Tämä toisen nousun yhtälö yhdellä tuntemattomalla voidaan 

helposti ratkaista ja siitä saadaan 

z 8j 2 
ja sentähden 

gisel gj O, 
Kuin sitte nämä arvot, jotka itsekukin tekevät viimesen täh- 

teen nollaksi, pannaan yksi toisensa perästä y:n siaan viimesessä 

jakajassa (yx —y?+ 18), niin jokainen tekee sen yhteiseksi ja- 

kajaksi alkuperäisten yhtälöiden ensimäisille puolille, ja kuin näin 

saadut lausekkeet (yhteiset jakajat) pannaan jokainen yhtä isoksi 

kuin nolla, niin niistä saadaan yhtälöt 

97 —81+18=0, 
19% 814-180, 

VA 2+18=0, 
— V:n 2: 18;= 0, 

joista taas ne arvot x:lle saadaan, jotka, itsekukin sitä vastaavan 

y:n arvon kanssa, toteuttavat alkuperäiset yhtälöt. Näin saadaan 

juuri parit:
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  LE x=—1, e=- 8/3, «= SY 
= Je 1/:= 9, V2 YEE. 

JTN 

Se on selvä, että edellistä eroituskeinoa voidaan käyttää 

olipa yhtälöiden luku mikä hyvänsä, sillä olisko m yhtälöä m tun- 

temattomalla, niin yhdestä yhtälöstä ja itsekustakin toisesta voi- 
daan sama tuntematon eroittaa edellisellä tavalla, koska aina sama 

tuntematon on eroitettava vaan kahdesta yhtälöstä kerrallansa. 

Näin saadaan (mm — 1) yhtälöä (1— 1):llä: tuntemattomalla, joi- 

denka kanssa menetetään samoin kuin alkuperäisten yhtälöidenkin 

kanssa. Näin voidaan tehdä kunnekka saadaan yksi. yhtälö yh- 

dellä tuntemattomalla, josta saadut arvot sitte pantuina viimeseen 

jakajaan antavat vastaavat arvot toiselle tuntemattomalle, kuin 

mainittu jakaja aina pannaan: yhtä isoksi nollan kanssa ja yhtälö 

ratkaistaan. Kuin sitte edellä käytetty viimenen jakaja pannaan 

nollaksi ja edellä saatujen tuntemattomien vastaavat arvot pannaan 

niiden siaan tässä yhtälössä, niin siitä saadaan niitä vastaava 

arvo kolmannelle tuntemattomalle. Näin menetetään kunnekka 

kaikkien tuntemattomien arvot ovat löydetyt ja myös nähty mitkä 

arvot tuntemattomille yhtaikaa toteuttavat alkuperäiset yhtälöt. 

Olisivatko esm. yhtälöt 

I. x+Y—3=0 

IL 2? +372 —22-+62 —9—0 

HI. hr?y? — 2222 — y!22 — 0 

ratkaistavat, niin æ eroitetaan pois ensin yhtälöistä I ja Il ja 

sitte yhtälöistä 1 ja III seuraavalla. tavalla: 

an? +y?—22+462—9 lg +y—3 

E APT AUT HD " FET 
— (y — 3) +y — z? +6z—9 

Ey 32 Fyly— IF3(y—3) 
++ 3)—3(y—3)—2+62—9 

  

  

  

ja tämä tähde pannen nollaksi ja yhtälö sieventäen saadaan 

IV. 27? — 6y — z? + 62 = 0.
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(Ay? — 22)x? — 322? [aa —3 a lish 

F (Ay? — N)a2F(y— 3)(4y?— 22) (iy? —25)a—(y 3) AP) 
—(y = 3)Äy? — PP) — yt2? 
H (y—3)(4y?— 297 + (y —3)4y?— 22) 
(y—3)4dy?— 29) — y?2?. 

Kuin tämä tähde taas pannaan nollaksi ja yhtälö sievenne- 

tään, niin siitä saadaan 

V. 4yt— 2443 4367? — 2y?22 + 6yz? — 922 — 0. 

Sitte eroitetaan taas esm. y yhtälöistä IV ja V seuraavalla 
tavalla: 

Ay! — 24y3 + 3672 — 222 42 4 622- y — 922 29? — 67 — 22462 

  

  

  

F dy! + 1248 s PPL D NT [277 — 6y — 6z 
— 12y% + 36y? — 12z- y? + 6z? - y — 92? 
B127 F 367 F 6z- yt 36z-y 
  

—122-y? + 362-y — 922 

E122: 3677F 6233622 
— 623 + 2722, 
  

Kuin tämä tähde pannaan nollaksi, niin siitä saadaan seu- 

raava loppu-yhtälö yhdellä tuntemattomalla (2): 

VI. — 623 + 2722 = 0 eli 22(22 — 9) = 0 

josta selvästi saadaan 

0a, 

jotka arvot itsekukin tekevät viimesen tähteen nollaksi ja siis ja- 

kajan (27?—6y — 22 462) yhteiseksi jakajaksi yhtälöiden IV ja V 

puolissa. Sentähden saadaan ne arvot y:lle, jotka vastaavien z:n 

arvojen kanssa toteuttavat yhtälöt IV ja V, kuin edelliset arvot toi- 

nen toisensa perästä pannaan 2:n siaan yhtälössä 

2y? — 6y — 22 + 62 = 0 

ja tämä yhtälö sitte ratkaistaan. Näin saadaan 

O 0 a 3, 
20n Y 0a 3, 

y=301+V— ja y=3(1-/—)). N JI
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Edelliset yhteen kuuluvat y:n ja z:n arvot tekevät nyt vii- 

mesen jakajan (2y?—6y —22—+ 62) nollaksi ja myös jakajaksi 
tähteelle V, koska z:n samat arvot tekevät tähteen VI nollaksi. 

Sentähden tekevät mainitut y:n ja z:n arvot myös tähteen V nollaksi. 

Mutta kuin tähteet IV ja V tulevat itsekukin nollaksi, niin 
silloin tulee jakaja (2+7—53) yhteiseksi jakajaksi yhtälöiden I 

ja II sekä I ja III ensimäisille puolille (siis kertojaksi niissä), jol- 
loin kaikkien alkuperäisten yhtälöiden ensimäiset puolet tulevat 

nollaksi, kuin vaan kolmio 2z+y7—353 tulee nollaksi edellisillä ar- 

voilla y:lle. Tuntemattomalle x saadaan siis vastaavat arvot, 

kuin itsekukin y:n edellisistä arvoista pannaan sen siaan yhtälössä 

x+y0—3=0. 

Näin saadaan kaikille tuntemattomille seuraavat yhteen kuu- 
luvat arvot. 

0, FA 

3, kahdesti. <y =3(1FV—L, 
0 28. ” 

3 x 
y = 0, kahdesti. (y= 

je = z 

Olisivatko vielä yhtälöt 

J. +y +z v — ic = 0 
1. vx —yz=0 
III. x+v—2a=0 

IV. y+z—2b=0 

ratkaistavat, niin niistä saadaan, % eroittaen pois: 

V. 2? — Aav +? +224 402 — 42 =0) 
VI. v? — 2av +yz = 0 

IV. y+z2—20=0, 

joista taas v eroittaen pois saadaan 

VII. y — 2yz + z? + 4a — 4c? = 0 

IV. ytz—20=0 

ja näistä saadaan vihdoin y eroittaen pois loppu-yhtälö 

2 — 207 +4+0—2=0, 

josta 2z=0+/2—.c. Kuin sitte nämä z:n arvot pannaan sen
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siaan yhtälössä IV, niin siitä saadaan vastaavat arvot y:lle. Sa- 

moin saadaan v:n arvot yhtälöstä VI ja x:n vihdoin yhtälöstä HL 

Näin saavat tuntemattomat seuraavat arvot: 

(z =at, 
Jy =bxf/e— G 
Joas a 
[7 = aF 0? 

Harjoitus-Esimerkkiä. 

Esm. 1. (2° y — 1f, 

a? — dy? — 4. 

nN
 

Esm. a? — x+ 2y =, 
lyra =3. 

Esm. 3. u — 4y! = a(x — y), 
x — a = 2y". 

Esm. 4, (2 = 

[ay = 6. 

Esm. 55 (s(oty) = 

ylety) = 

Esm. — 6. 

s Esm. 

Esm. 9. 

b 

Esm. 8. L +y = 2a, 

ja 
l



llSm.10")w+g/:2in;/, 

LA 
Esm. 11. (x—y=1, 

x= 15, 

Y + 2z— z? = 10. 

Y" + 2xz = 0", 

ax + bz = 0. 

Esm. 13. [yt 

Esm. 12. v +y + z? = a”, 

10x -+y + 2z = 2x7, 
2 y? = 2. 

Bsmt 14 Wy = 8, 

yr 62 = 41, 
x? —y? 182 = 233. 

Esm. 45: (2+y+2=3, 

Ske 114, 

18x7% = Adl; 

Esm. 16. r 

< Ylw + 2) =D, 

s(wty)=c. 

Esm. 17. (==, 

vY ==", 
x+v=9, 

Yy +z =6. 

”) Kuin edellisistä yhtälöistä eroitetaan pois x, isoin yhteinen jakaja 

etsien monioille x22+-x-+y24y—44? ja (27 — 1)x — y, niin niistä saadaan 

loppu-yhtälö yt—4a?24-4a2y—4a2=0, s. 0., yt-a%K4y!—4y+1)—=0, 

eli y4—a%K20—1)2=0, josta taas saadaan y2/-a(27—1)—=0 ja ?—a(2y—1)—0. 

Kuin näistä yhtälöistä saadut y:n neljä arvoa sitte pannaan peräkkäin sen 

siaan ensimäisessä alkuperäisistä yhtälöistä, niin siitä saadaan helposti x:n 

vastaavat arvot. Yhtälöt voidaan kuitenkin ratkaista helpommin, jos sum- 

man (x-+y) arvo ensimäisestä yhtälöstä pannaan sen siaan toisessa, joten 

saadaan (r+y)?==4a? eli x-tFy=—=2a ja x +7—=—"2a. Kumpikin näistä 

yhtälöistä antaa sitte ensimäisen alkuperäisen yhtälön kanssa kaksi arvoa 
kumpasellakin tuntemattomalle.



Esm. 18., (2 = 2, 
SA. 

-a 

z — v = 2/3. 

Esm. 19.7") fatty? =16, 

xy = B(x + y). 

Esm. 20.7") f(x — yr — y?) = a, 
le =t Y) y) =b. 

Edellisistä esimerkistä 1—20 saadut arvoi tuntemattomille. 

1) fæ =, 210, =- 3, Wa, 

y=1; y=-1; y=1; Hea 

, 2:=1, 3) =" r=4a+41, 

00 Vs 
  

+) Kuin näissä yhtälöissä pannaan x—++y=u ja xy—v, niin niistä 

saadaan u?—2v—=16 ja v=3u, joista sitte seuraa 

W= UR 

v,=24, ja Vil Op) 

ja tuntemattomien x ja y arvot saadaan siis yhtälöistä x -y= 8 ja ry—24 sekä 

xt+y=—2 ja zy=—6. Koska nyt r:n ja y:n vastaavien arvojen summat 

ja tulot ovat tunnetut, niin ne arvot saadaan yhtälöistä 22—82+24—0 

ja 22422—6—0. 

»+) Kuin nyt taas pannaan x-+y="w ja r—y=v, jolloin on 

ep = ja "= niin edelliset yhtälöt muuttuvat seuraaviksi: uv2=a 

2472 i Sins 
ja a b, joista saadaan u3—=20—44 ja sentähden on u=]/26—a 

SW 5 
sekä v=+ === si —. Kuin sitte nämä v:n ja v:n arvot 

]/20—a j/20—a " 

pannaan niiden siaan edellisissä x:n ja y:n arvoissa, niin niista saadaan 

    

jima 
2 Wama, 2V ere 

I $ Zb opr Va P 
r 2 ar SE s. 

2/26 —a 2/20 —a



fp x=+3, Pa 5) fr 

=E ly 

6) s HG an + Värk ej Va 2 

  

  
  

  

JW T) [2=4 — Ja? AD 20 —20 ? +]/ 30 ka +, Var = 23 

T= J 19) aak x=a—1, 9) fr =-1, 
Y= A. y=a—1; ly=a+1. 0] = S= 

aa 10) fa 
y =FV$= F35 y = aFVa(a— 1); 
pe ET 11) (2=4 
y =- aF Va(a+1), y=3, 

21; 

12) än D a b 
X = PN 2 £ =/=, 

b(20? — ab + 0) _ — 7 / bab0) 
vel Bö 0 = 1=3)/ ai 

snang S E aai aig 
2= Fd ap [== Vin 

    

  

      

FE 

15) (=, X=, 11 +154 
y=}, y=h X "BYE. Bia 

z=}; z=; y 5 

> 11FV154 

16) seS (GER T S 021. 
—— 20 0a y=4, jo 

yap AAA a = jo , 
a. Aa -Fic— 0) ' v=1, lv= 
ESIIN JN CET) 

va 2(a + b — c) i



    

  

18) f =+, e= 19) fa Sg- 1R, 
Jy=+2, Jy = +271, = 

)z = 2/3, z = 107/3, 
lv = 0; h — 4/3 

(= 20) V20 — a +Va 

y=2(2+V—2). k Ki! 
 V20—a7 Ja 
= 4/0 at 

S 6. 

Kysymyksiä, jotka ratkaistaan toisen nousun yhtälöillä 

usiammalla tuntemattomalla. 

Kys. 1. Kahden suuruuden summa on = 5 ja tulo = —3; 
8) 

mitkä ovat ne kaksi suuruutta? 

Yhtälöistä 

e +/=4, 
Ny = 5, 

saadaan loppu-yhtälö 2? —5x—3=0, josta sitte seuraa %,=3 
ja ,=—4 Kuin itsekukin näistä arvoista sitte pannaan x:n 
siaan ensimäisessä alkuperäisessä yhtälössä, niin siitä saadaan y:n 

vastaavat arvot ja yhtälöiden juuret ovat 

jo 5, eli ra nä 25 

Yr == 5) 1, Vn 3- 

Kys. 2. Kuin kirjapainossa kysyttiin latojalta, kuinka 

monta riviä hän pani joka sivulle ja kuinka monta puustavia 

joka riviin kirjassa, jota hän paraikaa latoi, niin latoja vas- 

tasi: jos minä panisin 3 riviä enemmän joka sivulle ja 4 puus- 

tavia enemmän joka riviin, niin joka sivulle menisi 238 puus- 

tavia enemmän kuin nyt menee; vaan jos minä panisin 2 riviä 

vähemmän joka sivulle ja 3 puustavia vähemmän joka riviin, 

niin silloin sopisi 154 puustavia vähemmän joka sivulle kuin nyt 

sopii; kuinka monta riviä pani latoja joka sivulle ja kuinka 

monta puustavia joka riviin? 

Merkitköön nyt x rivien lukua joka sivulla ja y puustavien



lukua joka rivillä, niin puustavien luku sivulla on selvästi = æy 

ja latojan lauseista saadaan yhtälöt 

(2 +3)(y 4 4) = xy +238, 
(x — 2Xy — 3) = xy — 154, 

joista seuraa 2 =28 ja y = 38. 

Kys. 3. Suorakulmaisen kolmikulman ympärys (=p tuu- 

maa) ja toinen suoraa kulmaa reunaavista sivuista (=a tuu- 

maa) ovat tunnetut; kuinka pitkät ovat kolmikulman toiset kaksi 

sivua? 

Merkitköön nyt % (t.) suoraa kulmaa vasten seisovaa ja 4 
(1.) toista suoran kulman vierimäisistä sivuista, niin tästä saa- 
daan selvästi yhtälöt 

a+yta=p 
22 = 12 + a? 

ja nämä yhtälöt ratkaisten saadaan sitte 

p? — 2ap + 20? 
% = do 

j 2(p— a) 
" ? — 2a, v= 2ap 

  

Kys. 4. Millä kaikista suorakulmaisista kolmikulmista, joi- 
denka suoraa kulmaa reunaavat sivut ovat yhteensä a tuumaa 

pitkät, on suoraa kulmaa vasten seisova sivu lyhyin? 

Merkitkööt x ja y suoraa kulmaa reunaavien sivujen pi- 
tuuksia ja z sitä vastaisen sivun pituutta, niin kysymyksestä saa- 

daan yhtälöt 

Ja+y=4 
ja? + y= 

ja kuin ne ratkaistaan x:n ja y:n suhteen, pitäen z:aa tunnettuna 

suuruutena, niin niistä saadaan 

votaan 0   
2 ? 

— aF fa 02 = 5": 
ai
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Jos nyt näissä v:n ja y:n arvoissa olisi 22° < a", s. 0., Z< ay, 

niin ne olisivat kumpikin kuvasuuruuksia. Pienin arvo, jonka z 

voipi saada, on siisz,= 4/4. Mutta kuin 222—=0?, niin x:n ja 
, .. :3. 

y:n arvot ovat yhtä isot, kumpikin = =, ja kysymyksessä oleva 
2 

kolmikulma on yhtä kylkinen. 

Kys. 5. Puolisuunnikas ABCD, jonka kaksi sivua AB ja 

CD ovat yhtä suuntaiset, on tunnettu ja siitä pitää sivujen AB 

ja CD kanssa yhtä suuntaisella suoralla viivalla EF leikattaman 

osa ABPFE, jonka laajuus on =? neliötuumaa. 

DG H c Kuin pisteestä 4 vedetään suora viiva 
1] AG sivua DC vasten kohtisuoraan, niin 

E linjan 46 pituus on kuvion ABCD 

korkeus ja linjan 47 pituus, joka on 

osan ABFE korkeus on etsittävä. Ol- 

koon linja AA yhtä suuntainen sivun 

BC kanssa ja DC a AB- 0. AG% Alola = fö 
jolloin on DH=4—0>0 ja EK=y—b. Kolmikulmat ADH ja 

AEK ovat mukaiset keskenänsä ja sentähden on DH:AH = EK: AK 
eli DH:EK= 4H:AK. Mutta nyt on taas AH: AK = AG: AI, 
koska kolmikulmat 464 ja 47K ovat mukaiset keskenänsä. Sen- 
tähden on DH:EK=46:AIL, s. t. s., (a —0):(y — 0) = k:x, 

josta saadaan yhtälö 

1. (4 — b)x = k(y — b). 

  

  

AB-AI 
Nyt on taas nelikulma ABFE = A ABF + A AEF =- = 

== +5 a ja kysymyksen ehdon mukaan 

on nelikulma 4PFZ= P, josta saadaan yhtälö 

2. TH = 

Yhtälöistä 1 ja 2 saadaan sitte 

k = AI = ala P VA = D 

J GE SONET Jaon k 

Jon pgg DARE p=Er= 1.



Se on selvä että alukesuuruudet ovat otettavat ainoastansa 

lisämerkillä, sillä muutoin olisivat linjain 47 ja £P pituudet pois- 

tosuuruuksia. 

Olisko nyt esm. DC=4=8, AP=0=5 ja 4G=k=4 
s K 

tuumaa, jolloin koko nelikulman laajuus on Mist) 4 26 neliö- 

tuumaa, ja olkoon siitä sitte leikattava osa 4BFF, jonka laajuus 
on =2=16 neliötuumaa, niin edellisistä kaavoista saadaan x = $ 
ja y=" tuumaa. 

Kys. 6. Æräässä lwunlasku kirjassa 14-vuosisadalta on 

seuraava lause: „A ja B pitävät yhteistä kauppaliikettä, johonka 

A on pannut 1/\2 ja B 388 guldenia ja tällä rahasummalla 

voittavat he 811 guldenia“, josta voitosta vastauksen mukaan 

„A saapi 13N ja B 28 guldenia". Mitä numeroita merkit- 

sevät silloin edelliset merkit, N ja 8? 

Merkitköön nyt x ensimäistä etsittävää numerolukua (A) 

ja y toista (8). 4:n osa voitosta on nyt selvästi 130+x ja 

B:n 200 +10x+y guldenia ja koska nämä osat tekevät yhteensä 

koko voiton 1007+11, niin tästä saadaan yhtälö 130 + x + 200 

+10x+y =100y+11 eli selvennettynä 

A:n ja P:n osien voitosta pitää taas oleman samassa suh- 

teessa toisiinsa, kuin rahasummatkin, jotka 4 ja P ovat panneet 

kauppaliikkeesen, josta saadaan verranto (102+-10x):(300+117) = 

= (130 +2):(2004+10x +947). Tästä verrannosta seuraa taas 

yhtälö (102+ 102)(200 + 102 +y) = (300 + 11)(130+2), josta 

selventäen saadaan yhtälö 

2. 10022— xy +2720x — 13287 — 18600 = 0. 

Kuin sitte x eroitetaan pois yhtälöistä 1 ja 2, niin niistä 

saadaan loppu-yhtälö 

2697y? — 9673y — 4460 = 0, 

josta sitte seuraa y,=4 ja y,= — 1435 ja kuin kukin näistä ar- 

voista pannaan y:n siaan yhtälössä 1, niin siitä saadaan ,=7
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ja 2,=—32848. Vastaus kysymykseen on siis: numero A=7 
ja 8=4. 

Kys. 7. Kolmikulman ABC asema AB (=a tuumaa) ja 

korkeus CD (=k tuumaa) ovat tunnetut; mikä suorakulmio on 

sitte isoin kaikista, jotka voidaan piirtää kolmikulmaan niin, 

että yksi suorakulmion sivuista on osa kolmikulman asemasta? 

G, Olkoon suorakulmion sivu HG= 

= EP = 0 (t.) JE U 

(t.) ja merkitköön z (n.t.) suo- 
  

  

  

EI F" - . . .. 
rakulmion laäjuutla, niin tästä 

Ene TE r saadaan yhtälö 

E) K" E 1. ay =. 

Koska taas kolmikulmat 42C               
  

A H'HN”D G" G & p ja LFC ovat mukaiset keskenänsä, 

niin tästä saadaan verranto 4B:4C=Z£EF:KFC eli AB:EF= 

= AC: EC. Mutta 40:£C=0CD:CK, koska kolmikulmat 4DC 

ja KKC ovat mukaiset. Sentähden on AB:EF = 0CD:CK,s.t. s., 

a: =k:(k— y), josta saadaan yhtälö 

2 ; a(k— y) = kx. 

Yhtälöt 1 ja 2 ratkaisten v:n ja y:n suhteen saadaan sitte 

E 7 6-= s(a E pist ) tuumaa. 
aseen 

l SORS al kF ye + ) tuumaa. 
N 

. . .. " ak . 
Isoin arvo, jonka 2z voipi saada, on siis = = puoli kol- 

  

. ú OESTE + . 
mikulmaa. Mutta kuin z= > niin silloin on x = HG =+4a ja 

Y BI K. 

Kys. 8. Kolmikulman ABC asema ja korkeus ovat tun- 

netut ja nyt on kolmikulmaan piirrettävä suorakulmio, joka seisoo 

.; " m .. 
034;;"23027722'3774327-2""337"";cin;/5;"ysniin2343422583272" kolmikul- 

masta.
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Kuin a, &, % ja y merkitsevät samoja linjoja kuin edelli- 
sessäkin kysymyksessä, niin tästä saadaan taas samoin kuin edel- 

läkin yhtälö 

I kæ = a(k — y). 

Koska taas suorakulmion laajuus on =xy (n. t.) ja kol- 

. . ak .."" 
mikulman laajuus = (n.t.), niin tästä saadaan lausutun ehdon 

2 

mukaan yhtälö aya eli, kuin lyhyyden vuoksi pannaan 
m 
==P, 
n 

5 _ akp 

Yhtälöt 1 ja 2 ratkaisten saadaan sitte 

(1 EVA — 3p) 
kad 

KAFI =) 
2 

Kuin näissä v:n ja y:n arvoissa alukesuuruudet otetaan ylim- 

mäisillä merkillä, niin silloin saadaan suorakulmio F'WGF, 

mutta kuin alimmaiset merkit annetaan alukesuuruuksille, niin sil- 

loin saadaan suorakulmio £A" G" F". Tässä saadaan siis kaksi 

eri vastausta kuin p<£, mutta yksi, kuin p=4£ ja ei yhtään, 

kuin p>4, sillä kuin p=1, niin e=5 ja y = ja suorakul- 

mio on silloin isoin kaikista, jotka voidaan piirtää kolmikulmaan, 

mutta kuin p>4, niin silloin ovat x:n ja y:n arvot kuvasuu- 
ruuksia. Olisko nyt esm. p = 39%), niin edellisistä kaavoista saa- 

taisiin 1, = 2'6. = 094 ja YL = 01%, KRP STN 

= 0,1 -a ja y= Z HK 09L. 

2ak 

(a +)” 
Kuin taas on p = niin silloin saadaan edellisistä 

kaavoista 

jä all 20008 

[E fran 
Jyp m: pss 

a de Vad ke
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Tässä näin on siis toinen suorakulmio neliö, jonka 

IMI Om — = ja olisko vielä a = k, niin molemmat suorakul- 

" " 226"" 
miot yhdistyisivät neliöksi sivulla 9 9 Tämä neliö olisi myös 

m 

isoin kaikista kolmikulmaan tällä tavoin piirretyistä suorakulmioista. 

Jos taas on ak, niin silloin on mainittu neliö pienempi kuin 

puoli kolmikulmaa, eikä siis isoin kysymyksessä olevista suorakul- 

mioista. 

Kys. 9. Mies on antanut velaksi 10000 markkaa kah- 

dessa osassa, kumpasenkin osan eri kasvulle sadalta vuodessa. 

Kasvut, jotka hän saapi sadalta vuodessa näistä kahdesta raha- 

summasta, tekevät yhteensä 11 markkaa ja kolmen vuoden kasvu 

toisesta osasta tekee 1125 m., mutta neljän kuukauden (=1 

vuoden) kasvu toisesta osasta tekee 50 m. Kuinka isoissa osissa 

on hän lainannut rahansa ja kuinka monta sadalta saapi hän 

kasvua kustakin osasta vuodessa? 

Merkitköön nyt x (m.) ensimäistä osaa ja y (m.) kasvua, 

jonka mies saapi sadalta vuodessa tästä osasta, jolloin toinen osa 

on selvästi (10000—2x) m. ja sen kasvu sadalta (11 — y) m. 
vuodessa. Kysymyksessä vap ehdoista saadaan sitte hel- 

posti seuraavat yhtälöt: 

3xy Tog = 1125, 

(10000—)d1— 9) —. 
v TUO 250, 

josta sitle” seuraa 

4,= 7500, for 4545, 
eli 

Y, = 5, Yn = 81. 

Kysymykseen saadaan siis kaksi eri vastausta, nimittäin: 

mies oli lainannut 7500 m., joista hän sai 5 sadalta ja 2500 
m., joista hän sai 6 sadalta vuotuista kasvua eli: hän oli lainan- 

nut 4545, m., joista hän sai 84 m. sadalta ja siis 5454,6, m., 
joista hän sai 23 m. sadalta vuotuista kasvua.
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Kys. 10. Kolmikulman ABC sivut ovat tunnetut ja sen 

korkeus CD, aseman osat AD ja BD, sekä kolmikulman laajuus 

ovat etsittävät. 

00 G C Olkoon- wyvi Bl= a, AC =, 

; AB=c ja merkitköön æ linjan AÐ, 
y linjan PD pituutta ja z kolmikul- 

man korkeutta CD, niin tästä saa- 

daan yhtälöt 

  

[eSa 
a 422 == b, 

Yy + z? = a. 

Kuin sitte kolmannen yhtälön puolet poistetaan toisen vas- 

taavista puolista, niin sillä tavoin saadaan x — y = 0 — a? eli 

(2+y0)(x— y) = 0? — a" ja, koska a -+ y =c, c(x— y) = 6 — a". 

Tästä ja ensimäisestä alkuperäisestä yhtälöstä saadaan sitte hel- 

posti x:n ja y:n arvot ja kuin y:n arvo sitte pannaan sen siaan 

kolmannessa alkuperäisessä yhiälössä, niin siitä saadaan z:n ar- 

vot. Tällä tavoin saadaan kaavat: 

p? + e— a? 

a c? — D? 
Y = <. nä 

YS PC (D4 — - ad?) 
= = NSS 

Ac? 

= g VG@EF bF NaF b= aF ebe), 
  

s 
ja z=, jolloin kolmikulma olisi suorakulmainen tilassa ABC, 

mutta kuin 2°+c"<a", niin silloin on x:n arvo poistosuuruus, 

josta voidaan päättää kappaleen AÐ tulevan olemaan A:n vasem- 

malla puolella tilassa 4D', jolloin kolmikulma on tilassa ABC”. 

Jos kolmikulma taas olisi yhtäsivuinen, s. t. s. jos € = 0 = 4, 

niin silloin on 

Olisko nyt 02 +c2=0?, niin silloin olisi x =



76:36,2:;"j32=;"]/F=0,866")(in 

öIuttäonSIO733!12)=0,UjinSjlloinojij 

93:;0;Y:"1;6"j32: ;]/Mf— et. 

Kolmikulman laajuus on taas selvästi =14B-CD=1c-z. 

Kuin sitte z:n edellä saatu arvo pannaan sen siaan viimesessä 

yhtälössä niin siitä saadaan 

NABC=1V/CatiFolG+t=0ateH64=0). 

Kuin nyt lyhyyden vuoksi pannaan 1(4+0+0)=3 eli a40+6e=25, 

jolloin on a +0—e=2(s— 6), ad+6—2b=2%5—0) ja b+c—a= 

= As — 0), niin edellisestä yhtälöstä saadaan kaava 

  

N 
= 

josta kolmikulman laajuus aina saadaan ja jossa a, b ja c mer- 

kitsevät kolmikulman sivujen ja s puolen ympäryksen pituutta. 

Olisko esm. 4=10, 0=8 ja e=6 t., niin silloin olisi 

kolmikulman laajuus =/12-:2-4-6=24 neliötuumaa. 
Seuraus. Puolisuunnikkaan ABCD kaikki sivut ovat tun- 

nelut ja sen laajuus etsittävä. 

Olkoon nyt (katso viidennen kysymyksen tässä pykälässä 

kuvaa) 4D =d, AH = BO =V. DH=D0C— 4B=0, 4B=d ja 

DC=e, niin edellisen mukaan on 

g VTR = a —   

= W s($ — a)s — D)(s — e), kuin lyhyyden vuoksi pannaan 

a+b + c= 2s. 

Nyt on taas selvästi puolisuunnikas 4PCD = AADH + suun- 
nikas APCH=1AG-DH+ 4G-APBP=(1c+d)-46G. Koska taas 

janalla isoa 
c=e—d ja 46= VS — a)(s — D)(s— 6), niin edellisestä yh- 

tälöstä saadaan helposti seuraava kaava; 

  plsan. 4800 =" "YsG— 6-69. 
c
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01jSI;068m"-!5':33:6,30:5:3,FV:629"422:0:4 

jäSjjSYA=F=3tunimuu,niinSj110ju()1j5jI)U0Ij5uum)jnicöän1:13- 

juus:575"1-"272210s/5:2236-"jwjjötuumää. 

Kys. 11. Kolmikulman ABC sivut a, b ja c ovat tunnetut 

Ja etsittäviä ovat kolmikulmaan sekä sen ympäri piirrettyjen ym- 

pyrien säteet r ja R. , 

Kuin 7 on sisäpuoleisen ja K ulkopuoleisen ympyrän kes- 

kipiste, niin tässä on nyt 

BO a, 40— 0 AP sekä 

ID = IPS IPSIA ja KAS KC= 
KH=2R. Nyt on 

A ABC=ABIC+/AAIC+4.A AIB, 

är DPSSsicr 
SRS LAB0=3+a+5= 

a+0+c 0 
a kuin "NGO BYAK 

  

: Mutta edellisessä kysymyksessä saa- 

tin NABC=7V/s(s— a) (s—bd)(s— c) ja sentähden on 

sr =]/s(s — a)(s — b)y(s — c), josta saadaan 

Koska taas kulmat 4ZC ja ABC seisovat samalla kaarella 

AC, niin ne ovat yhtä isot. Samoin ovat suorat kulmat CAN 

ja CGP yhtä isot keskenänsä. Sentähden on myös A ACH = A BCG 
ja kolmikulmat CH/4 ja CBG ovat mukaiset, josta saadaan CH: CA = 

k ab 
B: CGS. t. s., 2R: 0 — a: CG, josta = 500 

symyksestä on taas saatu kolmikulman korkeus 

Edellisestä ky- 

  

  

aven ATEN tös OO = n = 

= a s Sentähden on 

2 R abe 

MEZD)
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i . . . "326 
jossa on samoin kuin edelläkin s=- s 

Yhtälöistä 1 ja 2 saadaan sitte 

ORC abc 
Yip = Daa El 227 — a+ b+e 

Kuin kolmikulma on yhtäsivuinen, s. o., kuin 4=0=0c, 

niin silloin on 7 = a TAS än ja = 10/3. 

Kys. 12. Eräs seura oli lähtemässä ravintolasta ja sai 

tilinsä. Jos seurassa olisi ollut 5 henkeä enemmän ja joka hen- 

gen olisi pitänyt maksaman 3 markkaa enemmän, niin koko seu- 

ran maksettava summa olisi ollut 264 markkaa isompi; multa 

jos seurassa. olisi ollut 3 henkeä vähemmän ja joka henki olisi 

päässyt 1 markkaa vähemmällä maksulla, niin koko seuran mak- 

settava summa olisi ollut 133 markkaa pienempi; kuinka monta 

henkeä oli seurassa ja kuinka paljo oli jokainen maksava? 

Vastaus: Seurassa oli 14 henkeä ja joka henki tuli maksamaan 

31 markkaa. 

Kys. 13. Mitkä kolme lukua ovat semmoiset, että, kuin 
itsekukin niistä kerrotaan toisten kahden summalla, tuloiksi saa- 

daan heut 20, 18 ja 14? 

Tästä kysymyksestä saadaan yhtälöt 

x(y+2)= 20, 

ylm+42)=18, 
z(x+y)=14, 

jotka ovat samallaiset kuin edellisen pykälän esimerkissä 16 ja 

kuin tästä esimerkistä saaduissa kaavoissa pannaan a = 20, 0=18 

ja c=14, niin kysymykseen saadaan vastaus: hrut 4, 3 ja 2. 

Poistosuuruudet. —4, —3 ja —2 täyttävät myös kysymyksen 

ehdot. 

Kys. 14. Fräässä lussa on kolme numeroa; keskimäisen 

numeron toinen korko on yhtä iso kuin reunimaisten tulo enen- 

nettynä neljällä; satojen numero ja ykkösien numero ovat yh- 

teensä yhtä isot kuin kaksi kertaa kymmenien numero; ja kuin
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etsittävästä hvusta poistetaan se luku, jossa samat numerot ovat 

vastasuuntaisessa järjestyksessä, niin tähteeksi saadaan 390 enen- 

nettynä etsittävän hun kymmenien numerolla; mikä on se luku? 

Vastaus: 864. 

Kys. 15. Mitkä ovat ne kolme jaksossa verrannollista lu- 

kua, joidenka summa on =3,7 ja joidenka toisten korkojen 

summa. on 4,81? Vastaus: 0.9; 1,2 ja 1,6. 

Kys. 16. Sworakulmion laajuus (= a? neliötuumaa) ja 

lävistäjä (=b tuumaa) ovat tunnetut; kuinka pitkät ovat silloin 

suorakulmion sisältävät sivut? Vastaus: pitempi sivu on = 

p? 42042 4 /02— 202. . 0272:4209""542 
= V kdah Kimde ja lyhempi = VARTA = LÄ See 

tuumaa. 

Kys. 17. Suorakulmaisen kolmikulman ympärys (=p tuu- 

maa) ja suoraa kulmaa vasten seisova sivu (=a tuumaa) ovat 

tunnetut; kuinka isot ovat suoraa kulmaa reunaavat sivut ja 

kolmikulman laajuus? Vastaus: pitempi etsittävistä sivuista on 

= 129 — p? — 4 — a ap 
saaja £? > ja lyhempi id aan BA 

tuumaa ja o laajuus on siis = 1p(p— 204) neliötuumaa. 

Kys. 18. Suorakulmaisen kolmikulman laajuus on =o 

(n.t.) ja suoraakulmaa reunaavien sivujen summa on =Db (1.); 

kuinka pitkät ovat silloin kolmikulman sivut? =. suoraa- 

3 kulmaa reunaavat sivut ovat: pitempi = — = — 7 ja lyhempi 

30 = — — 8a? 
= suoraa kulmaa vasten soisova sivu on =)/02—40?. 

Kys. 19. Kuinka iso on kolmikulmainen peltokappaie, jonka 

sivut ovat 130, 140 ja 150 jalan pituiset? Vastaus: 8400 neliö- 

jalkaa = 44 kapan alaa. (Tynnyrin ala = 32 kapan alaa = 14000 
n.kyvnärää = 56000 n.jalkaa). 

Kys. 20. Kuinka pitkät ovat saman peltokappaleen sivut 

kartalla, jossa se on piirretty +otos:0sassa isoudestansa? Vas- 

taus: 1,3; 1,4 ja 1,5 jalkaa eli 13, 14 ja 15 kymmenystuumaa.
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Kys. 21. Kahden suorakulmion A ja B laajuudet tekevät 

yhteensä 28 n.tuumaa ja asemat ovat yhteensä = 13 1., ja suo- 

rakulmioiden, joilla on: ensimäisellä A:n asema ja P:n korkeus 

ja toisella P:n asema ja A:n korkeus, laajuudet ovat: ensimäi- 

sen =32 n.tuumaa ja toisen =5 n.tuumaa; kuinka isot ovat 

suorakulmioiden A ja B asemat sekä korkeudet? Vastaus: A:n 

asema on =8 ja korkeus =1 tuumaa ja P:n asema on =5 

ja korkeus =4 tuumaa eli: 4:n asema on —=102 ja korkeus 

112 t. ja P:n asema on =23 ja korkeus =3;% tuumaa. 

Kys. 22. Kuin kahden heun väli kerrotaan niiden toisten 

korkojen välillä, niin tuloksi saadaan 160, mutta kuin samojen 

lukujen summa kerrotaan niiden toisten korkojen summalla, niin 

tuloksi saadaan 580; mitkä ovat nämä kaksi lukua? Vastaus: 7 ja 3. 

Muist. Edellisestä kysymyksestä saadaan samanlaiset yhtä- 

löt ratkaistaviksi kuin esimerkissä 20 edellisessä pykälässä ja edelliset 

arvot saadaan helposti kuin mainitusta esimerkistäs aaduissa kaavoissa 
pannaan a=160 ja 0=-580.



Kirjassa käytettyjen nimityssanojen luettelo. 

Alkeisteos 

Alotin 

Aluke 

Alukemerkki 

Alukesuuruus 

Alukkeen otto 

Apotemi 

Arvo 

Asema 

Aste 

Ehto-yhtälö 

Enennösmerkki 

Epä-isouden merkki 

Erityisosa 

Eroittaa 

Eroituskeino - 

Etukertoja 

Isoin arvo 

Isous 

Jaettava 

Jakaa 

Jakaja 
Jako 

Jakomerkki 

Jänne 

Järjestys 

Järjestyspuustavi 

Järkinäissuuruus 

Kaari 

Grundoperation. 

Rotens index. 

Rot. 

Rottecken. 

Irrationel qvantitet, radikal. 

Rotutdragning. 

Apotem. 

Värde. 

Bas (en figurs). 

Grad (om vinklar). 

Vilkorseqvation. 

Plustecken. 

Olikhetstecken. 

Partiel gvot. 

Eliminera. 

Eliminationsmetod. 

Koefficient. 

Maximum. 

Storlek. 

Dividend. 

Dividera. 

Divisor. 

Division. 

Divisionstecken. 

Korda. 

System. 

Hufvudbokstaf (efter hvilken en 

polynom ordnas). 

Rationel qvantitet. 

Båge.
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Kaava 

Kaksio 

Kantaluku 

Kasvu 

Kasvu sadalta 

Kehä 

Kerrosmerkki 

Kertoa 

Kertoja 

Kertominen 

Keskiluku eli laskakeskinen 

Keskipiste 

Keskisuhteinen 

Keskuus 

Kohtisuora 

Kokoluku 

Kolmikulma 

Korkeus 

Korko 

Korotin 

Korottaa 

Kulma 

Kuvasuuruus 

Kuvio 

Kymmenluku-järijestys 

Kymmenystuumaa 

Kysymys 

Kääntää (verrannon jäsenet) 

Laajuus 

Laskea yhteen 

Laskusuhde 

Laskutyö 

Liikaluku 

Linja 

Lisämerkki 

Loppu-yhtälö 

Formel. 

Binom. 

Bas 1 ett numerationssystem. 

Ränta. 

Procent. 

Periferi. 

Multiplikationstecken. 

Multiplicera. 

Faktor. 

Multiplikation. 

Aritmetiska medeltalet. 

Medelpunkt. 

Medelproportional. 

Relation. 

Vinkelrät. 

Helt tal. 

Triangel. 

Höjd. 

Dignitet. 

Exponent. 

Upphöja till dignitet. 

Vinkel. 

Imaginär gvantitet. 

Figur. 

Decimal system. 

Decimal tum. 

Problem (algebraiskt). 

Vända om (termerna i en ana- 

logi). 

Area, Vidd. 

Addera. 

Aritmetiski förhällande. 

Algebraisk operation. 

Udda tal. 

Rät linje. 

Additions 1. plustecken. 

Finaleqvation.



Luku 

Lukusuuruus 

Lukusuuruus-tiede 1. lwanlasku 

Luotinen 

Lwunlasku 

Lwunlaskuteos 

Lävistäjä 

Metalli 

Mitallinen 

Mitaton 

Mittausoppi 

Mittaussuhde 

Monikertainen 

Monikulma 

Monio 

Mukainen 

Murtolauseke 

Murtoluku 

Murtosuuruus 

Määrittää 

Määritys 

Neliö 

Neliömitta 

Nimittäjä 

Nousu 

Numero-arvo 

Numerokertoja 

Numeroluku 

Numero-yhtälö 

Osa 

Osio 

Osottaja 

Pariluku 

Peruskertoja 

Pienin arvo 

Piste 

Poistaa 
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Tal, antal. 

Analytisk storhet. 

Aritmetik. 

Lödig (om silfver). 

Räkning, kalkyl. 

Aritmetisk operation. 

Diagonal. 

Metall. 

Rationel (om tal). 

Irrationel. (om tal). 

Geometri. 

Geometriskt förhållande. 

Mångfaldig. 

Månghörning. 

Polynom. 

Likformig (om figurer). 

Bruten expression. 

Bråk. 

Bruten gvantitet. 

Definiera. 

Definition. 

Qvadrat. 

Ovadratmäti. 

Nämnare. 

Grad (en terms 1. egvations). 

Nummervärde. 

Nummerkoefficient. 

Nummer- 1. siffertal. 

Nummeregvation. 

Ovot. 

Term (i en polynom). 

Täljare. 

Jemnt tal. 

Enkel faktor. 

Minimum. 

Punkt. 

Subtrahera.



212 

Poistettava 

Poisto-at'vo 

Poistomerkki 

Poistosuuruus 

Puolisuunnikas 

Puustavisuuruus 

Puustavi-yhtälö 

Ratkaista (yhtälö, kysymys) 

Samankaltainen (osio) 
Samanlaatuinen 

Selventää 

Sieventää 

Sioituskeino 

Sivu 

Suhde 

Suhteen jäsen 

Suhteen näyttäjä 

Sulkumerkki 

Summa 

Suorakulmio 

Suunnikas 

Suuruus 

Suuruustiede 

Säde 

Säännöllinen kuvio 

Sääntö 

Tasakolmiomitanto 

Tasa-osa 

Tekemä 

Tilasuuruus 

Tilavuus 

Todisto 

Toteuttaa (yhtälö) 

Tulo 

Tähde 

Ulottuvaisuus 

Vapaasti muuttuvainen 

Subtrahend. 

Negativt värde. 
Minustecken. 

Negativ qvantitet. 

Paralleltrapezium. 

Bokstafsqvantitet. 

Bokstafseqvation. 

Lösa (en eqvation, ett problem). 
Likformig (term). 

Likartad (af samma slag). 

Förenkla. — 

Hyfsa. 

Substitutionsmetod. 

Sida. 

Förhållande. 

Term i ett förhållande. 

Rations 1. förhållandets exponent. 

Parentes. 

Summa. 

Rektangel. 

Parallelogram. 

Storhet, qvantitet. 

Matematik. 

Radie. 

Regulier figur. 

Regel. 

Plan trigonometri. 

Part. 

Funktion. 

Geometrisk storhet. 

Volym. 

Teorem. 

Satisfiera (en eqvation). 

Produkt. 

Rest. 

Utsträckning, dimension. 

Oberoende variabel.



Varsinaissuuruus 

Vastaismerkkinen 

Vaslinainen (suuruus) 

Verrannollinen 

Verrannon jäsen 

Verranto 

Vertauskeino 

Viiva 

Vuorottaa (verrannon jäsenet) 

Vähennettävä 

Yhdistettävä 

Yhteenlasku 

Yhteenlasku ja poistokeino 

Yhtä-isouden merkki 

Yhtäläinen (monio) 

Yhtälö 

Yhtälön juuri 

Yhtälön puoli 

Yhtä suuntainen 

Ykkönen 

Yksiö 

Yleislasku 

Yleislasku-lauseke 

Yleislasku-suuruus 

Ympyrä 

Ympärys 

Äärellinen 
Ääretön 

Reel gvantitet. 

Till tecknet motsatt. 

Motsatt (qvantitet). 

Proportionerlig. 

Term i en analogi. 

Analogi. 

Komparationsmetod. 

Linie. 

Vexla om (termerna i en analogi). 

Minuend. 

Addend. 

Addition. 

Additions- och 

metod. 

Likhetstecken. 

Homogen (polynom). 

Eqvation. 

Eqvations rot. 

Eqvations membrum. 

Parallel. 

Enhet, etta. 

Monom. 

Algebra. 

Algebraisk expression. 

Algebraisk gvantitet. 

Cirkel. 

Perimeter. 

Ändlig. 
Oändlig. 

suhbtraktions-



Förteckning öfver de i boken begagnade 

tekniska termerna. 

Addend 

Addera 

Addition 

Additions- och sublaktionsmetod 

Additionstecken 
Algebra 

Algebraisk expression 

Algebraisk operation 

Algebraisk qvantitet 

Analogi 

Analytisk storhet 

Antal 

Apotem 

Area, vidd 

Aritmetik 

Aritmetiskt förhållande 

Aritmetiskt medeltal 

Axiom 

Bas (en figurs) 

Bas (i ett numerations system) 

Binom 

Bokstafseqvation 

Bokstafsqvantitet 

Bruten expression 

Bruten qvantitet 

Bråk 

Båge 

Yhdistettävä. 

Laskea yhteen. 

Yhteenlasku. 

Yhteenlasku- ja poistokeino. 

Lisämerkki. 

Yleislasku. 

Yleislasku-lauseke. 

Laskutyö. 

Yleislaskusuuruus. 

Verranto. 

Laskusuuruus. 

Luku. 

Apotemi. 

Laajuus. 

Lukusuuruustiede 1. lu'unlasku. 

Laskusuhde. 

Keskiluku (laskukeskinen). 

Selviö. 

Asema. 

Kantaluku. 

Kaksio. 

Puustavi-yhtälö. 

Puustavisuuruus. 

Murtolauseke. 

Murtosuuruus. 

Murtoluku. 

Kaari.



Cirkel 

Decimal system 

Decimal tum 

Definiera 

Definition 

Diagonal 

Dignitet 

Dimension 

Dividend 

Dividera 

Division 

Divisionstecken 

Divisor 

Eliminationsmetod 

Eliminera 

Enhet 

Enkel faktor 

Eqvation 

Eqvations membrum 

Eqvations rot 

Exponent 

Faktor 

Figur 

Finaleqvation 

Formel 

Funktion 

Förenkla 

Förhållande. 

Grad 

Geometri 

Geometrisk storhet 

Geometriskt förhållande 

Grundoperation 

Helt tal 

Homogen (polyn.) 

Hufvudbokstaf (i en polyn.) 
Hyfsa 
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Ympyrä. 

Kymmenluku-järjestys. 

Kymmenystuuma. 

Määrittää. 

Määritys. 

Lävistäjä. 

Korko. 

Ulottuvaisuus. 

Jaettava. 

Jakaa. 

Jako. 

Jakomerkki. 

Jakaja. 

Eroituskeino. 

Eroittaa. 

Ykkönen. 

Peruskertoja. 

Yhtälö. 

Yhtälön puoli. 

Yhtälön juuri. 

Korotin. 

Kertoja. 
Kuvio. 

Loppu-yhtälö. 
Kaava. 

Tekemä. 

Selventää. 

Suhde. 

Aste (geom.), Nousu (alg.). 

Mittausoppi. 

Tilasuuruus. 

Mittaussuhde. 

Alkeisteos. 

Kokoluku. 

Yhtäläinen. 

Järjestyspuustavi, 

Sieventää.
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Höjd 

Imaginär qvantitet 

Irrationel 

Jemt tal 

Koefficient 

Komparationsmetod 

Korda 

Likartad (af samma slag) 

Likformig (figur) 

Likformig (term) 

Likhetstecken 

Linie 

Lödig (om silfver) 

Lösa (en eqvation, ett problem) 

Matematik 

Maximum 

Medelproportional 

Medelpunkt 

Minimum 

Minuend 

Minustecken 

Monom 

Motsatt (qvantitet) 

Motsatt (till tecknet) 

Multiplicera 

Multiplikation 

Multiplikationstecken 

Mångfaldig 

Månghörning, polygon 

Negativ qvantitet 

Negativt värde 
Nummereqvation 

Nummerkoefficient 

Nummertal 

Nummervärde 

Nämnare 
Oberoende variabel 

Korkeus. 

Kuvasuuruus. 

Mitaton. 

Pariluku. 

Etukertoja. 

Vertauskeino. 

Jänne. 

Samanlaatuinen. 

Mukainen (kuvio). 

Samankaltainen (osio). 

Yhtä-isouden merkki. 

Viiva. 

Luotinen. 

Ratkaista (yhtälö, kysymys). 

Suuruustiede. 

Isoin arvo. 

Keskisuhteinen. 

Keskipiste. 

Pienin arvo. 

Vähennettävä. 

Poistomerkki. 

Yksiö. 

Vastinainen (suuruus). 

Vastaismerkkinen. 

Kertoa. 

Kertominen, 

Kerrosmerkki. 

Monikertainen. 

Monikulma. 

Poistosuuruus. 

Poisto- 1. poistava arvo. 

Numero-yhtälö. 

Numerokertoja. 

Numeroluku. 

Numero-arvo. 

Nimittäjä. 

Vapaasti muuttuvainen.



Olikhetstecken 

Oändlig 

Parallel 

Parallelogram 

Paralleltrapezium 

Parentes 

Partiel qvot 

Part 

Periferi 

Perimeter 

Pian trigonometri 

Piustecken 

Polynom 

Problem (algebraiskt) 

Procent 

Produkt 

Proportionerlig 

Punkt 

Qvadrat 

Qvadratmått 

Qvot 

Radie 

Radikal 

Rationel (om tal) 

Rationel qvantitet 

Rations exponent 

Reel qvantitet 

Regel 

Regulier figur 

Rektangel 

Relation 

Rest 

Rot 

Rotens index 

Rottecken 

Rotutdragning 

Räkning, kalkyl 
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Epä-isouden merkki. 

Ääretön. 
Yhtä suuntainen. 

Suunnikas. 

Puolisuunnikas. 

Sulkumerkki. 

Erityisosa. 

Tasa-osa. 

Kehä. 

Ympärys. 

Tasakolmiomitanto. 

Enennösmerkki. 

Monio. 

Kysymys. 

Kasvu sadalta. 

Tulo. 

Verrannollinen. 

Piste. 

Neliö. 

Neliömitta. 

Osa. 

Säde. 

Alukesuuruus. 

Mitallinen. 

Järkinäissuuruus. 

Suhteen näyttäjä. 

Varsinaissuuruus. 

Sääntö. 

Säännöllinen kuvio. 

Suorakulmio. 

Keskuus. 

Tähde. 

Aluke. 

Alotin. 

Alukemerkki. 

Alukkeen otto. 

Lwunlasku 1. lasku,
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Ränta 

Rät linie 

Satisfiera (en eqv.) 

Sida 

Siffra 

Slorhet, gvantitet 

Storlek 

Substitutionsmetod 

Subtrahend 

Subtrahera 

Summa 

System 

Tal 

Teorem 

Term (i en analogi) 
Term (i en polynom) 

Triangel 

Täljare 

Udda tal 

Upphoja till dignitet 

Utsträckning 

Vexla om (termerna i en analogi) 

Vilkorseqvation 

Vinkel 

Vinkelrät 

Volym 

Vända om (termerna i en analogi) 

Värde 

Ändlig 

Kasvu. 

Linja. 

Toteuttaa (yhtälö). 

Sivu. 

Numero. 

Suuruus. 

Isous. 

Sioituskeino. 

Poistettava. 

Poistaa. 

Summa. 

Järjestys. 

Luku. 

Todisto. 

Jäsen (verrannon). 

Osio. 

Kolmikulma. 

Osottaja. 

Liika luku. 

Korottaa. 

Ulottuvaisuus. 

Vuorottaa (verrannon jäsenet). 

Ehto-yhtälö. 

Kulma. 

Kohtisuora. 

Tilavuus. 

Kääntää (verrannon jäsenet), 

Arvo. 

Aärellinen.
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