O

/X\

Abo Akademi

FAKULTETEN FOR
NATURVETENSKAPER OCH TEKNIK

AVHANDLING PRO GRADU I MATEMATIK

Fermats sista sats

Skribent: Handledare:
Jonas LAGERROOS, 41769 Mikael LINDSTROM

2023



Sammanfattning

I den har pro gradu-avhandlingen presenteras Fermats sista sats, som ar en sats
inom talteori. Enligt satsen finns det inte nagra positiva heltalslosningar till
a4+ b" = " da n > 2. Satsen &r uppkallad efter Pierre de Fermat, som cirka
1637 pastod att han hade bevisat denna sats. Hans bevis publicerades inte, och
ar inte heller bevarat. Flera matematiker forsokte under pafoljande arhundra-
den bevisa satsen. Manga av dem bevisade viktiga resultat, till exempel gjorde
Sophie Germain en hel del framsteg. Nagra av dessa resultat presenteras. Satsen

bevisades slutligen av Andrew Wiles 1995.

I den héar pro gradu-avhandlingen bevisas satsen for n = 3 och n = 4. Nagra
andra satser som underlattar beviset av sjidlva satsen bevisas, och nagra relate-
rade ekvationer presenteras. Satsen bevisas inte i sin helhet i denna avhandling,
men Andrew Wiles bevis presenteras i mycket stora drag. Slutligen presenteras

en tillampning av satsen.
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KAPITEL 1. INTRODUKTION 2

Kapitel 1
Introduktion

Pierre de Fermat var en fransk domare och amatérmatematiker. Hans fédelsear
ar omtvistat, det formodades att han féddes 1601, men efter mera forskning ver-
kar det som att Pierres halvbror, Piere, foddes 1601. Pierre torde ha fotts 1607.
Han foddes antagligen under tidsperioden 31.10-6.12.1607. Han dog 12.1.1665.
I10)

Boken Arithmetica av den grekiska matematikern Diofantos innehaller det som i
dag kallas diofantiska ekvationer och deras losningar. Cirka 1637 skrev Pierre de
Fermat i marginalen av en kopia av boken bredvid problem II.8 pa latin: "Cu-
bum autem in duos cubos, aut quadrato quadratum in duos quadrato quadratos,
et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos ejusdem
nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem mirabile sane detexi. Hanc
marginis exiguitas non caperet.” Detta betyder ungefar: "Det &r omojligt att dela
upp en kub i tva kuber, en kvadrat i tva kvadrater och sa vidare; jag har upp-
tackt ett verkligt fantastiskt bevis pa detta. Denna marginal ar for liten for att

innehalla det.” Denna sats kom senare att kallas Fermats sista sats.

I kapitel 2 presenteras historien om Fermats sista sats. I kapitel 3 bevisas Fermats
sista sats for fallen n = 3 och n = 4. Med st6d av detta bevisas vissa satser som
ar centrala i Wiles bevis av satsen. Utover detta behandlas &ven nagra relaterade
ekvationer. I kapitel 4 presenteras en tillampning av Fermats sista sats. I denna
avhandling antas att lasaren ar bekant med grundldggande satser inom talteori,

och det antas att alla variabler &r positiva heltal om inget annat anges. [2] s. 3]
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Kapitel 2
Historia

Detta kapitel behandlar historien om Fermats sista sats, det vill sdga vissa fram-
steg som matematiker har gjort om satsen. Dessutom ges nagra riktlinjer for hur

satsen bevisas. Resultaten i detta kapitel bevisas inte i denna avhandling.

Sats 2.1. (Fermats sista sats) Det finns inte ndgra positiva heltalslosningar
(a,b,c) till ekvationen

n

xN+yn:z,

dirn > 2,n € N. Denna ekvation kallas Fermats ekvation, och en losning (a, b, c)

till ekvationen kallas en Fermattrippel.

Andrew Wiles bevisade satsen 1995. Beviset till satsen dr 129 sidor langt.

Fermat pastod att han hade hittat ett bevis till Fermats sista sats, men hans
pastadda bevis publicerades aldrig, och &r inte heller bevarat. Det enda bevi-
set om Fermats sista sats av Fermat som &r bevarat &r beviset for n = 4. Pa
1600-talet presenterades problemet for flera matematiker, i hopp om att lyckas
bevisa Fermats sista sats, men ingen lyckades astadkomma ndmnvérda framsteg.
Ar 1753 lyckades Leonhard Euler bevisa Fermats sista sats for n = 3. Gauss hit-
tade senare ett bevis som anviinder imaginéra tal. Ar 1825 trodde Gustav Peter
Lejeune Dirichlet att han hade bevisat fallet n = 5, men hans bevis innehéll ett
fel. Adrien Marie Legendre hittade ett eget bevis for n = 5, och 1828 rittade
Dirichlet sitt bevis. Dirichlets bevis ar elementéart, det vill sdga det innehaller
inte nagra imaginira tal, och bygger pa tal av formen a® — 5b%. Dirichlet for-

sOkte bevisa fallet n = 7, men han lyckades endast bevisa fallet n = 14, vilket
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ar ett svagare resultat. Gabriel Lamé bevisade 1839 fallet n = 7, och Lebesgue

forenklade senare beviset. [5]

2.1 Sophie Germains framsteg

Pa 1800-talet gjorde Sophie Germain det forsta riktiga forsoket att bevisa hela

Fermats sista sats i stéllet for att bevisa enskilda fall. Hon studerade méngden
M,y = {2 (mod 2Np+1):p,2Np+ 1 primtal,0 < z < 2Np + 1}
och vidare mangden
S, ={2Np+1: M, y innehaller inte pa varandra foljande tal}.

Hon lyckades bevisa foljande: Om det finns en 16sning till a? 4+ 0¥ = ¢P, déar p
ar ett primtal, sa delar varje element i .S, minst ett av talen a,b och c. Saledes
galler f6ljande: Om S, innehaller odndligt manga tal for nagot primtal p sa maste
mangden av tal som delar minst ett av talen a,b och ¢ vara odndlig. Detta im-
plicerar att minst ett av talen a, b och ¢ har odndligt manga delare, ty annars ar
méngden av tal som delar minst ett av talen a,b och ¢ dndlig. Detta ar omojligt
for ett andligt tal, varfoér Fermats sista sats inte har nagon 16sning for p. Hennes
mal var att visa att .S, innehaller oandligt manga tal for varje udda primtal p,

vilket skulle bevisa hela Fermats sista sats (detta utreds i nésta kapitel).

Dock lyckades hon inte bevisa detta for ett enda p. Hon lyckades senare i stéllet
bevisa att S3 = {7,13}. Det visades senare att S, har dndligt manga tal for alla

udda primtal p. Germains plan fungerade ddrmed inte. [§]

Exempel 2.2. Vi undersoker fallet p = 7. Vi berdiknar M7 y dd 2Np + 1 dr ett
primtal. Det gdller att

N=1=2Np+1=15=3"5,

Vidare har vi
N =2=2Np+1=29.

Eftersom 29 dr ett primtal berdknar vi 27 (mod 29) for 0 < x < 29:
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Mqy = {1,12,12,28,28,28,1,17,28,17,12, 17,28, 12,

17,1,12,17,12,1,12,28,1,1,1, 17,28} = {1,12,17, 28}.

My 5 innehdller inte ndgra pa varandra féljande tal, varfor {29} C S;. Vi under-
soker nu N = 3:

N =3=2Np+1=143,
Mz = {1,6,7,36,37,42}.

Eftersom Mz 3 innehdller talen 6 och 7 (samt dven talen 36 och 37) gdller
{43} € S7. Vi undersoker nu N = 4, ..., 10:

N=4=2Np+1=57=3-19,

N=5=2Np+1="T1,
M5 = {1,5,14,17,25,46, 54, 57,66, 70},
N=6=2Np+1=85=5-17,
N=7=2Np+1=99 =311,
N =8=2Np+1=113,
Mg = {1,15,18,35,40, 42, 44, 48,65, 69, 71, 73,78, 95,98, 112,}
N=9=2Np+1=127,
Mg = {1,19,20,22, 24, 28,37, 52,59, 68, 75,90, 99, 103, 105, 107, 108, 126},
N =10=2Np+1=141 =3 -47.

Ddirmed innehdller My n inte pd varandra féljande tal dé N = 2,5, 8, varfor det
gdller att

{29,71,113} C S,.
Om a” +b" = ¢ har heltalslésningar s delar 29, 71 respektive 113 dirmed minst

ett av talen a,b och c.

Efter Germains forsok delades Fermats sista sats upp i tva fall, som presenteras

1 en definition.

Definition 2.3. Antag att o + b" = ", ddr n dr ett primtal. Fallet da
sgd(a,n) = sgd(b,n) = sgd(e,n) =1 kallas det forsta fallet. Fallet da tva eller tre

av a, b, c inte dr relativt prima med n kallas det andra fallet.
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Germain visade pa 1800-talet att det forsta fallet ar sant da n < 100. Germain
lyckades &@ven bevisa foljande sats: Lat n vara ett primtal. Om 2n + 1 ocksa
ar ett primtal, sa &r det forsta fallet sant for n. Sadana primtal n kallas i dag
Sophie Germain-primtal. Det &r formodat att det finns oédndligt manga Sophie

Germain-primtal, men problemet &r &nnu olost.

Lengendre lyckades pa 1800-talet utoka Germains resultat till foljande sats: Lat
n vara ett udda primtal, och lat ¢ = 2,4, 8,10, 14,16. Om ng + 1 &ar ett primtal,
sa galler det forsta fallet av Fermats sista sats for n. Med stod av detta resultat
kan man dra slutsatsen att det forsta fallet géller for alla p < 197. Till exempel
galler 14 - 47 + 1 = 659, vilket &r ett primtal.

Nu presenteras Wendts sats fran 1894, som anvander

W, = det

Wendts sats lyder: Anta att p # 2. Om ¢ = 2hp + 1 inte delar Wy, och
p? #£ 1 (mod q), sa giller det forsta fallet av Fermats sista sats for n. Detta
resultat ar dock klumpigt, eftersom W5y, blir stor for stora h. Det bevisades dven

senare att detta resultat i princip dr ekvivalent med Sophie Germains sats.

2.2 Resultat med stod av Bernoullitalen och Eu-

lertalen

Ernst Eduard Kummer 6verforde Fermats sista sats till icke-elementér algebraisk
talteori. Han lyckades aldrig bevisa satsen, men han gjorde en hel del framsteg.
Han visade éven att Fermats sista sats géller for alla reguljara primtal, vilka snart
ska definieras. Det finns tva ekvivalenta definitioner av reguljiara primtal, men
Kummers definition anvénds. Forst introduceras Bernoullitalen. Dessa behdvs

for Kummers definition. [3]
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Definition 2.4. Bernoullitalen B, definieras enligt

By=1

Bu= 1 S ()rm =12,

Alla Bernoullital dr rationella, varfor vi kan definiera

Qp
B,| = -2,
|Bul = 5

n

ddr an,b, € Z, och b, inte delar a,. Lat |x| beteckna absolutbeloppet av x, det
vill sdga
z, omxz >0
|z =
—x, omx <0
For varje udda n > 1 dr B,, = 0. Ovriga virden pa B, da n < 10 presenteras i
denna tabell.

By 1
By :
By 5
By -
Bs =
By -5
Big &
Enligt en alternativ konvention &r B = —%. Detta har dock ingen betydelse for

| Bnl-

Definition 2.5. Ett reguljdrt primtal p dar ett primtal sa att p inte delar a, ddr
k=0,2,4,6,....p— 3.

Genom att primtalsfaktorisera varje ay, dar k = 0,2,4,6, ..., n — 3 kan vi kontrol-

lera om det finns nagra icke reguljara primtal p < n.
Exempel 2.6. Finns det nagra icke requljira primtal p < 317

p ar reguljart om p inte delar ay, dér k = 0,2,4,6, ..., p—3. Vi primtalsfaktoriserar
darfor ag, niar k =0,2,4,6, ..., 28.
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Vi har att a, = 1da k =0,2,4,6,8. Vidare har vi
app =5,
a9 = 691,
apy =17,
aig = 3617,
ays = 43867,
aso = 174611 = 283 - 617,
a9y = 854513 = 11131 - 593,
asy = 236364091 = 103 - 2294797,
ass = 8553103 = 13 - 657931,
agg = 23749461029 = 7 - 9349 - 362903.

Déarmed ar 5, 7 och 11 och 13 de enda primtalen p < 31 som delar a;, dar
k=0,24,6,..,28.

Primtalet 5 &r reguljart eftersom 5 endast delar a;y och ddrmed inte aq eller
as. Primtalet 7 ar reguljart eftersom 7 endast delar ay4 och asg och darmed inte
ag, as eller ay. Analogt ar primtalen 11 och 13 reguljara. Darmed finns det inga
primtal p < 31 som delar a;, dar k = 0,2,4,6,...,p — 3, alltsa finns det inga icke
reguljara primtal p < 31.

De fem forsta primtalen som inte &r reguljara &ar 37,59, 67, 101, 103. Till exempel
delas ass av 37. Ar 1915 bevisade Johan Jensen att det finns oéndligt manga icke
reguljara primtal. Det férmodas att det finns odndligt manga reguljara primtal,

och att andelen reguljara primtal konvergerar mot ez,

Det bevisades dven senare en sats med stod av Eulertalen, vilka definieras enligt

foljande.

Definition 2.7. Fulertalen E,, dir n > 0, definieras enligt
Ey=1
E,=0,om n dr udda

n on \ 22k (228 _1)Byy, .
BEo=1=30_, (") =52, om n dr jamnt
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1940 bevisade Vandiver att det forsta fallet av Fermats sista sats ar sant for
n om n inte delar E, 3. Ett primtal n sigs vara E-reguljart om n inte delar
E5 Ey, ..., E, 5. Det finns odndligt manga E-reguljdra primtal, men det &r inte

kéint om det finns oéndligt manga primtal som inte ar E-reguljara.

2.3 Ovriga resultat

1847 bevisade Cauchy foljande sats: Om

n—1

2

Z kn—4

k=1
inte dr en multipel av n, dar n ar ett udda primtal, sa ar det forsta fallet av
Fermats sista sats sant for n. Ar 1856 visade Griinert att en eventuell 16sning
till a™ + b" = ¢" skulle kréava a,b,c¢ > n. Det blev darfér klart att en eventuell
16sning till Fermats sista sats endast skulle vara mdjlig for valdigt stora tal. Artur
Wieferich lyckades 1909 visa att om n? inte delar 27! — 1, dér n ér ett primtal,
sa ar det forsta fallet av Fermats sista sats sant for n. Dessa tal kallas i dag for

Wieferich-primtal.

Man kan notera att

a" + b= (a+b)(a" ' —a" b+ a" P — .+ =

n bn
a” + _ (an—l . an—2b+an—3b2 -+ bn—l)’
a+b
varfor “H% & ett heltal. Om n &r ett udda tal giller

a+b

-1

Sa(a,b) == a*(-b)

k=0

S

V2

n—k—l_an+b
a+b

Denna summa anviandes i flera forsok att bevisa Fermats sista sats. Till exempel
bevisade Moller 1955 féljande:

sgd(Sy(a,b),Sm(a,b)) = Ssed(n,m)(a,b).

Han bevisade aven att
Sn(aab) Z n,
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givet att n # 1 ar ett udda tal. Likhet gélleroma =2,b =1ellera = —1,b= —2

samt n = 3 i bada fallen. Likhet géller &ven om a = 1,b = —1 oavsett n.

Dmitry Mirimanoff lyckades 1905 forbéttra vissa av Kummers resultat, till ex-
empel foljande: Om det forsta fallet av Fermats sista sats ar falskt for ett primtal
n, sa ar B,_7; och B, _¢ multipler av n, dar B; ar det i:te Bernoullitalet. Med
stod av Cauchy, Genocchi och Morishima utdkades detta resultat till B, _;, da
1 =3,5,...,13. Mirimanoff bevisade 1910 féljande: Om n ar ett primtal, och z,y
ar positiva heltal finns det inte nagra Fermattripplar da n = 2*3Y+1, n = 2*+3¥
eller n = —2% — 3Y. Detta implicerar speciellt att det inte finns Fermattripplar

dér n ar ett Mersenneprimtal, det vill sdga da n = 2% — 1.

1909 bevisade Arthur Wieferich féljande: Om det forsta fallet av Fermats sista

sats ar falskt for n, sa géller
2"1 =1 (mod n?).

Alla tidigare liknande resultat innehdll a, b eller ¢. Detta var darmed ett starkt
resultat, eftersom det endast innehaller en variabel. Mirimanoff bevisade senare

att en analog sats giller for 3771

1914 bevisade Frobenius och Vandiver foljande resultat: Lat (a, b, ¢) vara en Fer-
mattrippel, dar a, b, ¢ ar relativt prima. Om n ar ett primtal som inte delar x,
galler

" '=1 (mod n?).

Under detta tillstand géaller darmed ett starkare resultat &n Fermats lilla sats,
som presenteras och bevisas i nésta kapitel. Samma ar bevisade Carmichael och

Meissner foljande: Om det finns en Fermattrippel for ett primtal n > 5 sa géller
(1+a)” =1+a” (mod n?)

for nagot a # "7_5 Detta resultat reducerade Fermats sista sats till att visa att
denna ekvivalens dr omdjlig, eftersom fallen p = 3,p = 4 och p = 5 redan hade
bevisats vid den héar tidpunkten. Det har verkar vara ett bra resultat, eftersom

kongruensen till synes ar svar att uppfylla.
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En del kongruenser med summor har dven bevisats. Foljande resultat ar en sam-
manfattning av resultat av flera matematiker i borjan av 1900-talet. Om det

forsta fallet av Fermats sista sats ar falskt och r = 2, 3,4, 6 sa géller

L)

1
- =0 (mod n).
=1 v
Om r=1,3,579,11,13 s giller
5] 4
— =0 (mod n)
=1
och
L5] 1
— =0 (mod n),
ZT

om det forsta fallet av Fermats sista sats ar falskt for n. Lat |z] beteckna golv-
funktionen av z, med andra ord det storsta heltalet som dr mindre an eller lika

med z.

1931 visade Morishima féljande starka resultat: Om det forsta fallet av Fermats
sista sats ar falskt, sa géller
n—1 __ 1
(L (mod n)
n

for alla primtal m # 31.

Harry Vandiver bevisade 1936 Fermats sista sats for alla n < 157, och 1937
utvidgade han resultatet till alla n < 607 med hjilp av medforfattare. Ar 1954
lyckades han, med hjélp av dator, bevisa Fermats sista sats for alla n < 2521. Ar
1976 bevisade Samuel Wagstaff att Fermats sista sats ar sann for alla n < 125000.
Man lyckades senare, med dator, verifiera att det inte fanns nagra Fermattripplar
da n < 4-105, och &ven att det forsta fallet dr sant for alla n < 8.858 - 1020, Ar
1985 bevisade Gerd Faltings ett resultat som implicerar att det fér varje n > 2
finns ett dndligt antal 16sningar. Aret efter visade Guy Terjanian att det forsta
fallet av Fermats sista sats giller for alla jimna n. Ar 1965 visade Shepherdson
att det inte ar mojligt att bevisa Fermats sista sats med de metoderna som man
vet att hade utvecklats under Fermats tid. Man kan saledes anta att Fermats

pastadda bevis inte var korrekt.
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2.4 Andrew Wiles bevis av Fermats sista sats

1972 blev Yves Hellegouarch den forsta som foreslog att det fanns en lank mellan
Fermats sista sats och elliptiska kurvor. Gerhart Frey visade 1986, med stod av

tidigare resultat av Jean-Pierre Serre och Ken Ribet, foljande: Om
a+b" =",
dér a,b,c och n > 2 ar heltal, b ar ett jamnt tal, och a — 3 dr en multipel av 4,
sa ar
y? = x(x —a™)(z + b")

semistabil och icke-modulér (dessa begrepp definieras snart). I nésta kapitel be-
visas att existensen av en Fermattrippel implicerar att vi kan hitta en Fermatt-

rippel dér b ar ett jamnt tal och a — 3 ar en multipel av 4.

Taniyuama-Shimuras formodan sidger att varje elliptisk kurva &r icke-modulér,
vilket skulle implicera att Fermats sista sats dr sann. Ar 1993 trodde Andrew
Wiles att han hade bevisat Taniyuama-Shimuras férmodan, och ddrmed &ven
Fermats sista sats. Hans bevis hade dock ett fel, men 1995 lyckades han visa att
varje semistabil elliptisk kurva ar modular. Detta &r en motséigelse och darmed
ar Fermats sista sats sann. Nu definieras begreppet diskriminant for en elliptisk

kurva, och med stéd av diskriminanten kan begreppet semistabil definieras.

Definition 2.8. En elliptisk kurva
By + Ajzy + Asy = 2° + Agx? + Ayx + Ag
har diskriminanten
A(FE) = —B3Bs — 8B} — 27B; + 9By B, B,

dar
By = A% + 44,,
By = 2A, + A As,
B = A3 + 44,
By = A2 Ag + 4A2A¢ — A1 AsAy + AsAS — A3
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For den elliptiska kurvan
E:y? =z —ad")(x+b") =2+ (" - a")2* — a"b"z
har vi
Al == Ag == A6 == O,
Ay =b" —a",
Ay = —a"b".

Déarmed far vi
By = 02+ 4(b" — a™) = 4(b" — a™),

By =2(—=a"b")+0-0=—2a"0",
Bs=0"4+4-0=0,
Bg=0+0—-0+0—(—a"")* = —a®"b*".
Vidare blir diskriminanten
A(E) = —(4(b" — a™))*(—a®"b*") — 8(—2a"0")* — 0+ 0
= 16((b" — a™)?a®"b* + 4(a™b™)?) = 16a*"b*"((b" — a™)* + 4a™b")
= 16a*"b*" (a™ + b")? = 16a"b*"c*".

En elliptisk kurva maste enligt definition vara icke-singular, det vill séga den
maste ha tre olika (reella eller imaginéra) rotter. Detta dr uppfyllt om A(E) # 0.
I vart fall leder detta till

A(E) = 16a*"*"c* # 0
vilket ar uppfyllt eftersom a, b, ¢ &r positiva.

Definition 2.9. Lit E : f(x,y) = 0 vara en elliptisk kurva och lat A(E) beteckna

dess diskriminant. Beteckna med py, ..., p, alla primtal som delar A(E). Om

Of(xy) _ 0f(zy)

ox dy

f(z.y) 0 (mod pi),

forvarje i =1, ...,n, sa dr E semistabil.

Nu definieras begreppet modulér for elliptiska kurvor. Forst definieras vad en

modular form ar.
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Definition 2.10. Gruppen SLs(Z) definieras enligt foljande:

b
SLy(Z) :{<a d) ca,b,c,d € Zyad — be = 1},
c

(a b) az+b
z = )
c d cz+d

Definition 2.11. Lit H = {z € C;Im(z) > 0}. En moduldr form dr en analytisk

dar

funktion

f:H—C,

sadan att det
(1) existerar ett N > 0 sd att |f| < N for varje z € C, och
(2) for nagot k gdller att

f(Az) = f(2) - (c + 2d)"

for alla A € SLy(Z), samt for alla z € H.

Om vi har
A= (1 1) € SLy(Z)
0 1
sa géller
P2 = 5 et 2 = 1 (0 ) = 1) 0+ 1)F =

flz+1) = f(z)
for alla z € H. Darmed maste en modulédr form f vara periodisk, och vi kan

representera f som en Fourierserie:
f(Z) — Z mn€27rizn'
n=1
Vi kan darmed skapa en talfoljd

my, Mo, M3, ...

for varje f(2).
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Lat E : f(x,y) = 0 vara en elliptisk kurva, och 1at p vara ett primtal. Beteckna
med N, antalet méngder {z,y} dér z,y € Q, sadana att

f(zy) =0 (mod p).
Vi kan nu definiera ett ¢, € Z sa att
N, =p+1—e¢p,
dar p ar det m:te primtalet. Vi kan ddrmed skapa en talfoljd

€1,€2,€3, ...
for varje elliptisk kurva E.

Definition 2.12. En elliptisk kurva E dr moduldr om vi kan hitta en moduldr
from f(z) sa att

€ =1,
for alla positiva heltal i.

Nu presenteras Andrew Wiles bevis i mycket stora drag. Enligt tidigare implicerar

en Fermattrippel (a,b,c) for n att den elliptiska kurvan
y* = x(x —a™)(z +b")

ar semistabil och modulédr. Wiles bevisade foljande: Lat p > 2 vara vilket som
helst primtal. En semistabil elliptisk kurva £ har en Galoisrepresentation p(E, p)
som ar moduldr om och endast om £ &r moduldr (denna avhandling gar inte in
pa Galoisrepresentationer). Detta dr ett starkt resultat eftersom det nu &r till-
rackligt att visa att p(E,p) dr modulér for nagot p > 2, for att visa att alla

semistabila kurvor dr moduléara.

I borjan av 1980-talet bevisade Langlands och Tunnell att p(E,3) dr modulér
om den ar oreducerbar (Denna avhandling gar inte in pa reducerbarhet). Wiles
bevisade att p(F,5) d4r modulér om bade p(E, 3) och p(E,5) ar reducerbara. Det
aterstar nu att bevisa att p(E, p) dr moduldr for nagot p om p(F,3) ar reducer-
bar och p(E,5) ér oreducerbar. Wiles bevisade att det i detta fall gar att hitta
en elliptisk kurva F' sa att p(E,5) och p(F,5) dr isomorfa, och s& att p(F,3) &r
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oreducerbar. Dérmed &r F' modulér, och vidare &r dven p(F,5) modulér. Detta
leder till att &ven p(FE,5) dr moduldr eftersom p(E,5) och p(F,5) dr isomorfa.
Detta bevisar att E alltid &r modular.

Aven om detta bara &r ett specialfall av Taniyuama-Shimuras formodan, var det

med stod av Freys resultat tillrackligt for att bevisa Fermats sista sats eftersom
y* = x(x —a™)(z +b")

ar semistabil. Det tog Wiles 7 ar att bevisa Fermats sista sats, och dessutom 2 ar
till att korrigera ett fel. Richard Taylor hjélpte till att korrigera beviset. Ar 2001
bevisades d&ven Taniyuama-Shimuras formodan av Brian Conrad, Fred Diamond,
Richard Taylor och Christophe Breui. Beviset anvinder samma metoder som

Wiles anviander i sitt bevis av Fermat sista sats.
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Kapitel 3
Bevis av specialfall

I detta kapitel bevisas Fermats sista sats for n = 3 och n = 4. Nagra satser
som behovs i Andrew Wiles bevis av Fermats sista sats bevisas ocksa. Nagra
ekvationer som ar relaterade till Fermats ekvation presenteras, och Fermats lilla

sats bevisas.

Vilordningsprincipen séger att varje icke-tom delméngd S av de naturliga ta-
len innehaller ett minsta element, med andra ord finns det ett tal a € S sadant
att a < b for alla andra tal b € S. Vilordningsprincipen jamstélls med ett axiom,
det vill sdiga den bevisas inte. Valordningsprincipen ar central inom Fermats sista

sats. Nu bevisas nagra satser for Fermattripplar.

Sats 3.1. Anta att det finns positiva heltal a,b,c,n sidana att a™ +b" = . Att
a, b, c ar parvis relativt prima, det vill siga att sgd(a,b) = sgd(a,c) = sgd(b,c) = 1,
ar ekvivalent med att a, b, ¢ d@r relativt prima, det vill siga att sgd(a,b,c) = 1. Med
sgd(x1,x9,...,x,) betecknas storsta gemensamma delaren for xy, s, ..., x,, det vill

saga det storsta talet som dr en faktor av x; for allav=1,2,...,n.

Beuvis. 7 = 7 Denna implikation ar klar.

7 < 7 Vi har att sgd(a,b,c) = 1. Antites: Anta att a,b, c inte &r parvis relativt
prima. Da géller sgd(a,b) > 1,sgd(a,c) > 1 eller sgd(b,c) > 1 (flera av dessa kan
intriffa). Anta forst att sgd(a,b) = d > 1. Da existerar det positiva heltal z,y

med
(dz)" + (dy)" =" = d"(z" +y") = ".

Dérmed delas a,b och ¢ av d > 1, varfor a, b, ¢ inte &r relativt prima. Analogt
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visas att sgd(a,c) > 1 och sgd(b,c) > 1 implicerar att a, b, ¢ inte dr relativt prima.

Vi har dérfor en motségelse och antitesen &r falsk. Dérmed géller satsen. m

Sats 3.2. Om det finns en Fermattrippel (a,b, c) for nagot n, s finns det ocksd

en Fermattrippel (z,y,z) for n, dir x,y, z ar parvis relativt prima.

Beuvis. Lat (a,b,c) vara en Fermattrippel for nagot n, och 1at sgd(a,b,c) = d. Om

d =1 ar vi klara. Om d > 1 kan vi skriva
I a\m b\" e\
G @ = e = () +(a) =(3)

Vi kan nu definiera z = §,y = S,z = <. Vi har att x,y och z ar heltal, och

d
eftersom sgd(a,b,c) = d f6ljer att sgd(z,y,2) = 1. Ddrmed har vi en Fermattrippel
(x,y, z) for n, dar x,y, z &r relativt prima. Enligt Sats 3.1 foljer det att x,y, z &r

parvis relativt prima. O

Sats 3.3. Anta att a, b och ¢ ar relativt prima positiva heltal och a™ + b™ = ™.

Da dr exakt ett av talen a,b, c jamnt.

Beuvis. Eftersom a™+0" = ¢" kan vi anta att a, b, ¢ ar parvis relativt prima enligt

Sats 3.2. Darmed &r hogst ett av talen a, b, ¢ jamnt.

Vi visar nu att minst ett av talen a, b, ¢ ar jamnt. Antites: Anta att talen a, b och

c ar udda. Da &r talen a”,0" och ¢” udda. Da existerar heltal k£, m, 7 med

a" =2k +1,
b" =2m + 1,
=25+ 1.

Dérmed far vi
a"+ 0" =c"=2k+14+2m+1=2j+1=2(k+m+1)=25+1.

Detta dr omdjligt eftersom 2(k + m + 1) &r ett jamnt tal och 25 + 1 &r ett udda
tal. Antitesen ar dirmed falsk och minst ett av talen a,b,c ar jamnt. A andra
sidan har vi visat att hogst ett av talen a, b, ¢ &r jamnt. Darmed ar exakt ett av

talen a, b, c jamnt. O
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Med stod av dessa resultat racker det att visa att det inte existerar Fermat-
tripplar, déar exakt ett av talen a,b, ¢ dr jamnt och sgd(a,b,c) = 1, for att bevisa
Fermats sista sats. Vi bevisar nu tva satser som till synes inte &ar relaterade till

Fermats sista sats, men som de facto &r anvindbara i bevisen for specifika n.

Lemma 3.4. Anta att j och n dr positiva heltal, och anta att ay,as, ...,a; dr
parvis relativt prima positiva heltal. Da dr p/aias...a; ett heltal om och endast

om /a; dr heltal for alla i =1,2,...,7.

Bevis. Om n = 1 &r pastaendet trivialt, och om j = 1 &r pastaendet ocksa
trivialt. Anta dérfor att n > 1 och j > 1.

7 =7 y/ajas...a; ar ett heltal. Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva

Jajasg...a; = plfpl;...pﬁf,
dér p; ar primtal och [; ar positiva heltal da i = 1,2, ..., k. Da géller

_nly_nly nly
A142...G5 =Py Py "--Pp -

Eftersom p; (dir 1 < i < k) &r ett primtal delar p; atminstone ett av talen
ai, as, ...,a;. Vidare ar ai, as, ..., a; parvis relativt prima, och ddrmed delar
pi (dér 1 < i < k) exakt ett av talen ay, as, ..., a;. Detta leder till att &dven prt

maste vara en faktor i exakt ett av talen ay, as, ..., a;. Vi kan darmed skriva

__,nm1, nms TMpy
a1 =4¢q; 92 "Gy

och vidare

My _q+1 MMy, _q42  nmp,

@ =, 1 o2 D,

déir i = 2,3,...,4, b; = k och {g"™" :i=1,2,...b;} = {p/ :i=1,2,....k}. Nu

7

giller att
M g1 M 42 b,
Vai = o, y+1 Db, 142 "'qu

dar j = 1,2,...,4, varfor y/a; ér heltal for alla j =1,2,...,4.

7 &7 y/a; ar ett heltal for alla j = 1,2, ...,4, varfor {/a,/as...3/a; = /aias...q;

ar ett heltal. 0

Sats 3.5. (a) Anta att a1, ay, ..., a; dr positiva heltal. Da dr ay,as, ..., a; relativt

ni

. .
prima om och endast om ay*,as?, ..., a;’

;' dr relativt prima for alla
(7’L1, Nno, ..., nj) S Nj.

(b) Om a och b dr relativt prima, sd dr a,b och a® + b? parvis relativt prima.
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Bewvis. (a) Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva

a; = Pi1Pi2---Pik

och

a;' =Dy iPis---Pi
dar p;,, ar primtal for alla ¢ =1,2,...,j och m =1,2, ... k.
7 = 7 Vi har att ay, aq, ..., a; ar relativt prima, alltsa finns det inte ett primtal
p sa att p delar a; for alla ¢ = 1,2, ..., j. Emedan a; och «;" innehaller samma
primtal for alla 7 = 1,2, ...;j finns det inte ett primtal p sa att p delar a for

nj
J

alla i = 1,2,...,5. Darmed foljer att af',as?,...,a

ar relativt prima for alla
(n1,ng,...,n;) € NJ.

7 <7 Denna implikation bevisas analogt.

(b) Eftersom sgd(a,b) = 1 bor vi visa att sgd(a,a® + b*) = sgd(b,a® + v*) = 1.
Vi visar forst att @ och a? + b? ér relativt prima. Enligt (a) dr a? och b* relativt
prima. Om a? = 1 har vi att sgd(a,a® + b*) = 1. Anta dirfor att a®> > 1. Ta nu
ett d # 1 som delar a? (ett sddant d existerar eftersom a? > 1). Diarmed delar d
inte b2. Det giller nu att

a?+b  a® b

i 4T

Det géller att % ar ett heltal, medan % inte ar ett heltal, alltsa ar % + % inte
ett heltal. Da ar inte heller % ett heltal, alltsa delar d inte a® + b?. D4 finns
det inte nagra tal som delar bade a och a? + b2, alltsd &r a och a? + b? relativt

prima. Att b och a? + b? &r relativt prima bevisas analogt. O

Fallet n = 2 i Fermats ekvation ar valkdnt som Pythagoras sats. Det finns hel-

talslosningar till Pythagoras sats, till exempel (3,4, 5). For alla m géller det att
32+ 4% =5 = m?*(3% + 4%) = m*5* = (3m)? + (4m)* = (5m)%

Dérmed finns det odndligt manga heltalslosningar till Pythagoras sats. Dock &r

3m,4m och 5m endast relativt prima om m = 1.

Sats 3.6. Anta att a dr ett jamnt tal. Alla positiva heltalslésningar till

a? 4+ b? = 2, dir a,b och c dr relativt prima, kan skrivas pa formen

a = 2xy,



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 21

b=az*—1?%
c=a+y
dir x >y > 1,sgd(z,y) = 1, samt x och y har motsatt paritet.

Bevis. Anta att a®? + b?> = . Enligt Sats 3.3 ér exakt ett av talen a,b och ¢
jamnt. Om c ar ett jamnt tal, kan vi hitta m, n, 7 sadana att a = 2m + 1,

b=2n+1,c=2j. Darmed géller
A+ = = 2m+1)*+ (2n+1)* = (25)%
Nu géller
dm? +dm+1+4n° +4n+ 1 =45 =
22(m* +m+n®+n)+1) =45 <= 2(m* +m+n*+n)+1=25%

Detta #ir omdjligt eftersom 2(m? + m + n? + n) + 1 dr ett udda tal och 252 dr
ett jamnt tal. Ddrmed ar ett av talen a och b jamnt, medan det andra av talen a
och b &r udda. Vidare ar c ett udda tal. Vi kan anta att talet a ar jamnt, varfor

b och ¢ ar udda tal. Nu galler
P+ =7 = - =d =

(c—b)(ctb) = a® (C;b) (C;b) _ (g)2

Eftersom b och ¢ ar udda tal ar C;Qb och %b heltal.

Vi visar nu att %b och %b ar relativt prima. Lat sgd (%b,%b) = m. Vi har

att St 4 < = ¢ och <t — &b = p. Eftersom 5P och 2 delas av m giller

att bade b och ¢ delas av m. Enligt antagandet &r b och ¢ relativt prima, varfor

m = 1. Déarmed géller sgd (%b,%b) =1

Vi har att nu bevisat att %b och %b ar heltal som ar relativt prima. Eftersom
(9)2 ar en jamn kvadrat och (%b) (ib) = (9)2 maste, enligt Lemma 3.4, bade

2 2 2
%b och %b vara jamna kvadrater. Vi kan darfor hitta x,y sadana att

s Cc+b 5 c—0D

2 YT e
Det giiller att 2% och 3? ér relativt prima, vilket implicerar att z och y ér relativt

prima enligt Sats 3.5 (a). Vidare giller att x? och y? &r positiva, ty annars har
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vi a = 0. Eftersom b ér positivt giller 22 > 32, och eftersom x och y #r positiva

galler ddrmed x > y. Vi kan 16sa detta som ett ekvationssystem:

222 — 2b
c=22"—b <= yzsz:ﬁ—b — b=2" -y~

Vidare far vi att
c=22%—b=22"— (2% —y?) = 2* + 1~
Det géller dven att

a\? c—>b c+b
<§> :( 2 )( 5 ):m2y2 < a =21y,

eftersom a,x och y &r positiva. Darmed far vi nu

a = 2xy,
b:xQ_yQa
c= 2%+

Vi vet fran tidigare att  och y &r relativt prima, och att x > y > 1. Det géller
att x och y maste ha motsatt paritet (det vill siga att ett av talen x och y &r
udda och det andra av talen x och y &r jimnt) eftersom talen b och ¢ dr udda.

Detta bevisar satsen. O

Om z och y #r relativt prima #r x,y och 22 + y? parvis relativt prima enligt Sats
3.5 (b). Vidare &r zy och 2%+ y? relativt prima. Om z och y har motsatt paritet
ar 22 + y? udda, alltsd ir a = 22y och ¢ = 2?2 + y? relativt prima. Dirmed &r
a och c relativt prima, och eftersom a™ + b" = ¢" &r a,b och ¢ parvis relativt
prima enligt Sats 3.1. Vi kan vidare dra slutsatsen att det finns oéndligt manga
heltalslosningar till a® + b? = ¢2, dér a,b och ¢ dr relativt prima, ty det finns

odndligt manga x,y som uppfyller kriterierna i Sats 3.6.

3.1 Fermats sista sats da n =4

Nu bevisas Fermats sista sats for n = 4 med stod av Sats 3.6. Ett nagot starkare

resultat bevisas. [I]

Lemma 3.7. Om en Fermattrippel existerar da n =4 sa finns det heltals-

l6sningar till a* + b* = d?, dér a,b,d dr relativt prima.
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Bevis. Om det existerar en Fermattrippel for n = 4 existerar det, enligt Sats
3.2, ockséa en Fermattrippel (a, b, ¢) for n = 4, dér a, b, ¢ ar parvis relativt prima.
D4 kan vi skriva a® + b* = (c?)%. Vi kan nu siitta d = ¢?, och foljaktligen far
vi a* + b* = d?. Eftersom a, b, ¢ ér relativt prima ir a, b, ¢*(= d), relativt prima
enligt Sats 3.5 (a). O

Sats 3.8. Det saknas Fermattripplar da n = 4.

Bevis. Vi bevisar att det inte finns positiva heltalslosningar till a* + b* = 2, déir

a, b, c ar relativt prima. Enligt Lemma 3.7 bevisar detta satsen. Vi definierar
M = {c: Det finns a, b sadana att a* + b* = ¢* med a, b, ¢ relativt prima}.

Antites: Anta att det finns 16sningar. D4 géller M # (), och saledes kan vi hitta
ett ¢ € M. Vi kan da hitta a, b, c sadana att a* + b* = 2, dér a, b, ¢ &r relativt
prima. Det giller da att

(a2)2 + (62)2 — 02.
Enligt Sats 3.5 (a) ér a2, b%, ¢ relativt prima, och enligt Sats 3.3 ér exakt ett av
talen a2, b% och ¢ jamnt. Om c ér ett jimnt tal, kan vi hitta m,n, j sddana att

a?=2m+1,b> =2n+1,c = 2. Diarmed giller
(@®)?+ (*)P = <= 2m+1)*+ 2n+1)* = (25)%

Nu géller
Am? +4Am+ 1+ 40’ +4n+1 =452 —=

22(m* +m+n®+n)+1) =452 <= 2(m* +m+n*+n)+1=25%

Detta dr omojligt eftersom 2(m? +m +n?+n) + 1 dr ett udda tal och 252 ir ett
jamnt tal. Darmed dr ett av talen a? och b? jamnt, medan det andra av talen a?
och b? dr udda. Vi kan anta att a? ar ett jaimnt tal, och dérmed &r talen b? och
c? udda. Séaledes ger Sats 3.6 att det finns x,y med x > y och x, y relativt prima,
sadana att

a’ = 2zy,
=2 —y?
c=az%+y>
Vidare har z och y motsatt paritet. Vi far nu

b =2 — P = b2 4y =2t
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Det géller att sgd(z,y,b) delar sgd(x,y). Eftersom z och y &r relativt prima sa
foljer dirmed #ven att x,y och b ér relativt prima. Eftersom b? dr ett udda tal &r
dven b ett udda tal. Eftersom 0?4+ y? = 22 ir x ett udda tal analogt med tidigare
i beviset. Eftersom talen b och z nu dr udda maste y vara ett jimnt tal enligt

Sats 3.3. Déarmed finns det, enligt Sats 3.6, d, e sadana att
y = 2de,

b=d*— e,
x:d2—|—62,

dér sgd(d,e) = 1. Vi far darfor

an 2
a® = 2zy = 4de(d® + %) = (5) = de(d® + ¢€?).

Vi vet att d och e #r relativt prima. D& ger Sats 3.5 (b) att d,e och d* + ¢?
ar parvis relativt prima. Eftersom a? ar ett jaimnt tal dr dven a ett jimnt tal.
Dirmed éar § ett heltal, varfor (%)2 ar en jamn kvadrat. Lemma 3.4 ger da att
d,e och d? + e? dr jamna kvadrater. Darfor kan vi hitta f, g, h sddana att

fF=d
9*=e,
h? =d® + €.

Eftersom 2, g? och h? dr relativt prima ger Sats 3.5 (a) att f,g,h &r relativt

prima. Det géller nu att
Frpgt=d e =2
varfor det @ven géller att h € M. A andra sidan har vi
c=a?ty?>a?=(d+e?)? = (h})? > h,

eftersom y # 0 och h > 1. Eftersom ¢ € M = h € M och ¢ > h kan vi for
varje element i M hitta ett mindre element i M. Det géller att M &r en icke-tom
méangd av positiva heltal, varfor detta ar en motségelse enligt vélordningsprinci-

pen. Antitesen ar darfor falsk och satsen ar bevisad. n



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 25

3.2 Fermats sista sats da n =3

Nu bevisas att det inte finns nagra Fermattripplar da n = 3. Detta bevis &r
mycket langre dn beviset for n = 4. Beviset som anvénds &r elementéart, men det

finns dven icke-elementéra bevis till satsen. Forst bevisas nagra nyttiga lemman.

19l

Lemma 3.9. Om det finns en Fermattrippel (a,b,c) for n = 3 sa finns det

positiva, relativt prima heltal p,q sadana att p och q dr av motsatt paritet och
a® = 2p(p* + 3¢°),

b* = 2p(p* + 3¢°)

eller
¢ =2p(p* + 3¢°).

Bevis. Anta att det finns en Fermattrippel (a, b, ¢) for n = 3. Enligt Sats 3.2 kan
vi anta att a, b och ¢ dr parvis relativt prima. Fran Sats 3.3 vet vi att exakt ett
av talen a, b och ¢ &ar jamnt. Vi delar upp beviset i tva fall: fallet nér a eller b &r

ett jamnt tal och fallet nér ¢ ar ett jamnt tal.

Fall 1: talet a ar jamnt (fallet da talet b &r jamnt bevisas analogt)
Eftersom talen b och ¢ dr udda &r b+ c och b— ¢ jimna. Vi kan darfor hitta heltal
P, q sadana att

2p =c—b,

2¢g =c+b.

Det géller att p och ¢ ar positiva eftersom ¢ > b. Fran detta far vi att
1 1
c=5((e=b)+(c+b)=5(2p+2q) =p+q

och
1 1
b=5lle+b) (=) = 54— 2) =a—p.
Eftersom talen b och ¢ dr udda har p och ¢ motsatt paritet. Det géller att sgd(p,q)
delar p 4+ q¢ = b och p — ¢ = ¢. Déarfor ar p och ¢ relativt prima, ty b och ¢ ar

relativt prima. Vi visar nu att 2p(p® + 3¢?) ér en kub om a #r ett jimnt tal.
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Nu géller
2p(p* + 3¢%)

=(q+p—(q—p)P*+0" =P+ + ¢+ +2pq — 2pq)
=(q+p— (=)@ +P" + 2+ ¢ — "+ +p° —2qp)
=(q+p—(g—p)(g+p?*+(q+p)(g—p) +(¢—p)).

Eftersom b = ¢ — p och ¢ = g + p sa har vi
2p(p* + 3¢°) = (¢ = b)(¢® + be +b7)

:c3+bc2+b20—602—bzc—b?’:c?’—bgzag,

och darmed far vi

a’ = 2p(p® + 3¢°).

Analogt fas
b* = 2p(p* + 3¢°)

i fallet da b ar ett jamnt tal. Darmed géller satsen da a ar ett jamnt tal (och
dven da b dr ett jadmnt tal).

Fall 2: Talet ¢ ar jamnt.

Analogt med Fall 1 kan vi hitta relativt prima heltal p, ¢ sadana att
2p=a+Db,
2¢ =a—D.

Vi kan anta att a > b, varfor p och ¢ ar positiva. Vi far nu
a=p+q,

b=p—q.
Nu géller
2p(p* + 3¢°)

=(g+p—(—p)(g+p°*+(@+p)(a—p) +(@—p)°)

=(p+a+ -+’ —+dp—9+(@—9°).
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Eftersom a = p + q och b = p — ¢ sa géller
2p(p* + 3¢°) = (a +b)(a® — ab + b?)

= —ad’b+ab’+adPb—ab® + P =+ b3 = 3.

Déarmed har vi

¢ = 2p(p® + 3¢%).

Darmed géller satsen da c ar ett jamnt tal. O

Lemma 3.10. Om det existerar positiva, relativt prima p, ¢ med motsatt paritet,
sa galler

sgd(2p,p® + 3¢%) = 1

eller

sgd(2p.p® + 3¢%) = 3.

Beuvis. Vi vet att p och ¢ har motsatt paritet, och dirmed har #ven p? och 3¢
motsatt paritet. Detta leder till att p*>+3¢® dr ett udda tal, och dirmed giller att
sgd(2p,p*+3¢?) ér ett udda tal. Vi visar forst att sgd(2p,p?+3¢%) # 3%, om k > 1.

Antites: Anta att sgd(2p,p? + 3¢?) = 3%, dir k > 1. Da delas 2p av 3* och
dirmed delas p dven av 3*. Vidare delas p? av 3% och dirmed delas 3¢* av 3F.
Eftersom k£ > 1 delas ¢ av 3, och 3 delar dirmed dven ¢q. Nu ér bade p och ¢
delbara med 3, men detta strider mot antagandet att p och ¢ &r relativt prima.

Dérmed galler
sgd(2p.p” + 3¢°) # 3",

om k > 1.

Vi visar nu att det inte finns ett primtal f > 3 som delar 2p och p? + 3¢°.
Antites: Anta att det finns ett primtal f > 3 som delar 2p och p* + 3¢*. Vi kan
hitta g, h sadana att
2p=gf
och
p? +3¢> = hf.



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 28

Eftersom p = f4 foljer att

s =i -t =hf = 1 (5) =1 (n-1(3)).

Eftersom f &r ett primtal (och f # 2) dr f udda. Eftersom vi har 2p = gf &r g
darmed jamnt. Vidare ér § dr ett heltal. Det foljer att h — f (%)2 ar ett heltal,
och didrmed #dven att f delar 3¢%. Det giller att f # 3, varfor f dr en faktor av
¢*. Eftersom f #r ett primtal géller vidare att f delar ¢q. Eftersom f delar 2p
delar f ocksa p (f # 2). f delar nu p och g, vilket strider mot antagandet att p

och ¢ ar relativt prima. Antitesen &r darfor falsk och pastaendet foljer.

Vi har nu att det inte finns ett primtal f > 3 som delar 2p och p? + 3¢%. Eftersom
sgd(2p,p? + 3¢?) inte ér ett jimnt tal och sgd(2p,p* + 3¢%) # 3% (om k > 1)

implicerar detta att vi har
2 2y _
sgd(2p.p” +3¢7) = 1
eller
sgd(2p.p® + 3¢%) = 3.
O
Med stod av presenterade lemman behdver vi nu bevisa att det inte finns Fer-

mattripplar om det existerar positiva, relativt prima heltal p, ¢ sadana att p och

g ar av motsatt paritet och
a® = 2p(p® + 3¢%),

b* = 2p(p* + 3¢°)
eller
¢ = 2p(p* + 3¢%),
dér vi dven kan anta att
sgd(2p,p? +3¢%) = 1
eller
sgd(2p,p? + 3¢%) = 3.

Nu bevisas nigra lemman om tal av formen a?+ 3b?. Dessa lemman kan till synes
verka orelaterade till Fermats sista sats, men de &r de facto centrala i beviset till

Fermats sista sats da n = 3.
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Lemma 3.11. Anta att talet a® + 3b%, dir a,b dr icke-negativa heltal, dr jimnt.
Dd dr 4 en faktor av a® + 3b%. Om 4" delar a® + 3b* sd finns det icke-negativa

heltal c,d sadana att ¢ + 3d* = %, ddr n dr ett positivt heltal.

Bewvis. Vi visar forst att 4 dr en faktor av a®+ 3b?, och att det finns icke-negativa
heltal p, ¢ sddana att p? + 3¢* = @. Det giller att a? + 3b% dr ett jimnt tal.
Det foljer att a och 3b? har samma paritet, och dirmed att a och b har samma
paritet. Vi delar upp beviset i tva fall: fallet nar talen a och b ar jamna och fallet

nar talen @ och b ar udda.
Fall 1: @ och b &r jamna.

Da kan vi hitta icke-negativa heltal p,q sadana att a = 2p och b = 2¢. Nu
galler

a® + 3b?

a4 3b* = (2p)* + 3(2¢)* = 4(p* + 3¢°) = p* + 3¢° = 7

Dérmed &r 4 en faktor av a® + 3b?, och p? + 3¢> = % for Fall 1.
Fall 2: Talen a och b &r udda.

Da kan vi hitta icke-negativa r,s sadana att a« = 2r + 1 och b = 2s + 1. Vi

visar forst att 4 ér en faktor av a? + 3b%. Det giiller att
a®+ 30> = (2r + 1) + 3(2s + 1)
=4 4 dr +1+125° + 125 +3=4(r" + 7 + 35> + 35 + 1),

varfor a? 4+ 3b? ar delbart med 4 for Fall 2.

Nu visar vi att det finns icke-negativa heltal p, ¢ sidana att p* + 3¢> = % for
Fall 2. Det giller att

a+b=2r+1)+2s+1)=2(r+s+1)

och
a—b=Q2r+1)—(2s+1)=2(r—s).

Vidare har vi att
(r+s+1)—(r—s)=2s+1
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Dérmed ar (r+ s+ 1) — (r — s) udda, och vidare géller det att r+s+1 eller r — s
ar ett jamnt tal. Detta implicerar att 2(r +s+1) =a+beller 2(r —s) =a—»b
ar delbart med 4. Vi delar upp Fall 2 i tva underfall: fallet ndr 4 delar a + b och
fallet nar 4 delar a — .

Fall (2i): 4 delar a + b.
Det giller att

a®+3 1 1
— (4% + 12b%) = — (a2 2 _ 2 2
: 16( a” +12b%) 16(@ + 9b” — 6ab + 3a” + 3b° + 6ab)
- L 3b)% +3(a +0)°) = L~ 3n) 2+3 1( +b) 2
=15(@ a = ||zl ne .
Eftersom 4 delar a + b ér 1(a +b) ar ett heltal. Vi har att a — 3b = (a + b) — 4b.
Det géller att 4 delar a + b och 4b, varfér a — 3b delas av 4. Dérmed &r 1 (a — 3b)

ett heltal. Foljaktligen kan vi hitta icke-negativa heltal p, ¢ sddana att

?

p= H(a—%)

1
q= ’Z(a+ b)' :
D4& far vi att

a® + 3b?

2 2
= 3q°,
1 p”+9q

Fall (2ii): 4 delar a — b
Det géller att

s (i(a—Sb))QJr?) (i(aer))Q _ (E(aJer) )2+3 <E(a—b)D2.

Det giller att 4 delar a — b, varfor 1(a — b) &r ett heltal. Vi har att

a+ 3b = (a —b) + 4b. Vi har att 4 delar a — b och 4b, varfor a + 3b delas av 4.
Dérmed ar %(a + 3b) ett heltal. Vi kan nu hitta icke-negativa heltal p, ¢ saddana
att

1

b= i),
1

q= ‘—(a—b)‘-

4
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Nu f6ljer att
a’® + 3b?
4
Vi har visat att 4 dr en faktor av a? + 3b%, och att det finns icke-negativa heltal

p,q sadana att p® + 3¢> = %. Om 42 delar a® + 3b? s& delas p? + 3¢* av 4,

=’ +3¢%,

varfor det finns icke-negativa heltal g, h sadana att g%+ 3h? = #. Genom att
anvinda detta n ganger far vi att det finns icke-negativa heltal ¢, d sadana att

2+ 3d? = “21—5’(’2 om a? + 3d? delas av 4™. Satsen foljer dirmed. m

Lemma 3.12. Anta att p;,q;,a,b och G dr icke-negativa heltal, ddiri=1,..., k.
Om p? + 3¢? dr primtal for allai =1,....,k och G = ( o’ 4357 sa finns det

Pi+347)-.-(PE+347)
icke-negativa heltal g, h sidana att G = g? + 3h?.

Bewis. Lat f = ;zig’gz, dér p? + 3¢? dr ett primtal. Vi visar forst att det finns

icke-negativa heltal ¢, d sddana att f = ¢+ 3d?, om f &r ett icke-negativt heltal.
Det giller att a® + 3b* = f(p* + 3¢%). Vi visar forst att p? + 3¢* delar pb — agq

eller pb + aq:

(pb — aq)(pb + aq) = b*p* — a®¢* + 3b%¢* — 3b°¢* = b*(p* + 3¢°) — ¢*(a® + 3b*) =
b (p* +3¢°) — (0* + 36*) f = (0 +3¢°)(V* — ¢* ).

Eftersom p? + 3¢® ar ett primtal delas pb — aq eller pb + aq av p* + 3¢*. Vi delar

nu upp beviset i tva fall: fallet da p* + 3¢ delar pb — aq och fallet da p? + 3¢>
delar pb + aq.

Fall 1: p? + 3¢* delar pb — agq.

Vi har att
(p* 4 3¢%)(a® + 30°) = p’a® + 3p*0° + 3¢°a® + 9¢°’

= pa® + 9¢%b* + 6pagb + 3p*b* + 3a®¢* — 6pgab = (pa + 3gb)* + 3(pb — aq)?

(pa + 3gb)* + 3(pb — aq)?

2 2
= 36 =
a® + 22+ 342

Sa har langt har vi att

Fo a®+30*  (pa+3gb)*+ 3(pb — ag)?
p* + 3¢° (p* + 3¢°)? '
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Eftersom p®+3¢? delar pb—aq si delar p? +3¢* dven (pb—aq)?. Det finns dérmed
ett icke-negativt heltal F' sa att

(pb — agq)?
p2 + 3q2 :

Vi visar nu att p? + 3¢? delar pa + 3qb. Det giller att
(pa + 3¢b)* = p*a® + 9¢*b* + 6pagb =
pa® +3p*b* +3¢°a* +9¢*b* —3p*b* —3¢*a® +-6pagh = (p*+34¢°)(a*+3b%)—3(pb—aq)?

) 2\ (( 2 2 (pb — aq)? a2 2 (( 2 2

= (p* +3¢°)((a" +30%) =3 | ~5—5 | = (0" +3¢")((a® + 3b°) — 3F).

p* +3q

Eftersom (pa + 3¢b)? = (p* + 3¢?))((a® + 3b*) — 3F?) s& delas (pa + 3¢b)* av
p? + 3¢%. Vidare ar p? + 3¢? ett primtal, varfor p? + 3¢* delar pa + 3¢b.

Vi kan nu hitta icke-negativa heltal ¢, d sadana att
pa + 3qb = c(p* + 3¢°)

och
pb — aq| = d(p® + 3¢%).
Vidare har vi
(pa+3gb)* + 3(|pb — agl)* _ (c(p* +3¢*))* + 3(d(p* + 3¢°))°
(p* +3¢%)° (p* + 3¢%)
2 2\2( .2 2
_ (p” +3¢%)*(c +3d)202+3d2.
(p* + 3¢*)?
Dérmed finns det, for Fall 1, icke-negativa heltal ¢, d sadana att f = ¢ + 3d?

f=

Fall 2: p? + 3¢? delar pb + aq.

Vi har att

(p* + 3¢*)(a® + 3b*) = (pa + 3qb)* + 3(pb — aq)* = (pa — 3qb)* + 3(pb + aq)?
(pa — 3¢b)* + 3(pb + aq)?

2 2
= 3b° =
a” + p2 + 36]2
Analogt med Fall 1 finns det ett icke-negativt F' sa att
(pb + ag)?

p2 +3q2 '
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Vi visar nu att p? + 3¢? delar pa — 3¢b. Det giiller att
(pa — 3gb)? = p*a* + 9¢*b* — 6pagb =
(p* + 3¢°)(a® + 3b%) — 3(pb + aq)* = (p* + 3¢”))((a” + 3b%) — 3F?).
Analogt med Fall 1 kan vi hitta icke-negativa ¢ och d sadana att
[pa — 3gb| = c(p® + 3¢%)

och

pb +aq = d(p* + 3q2).

Nu far vi, analogt med Fall 1, att

f=c+3d.

Vi har nu visat att det finns icke-negativa heltal ¢, d sadana att Zifrg;’z = 2+ 3d?,

om p? + 3¢? ar ett primtal. Genom att séitta p = p; och ¢ = q; far vi att
a® + 3v?

2 2
T 2432
pi+3¢;

A andra sidan finns det, om p3 + 3¢3 ér ett primtal, icke-negativa heltal 7, s

sadana att ;iig‘;i = r? + 3s%. Alltsa har vi att
2 2

a® + 3b?

2 2
r°+ 35" = )
(p? + 341)(p3 + 343)

Genom upprepad anviandning av detta far vi att det finns icke-negativa heltal
g, h sadana att G = ¢ + 3h?, da
a® + 3v?
(p? + 341)... (P} + 3a3)

]

Lemma 3.13. Anta att a och b dr icke-negativa heltal, och att F > 1 dr ett
heltal. Anta att fF = a® + 3b* och att f dr ett positivt, udda heltal. Anta vidare
att det inte finns icke-negativa heltal p, q¢ sadana att f = p*+3¢>. Da finns det ett
positivt, udda heltal x > 1 som delar F', och sa att det inte finns positiva heltal

c,d, sidana att x = ¢* + 3d>.
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Bevis. Enligt antagandet existerar det icke-negativa f, F,a och b sadana att
fF = a® 4 3b?, dir vi inte kan hitta icke-negativa heltal p, ¢ sidana att

f = p*+ 3¢% Vi visar forst att det finns positiva heltal g, h sddana att

g%+ 3h* = fp1...pk, dér p; # 2 &r primtal for alla i = 1,..,k (p; = p; kan intréiffa
dven om i # j). Vi delar upp beviset i tva fall: fallet da F' &r ett udda tal och
fallet da F' ar ett jamnt tal.

Fall 1: Talet F' ar udda.

Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva

F =pi..py,

dar p; ar primtal for alla ¢ = 1, .., k. Eftersom F ar ett udda tal géller att p; # 2
for alla ¢ = 1, ..., k. Foljaktligen far vi

fpi..pr = fF = a* + 3b* = ¢g* + 3h?,

dér a = g och b = h.
Fall 2: Talet F' &r jamnt.

Eftersom F dr ett jimnt tal dr dven fF = a® + 3b? jamnt. D4 dr 4 en fak-
tor av a® + 3b> = fF enligt Lemma 3.11. Eftersom f &r ett udda tal delas F

darmed av 4. Foljaktligen kan vi skriva
P =4"py..pr,

och vidare

JF = fA"p1..py
dér p; dr primtal for alla ¢ = 1, .., k, och n &r ett positivt heltal (alternativt kan
vi ocksd fa fF = 4™). Anta nu att p; och py ar jamna. D& ar pips delbart med
4. Da kan vi skriva

JF = f4n+1p3--'pk-
Vi kan didrmed anta att p; # 2 da i =2, ..., k. Nu delas fF = a? + 3b? av 4. D4
finns det, enligt Lemma 3.11, icke-negativa heltal g, h sadana att
a®+30*  fA"pt . ppt
4n 4n

gz+3h2 = = fp1..pk.
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Om fF = 4" giller f = ¢? + 3h?, vilket #r en motsigelse enligt antagandet.
Vi kan dérmed anta att fF # 4". Eftersom p; # 2 da i = 2, ...,k sa delas inte
g* +3h* = fpi..p, av 4. D& ér ¢®> + 3h? = fp,...pr udda enligt Lemma 3.11,
alltsa géller p; #2dai=1,... k.

Vi har nu visat att det finns icke-negativa heltal g, h sadana att

G*+3h% = fpi...pi, dér p; # 2 dr primtal for alla i = 1, .., k. Nu slutfor vi lemmat.
Vi vill visa att det finns ett udda x som delar F' sa att det inte finns positiva
heltal ¢, d sadana att z = ¢ + 3d2.

Antites: Anta att vi, for varje udda faktor z; av F, kan hitta ¢;, d;, sadana att
r; = ¢; + 3d?. Eftersom p; # 2 kan vi anta att z; = p; for allai = 1,...,k. Nu

foljer att
fprpe 9> +3h* g% + 3h?

Di-.-Dr prpr (c1+3d3)..(cx +3d2)
Enligt Lemma 3.12 finns det icke-negativa heltal p, ¢ sadana att

f=

2 2
— p* +3¢%.
(c1+3@). (cp+3az) F 7

Dirmed kan vi hitta icke-negativa heltal p, ¢ sadana att f = p® + 3¢%. Detta dr

en motsdgelse enligt antagandet. Darmed &r antitesen falsk och satsen foljer. [

Lemma 3.14. Anta att a och b dr positiva heltal, och anta att x dr en udda
faktor av a® + 3b%. Om a och b dr relativt prima, s kan vi hitta icke-negativa
heltal p,q sidana att

r = p* + 3¢%.

Bevis. Lat x vara en udda faktor av a? + 3b?. D4 existerar det ett positivt heltal
f med a® + 3b* = xf. Vi har att 1 = 12 + 3 - 0%. Vi kan dérmed anta x > 1.

Vi vet att a och b kan skrivas som
a=mz+¢c,

b=n'x+d
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dir 0 < ¢, d" < x och m’,n > 0. Definiera nu

(
m=m',da c <3

m=m'+1,dad > 2
2 (3.1)

c=cd,dacd <3

— A S A x
(c=z—d,dacd >3

Eftersom x ér ett udda tal giller ¢ # 5. Om ¢’ < 5 har vi att

a=m'r+c =mx + c. Anta nu att ¢ > 7. Da far vi
mr—c=(m+z—(x—c)=m'z+ =a.
Vi kan definiera n, d analogt. Foljaktligen kan vi hitta m, ¢, n, d sadana att
a=mz=+cb=nr+d,

dér ¢,d < 5. Vidare har vi ¢ # 0 eller d # 0, ty annars delas a och b av x > 1,

och detta dr omojligt da a och b &r relativt prima. Nu far vi
a® + 3b* = (mx £ ¢)® + 3(nx £ d)* = m*x? + & + 2mac + 3n’z? + 3d* £ 6nad
= x(m*z £ 2me + 3n’z £ 6nd) + ¢ + 3d%,
och déarmed foljer att
&+ 3d* = a® + 3b* — x(m*x £ 2me + 3n’r £ 6nd).

Eftersom z delar a?+3b* delar = dven hogra ledet. Diarmed maste x dela ¢? +3d>.

Vidare existerar det ett icke-negativt heltal y sa att
A +3d* = zy.
Eftersom c eller d &r positivt &r y > 0. Om y = 1 géller
x =+ 3d°,

och satsen foljer. Vi kan dédrmed anta y > 1. Vi far nu att

2 1 3
g) = —2? 4+ ot =22

2 2 T\ ?
— 434 <(—) 3(
Ty ¢+ + 1 1

2

Dérmed galler

ry<art=>y<uzx



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 37

eftersom z > 0.

Vi slutfér nu lemmat. Antites: Vi kan inte hitta p, ¢ sddana att x = p* + 3¢>.
Vi har att
ry = + 3d?,

dér z ar ett udda tal, och y > 1. Enligt Lemma 3.13 kan vi ddrmed hitta ett
z > 1 som delar y, s att det inte finns g, h sddana att z = ¢g® + 3h?. Det giller
nu att

z<y<ux.

Om det inte finns p, ¢ sidana att x = p? + 3¢° s& kan vi diirmed hitta ett z < z,
s& att det inte finns g, h sddana att z = ¢g* + 3h2. Detta ér en motsigelse enligt

valordningsprincipen och lemmat ar bevisat. O

Nu bevisas att Fermats sista sats inte har nagra l6sningar da n = 3 med stéd av

presenterade lemman.
Sats 3.15. Det saknas Fermattripplar dda n = 3.

Bevis. Antites: Det finns 16sningar till Fermats sista sats da n = 3. Da finns det
en Fermattrippel (x,y, z). Enligt Lemma 3.9 existerar det da positiva, relativt

prima heltal p, ¢ sadana att p och ¢ &r av motsatt paritet och
z* = 2p(p* + 3¢%),

y* = 2p(p* + 3¢%)
eller
2 =2p(p” + 3¢%).

Enligt Lemma 3.10 géller att
2 2\
sgd(2p,p” +3¢7) = 1

eller
sgd(2p,p”® + 3¢%) = 3.

Vi visar att vi da kan generera en ny, mindre Fermattrippel. Vi delar upp beviset
i tva fall: fallet d& sgd(2p,p? + 3¢*) = 1 och fallet d& sgd(2p,p* + 3¢*) = 3.
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Fall 1: sgd(2p,p* + 3¢%) = 1.

Eftersom 2p(p* + 3¢®) &r en kub dr 2p och p? + 3¢ kuber enligt Lemma 3.4.
Vi ska nu visa att det gar att hitta positiva relativt prima x,y av motsatt paritet
sadana att
_ .3 2

p =1z — 9zy~,

q = 3%y — 3y°.
Vi kan skriva u?® = p* + 3¢? for nagot u eftersom p? + 3¢ dr en kub. Vi har att p
och ¢, och foljaktligen p? och 3¢%, har motsatt paritet. Darmed ar p? + 3¢® = u?
udda. Vidare dr u en udda faktor av u® = p? + 3¢?, dér p, ¢ ir relativt prima.

Déarmed kan vi, enligt Lemma 3.14, hitta icke-negativa z,y sadana att
u =2+ 3y°.
Nu galler
P’ +3¢ =u’ = (2* + 3y%)% = (2" + 627y + 9y*) (2 + 3y%) =
25 4 3zty? + 621y? + 182%™t + 922yt + 27y° = 28 + 9zy? + 272%yt + 27¢0 =

25 4+ 81a?y* — 182%y? + 27x*y? + 27y° — 5da?y* = (2 — 9zy®)? + 3(32%y — 3y°)2.
Dérmed kan vi hitta icke-negativa = och y sadana att

p=a’—9zy’,

q = 3%y — 3y°.

Vidare géller x # 0 och y # 0, ty annars géller p = 0 eller ¢ = 0. Darmed &r = och
y positiva heltal. Eftersom p = z(2* — 9y?) och ¢ = y(3z% — 3y?) delas p och ¢ av
sgd(z,y). Eftersom p och ¢ &r relativt prima géller ddrmed sgd(z,y) = 1. Vi visar
nu att z och y har motsatt paritet. Om z och y bada ir jimna #r 23, 9zy?, 322y
och 3y? jamna, och dirmed dr p och ¢ jimna. Om x och y bada ir udda tal &r
23,92y, 322y och 3y udda, och dirmed #r p och ¢ udda. Dessa fall ir omdjliga

eftersom p och ¢ har motsatt paritet. Darmed har x och y motsatt paritet.

Vi har nu visat att vi kan hitta relativt prima x,y med motsatt paritet sadana
att
p =" —9xy’,
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q= 3x2y — 3y3.
Vi multiplicerar den forsta ekvationen med tva och far
2p = 22° — 18xy* = 2x(2® — 9y?) = 2x(x — 3y)(x + 3y).

Vi visar nu att 2z, — 3y och x + 3y ar parvis relativt prima. Vi visar forst att

x — 3y och x + 3y ar relativt prima.

Beteckna s = sgd(z — 3y,x + 3y). Vidare &r (x — 3y) + (x + 3y) = 2z och
(x + 3y) — (z — 3y) = 6y, varfor s maste dela 2x och 6y. Det giller att x och
y ar relativt prima, varfor s maste dela minst ett av talen 2 och 6 = 2 - 3. Det
giller darmed att s = 1,5 = 2,5 = 3 eller s = 6. Vi har att talen x — 3y och

x4+ 3y &ar udda eftersom = och y har motsatt paritet, och diarmed har vi att s # 2.

Vi visar nu att 3 inte delar s. Antites: Anta att 3 delar s. Da delas 2x av 3,
och dirmed delas x av 3. Vidare delas 2% av 3. Eftersom 9zy? delas av 3 delas
dven x® — 9zy? = p av 3. Da delas 2p av 3. Vidare delas bade p? och 3¢* av 3,
varfor p® + 3¢* delas av 3. Nu giller att sgd(2p,p? + 3¢?) delas av 3. Detta strider
mot antagandet att sgd(2p,p* + 3¢?) = 1. Dirmed &r antitesen falsk och 3 delar
inte s, och vidare har vi att s # 3 och s # 6. Darmed géller sgd(x—3y,z+3y) = 1.

Vi visar nu att 2z och x — 3y &r relativt prima. Det géller att
sgd(2z,x — 3y) = sgd(z,x — 3y)

eftersom x — 3y &r ett udda tal. Satt k = sgd(z,x — 3y) = sgd(2z,z — 3y). Ef-
tersom k delar x och x — 3y sa maste k dven dela 3y, och ddrmed maste £k dela
sgd(z,3y). Eftersom z och y ar relativt prima géller att sgd(z,3y) = 1 eller att
sgd(z,3y) = 3. Om 3 delar = har vi att 3 delar x — 3y och = + 3y. Detta &r
omojligt eftersom x — 3y och = + 3y &r relativt prima. Darmed ar 2z och z — 3y

relativt prima. Att 2x och x + 3y ar relativt prima bevisas analogt.

Vi har att ddrmed visat att 2z, * — 3y och x + 3y ar parvis relativt prima.
Eftersom 2p = 2x(x — 3y)(z + 3y) &r en kub &r dessa termer kuber enligt Lemma
3.4. Vi kan darmed hitta a, b, ¢ sadana att

a® =z + 3y,
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b =2 — 3y,
A = 2.

Det géller att a,b,c # 0, ty annars har vi p = 0. Darmed &ar a och ¢ positiva.

Vidare maste dven b vara positiv, ty annars ar p negativ.

Nu har vi

>+ b =1+3y+x—3y=21=c
Vi har att ddrmed hittat en ny Fermattrippel for n = 3. Vidare har vi att
a3, b3, < a®b3¢3 eftersom a, b, ¢ > 0. A andra sidan galler att
a’b’c® = (z + 3y)(z — 3y)2z = 2p < 2p(p* + 3¢°),
eftersom p, ¢ > 1. Fran tidigare har vi att

z® = 2p(p® + 3¢%),

y* =2p(p* + 3¢%)
eller
2* = 2p(p* + 3¢°).

Darmed har vi att

A <P=a<uz,
V¥ <yl=b<y

eller

<P =c<y.

Vi har nu, under antagandet att det existerar en Fermattrippel (z,y, z), visat
att det existerar en Fermattrippel (a,b, c), dir a < z,b < y eller ¢ < z. Detta ar
en motsigelse enligt vilordningsprincipen. Antitesen &r déarmed falsk och satsen
foljer for Fall 1.

Fall 2: sgd(2p,p* + 3¢%) = 3.

Det giller att 3 delar 2p, och darmed &ven p. Vi kan darfor skriva p = 3k for
nagot k£ > 0. Vi har att

2p(p* + 3¢%) = 6k(9k* + 3¢%) = 6 - 3k(3k* + ¢*) = 18k(3k* + ¢?).
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Vi visar nu att 18k och 3k% + ¢? dr relativt prima. Det giller att 18k = 32 - 2k.
Eftersom p och ¢ ar relativt prima och 3 delar p sa delas inte ¢ av 3, och darmed
delar 3 inte heller 3k? + ¢*. Diarmed delas inte sgd (3% - 2k, 3k* + ¢*) av 3. Vi har
att k har samma paritet som p eftersom p = 3k. Eftersom p och ¢ har motsatt
paritet har dirmed #ven k och ¢ motsatt paritet. Det foljer att 3k% + ¢ &r ett
udda tal. Didrmed delas inte sgd(3? - 2k, 3k? + ¢?) av 2. Eftersom 3 inte delar ¢
far vi

sgd(k,q) = sgd(3k,q) = sgd(p,q) =1

A andra sidan géller
sgd(3? - 2k,3k* + ¢*) = sgd(k,3k* + ¢*)

eftersom varken 2 eller 3 delar sgd(3? - 2k,3k? + ¢?). Det giller att sgd(k,3k? + ¢*)
delar k och 3k? + ¢*. Déarmed delar sgd(k,3k* + ¢?) dven q. Eftersom k och ¢ &r
relativt prima géller dirmed att sgd(k,3k? + ¢*) = 1. Eftersom

2p(p* + 3¢?) = 18k(3k* + ¢*) &r en kub &r 18k och 3k? + ¢ dérmed kuber enligt

Lemma 3.4.

Eftersom ¢, k #r relativt prima och av motsatt paritet, och ¢ + 3k? #r en kub

kan vi, analogt med Fall 1 kan vi hitta positiva heltal z,y sadana att
q =" —9zy?,
k = 32y — 3y°,
och sgd(x,y) = 1.
Vi kan skriva 18k som
18k = 9-2(32%y — 3y®) = 27 - 2y(2® — 9?) = 3% - 2y(x + y)(z — y).

Vi har att 18% och 33 ér kuber. Darmed ér ocksa 2y(z + y)(z — y) en kub enligt

Lemma 3.4.

Vi visar nu att 2y, x+vy och z —y &r parvis relativt prima. Vi visar forst att x och
y har motsatt paritet. Om talen x och y ar udda ar 23, 9zy?, 322y och 3y* udda.

Da ar q och k bada jamna, vilket strider mot att ¢ och k dr av motsatt paritet.
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Om z och y bada #r jimna sa &r 2%, 9zy?, 322y och 3y* jimna. Aven da &r ¢ och
k bada jamna, vilket strider mot att ¢ och k£ &r av motsatt paritet. Darmed har

x och y motsatt paritet.

Detta leder till att talen x 4+ y och x — y ar udda. Vidare ar

sgd(y,z +y) = sgd(y,x —y) =1

eftersom sgd(y,z +y) eller sgd(y,z —y) annars skulle dela bade x och y. Eftersom

talen x + y och x — y &dr udda géller dérmed

sgd(2y,x +y) = sgd(2y,z —y) = 1.

Det géller att (x +y) + (z — y) = 22 och (z +y) — (z — y) = 2y, varfor 2z och
2y delas av sgd(z + y,x — y). Da foljer att sgd(z + y,z —y) = 1.

Vi har att nu visat att 2y, + y och x — y ar parvis relativt prima. Eftersom
2y(x+y)(z—y) ar en kub ar ddrmed 2y, x +y och  —y &ven kuber enligt Lemma
3.4.

Vi kan foljaktligen definiera
a” = +y,

Eftersom k > 0 har vi, analogt med Fall 1, att a,b och ¢ &r positiva. Nu far vi

A+ =x+y+z—y=2x=c"

Vi har hittat en ny Fermattrippel. Det géller att
@’ =a+y <yle—y)(z+y) <3ylr—y)(z+y),

b =z—y<ylz—y)(z+y) <3ylz—y)(z+y),
samt

¢ =2y <3y < 3y(z —y)(z+y),

eftersom y,(z — y),(z +y) > 1. Vidare géller

Sy(z —y)(z +y) =327y — 3y° =k < 3k =p < 3p < 3p(p* + 3¢°).
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Vi har att
z® = 3p(p® + 3¢%),
y* = 3p(p” + 3¢%)

eller
2 =3p(p” + 3¢%).

Dérmed galler

ad<d=a<uz,
B<iy=b<z

eller

A <P =ce<.

Vi har dirmed, under antagandet att det existerar en Fermattrippel (x,y, 2),
visat att det existerar en Fermattrippel (a,b,c), dir a < z,b < y eller ¢ < z.
Detta ar en motségelse enligt valordningsprincipen. Antitesen ar darfor falsk for
Fall 2.

Vi har visat att antitesen ar falsk bade for Fall 1 och Fall 2. Darmed ar an-
titesen falsk och pastaendet foljer. m

Vi vet nu att det inte finns en Fermattrippel da 3 < n < 5. Med stéd av det

resultatet kan vi dra nagra slutsatser, som nu presenteras.

Sats 3.16. Det finns inte nagra Fermattripplar da n = 4k, ddr n och k dr
positiva heltal.

Bevis. Antites: Anta att (a, b, c) dr en Fermattrippel da n = 4k. Darmed géller
a4k + b4k — C4k = (ak)4 + (bk)4 — (Ck>4.

Vi har att nu hittat en Fermattrippel a*, b*, ¢* for n = 4. Enligt Sats 3.8 &r detta

en motsagelse och satsen &r bevisad. O

Korollarium 3.17. Det finns inte ndgra Fermattripplar ddé n = 2%, dirn > 2

och k dr positiva heltal.
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Bevis. Antites: Anta att (a, b, c) dr en Fermattrippel da n = 2*. Enligt definitio-

nen pa en Fermattrippel dr n > 2!, varfor & > 2. Vi har dven att
n=2"=4F1=4.42

Eftersom k > 2 #r 4¥=2 > 1. Enligt Sats 3.16 #r detta en motsiigelse eftersom det
inte finns nagra Fermattripplar da n = 4[. Antitesen dr darmed falsk och satsen

foljer. O]

Sats 3.18. Om det finns en Fermattrippel for nagot n > 4, sd finns det en
Fermattrippel for ett primtal p > 2.

Bevis. Anta att (a, b, ¢) r en Fermattrippel for nagot n > 4. Om n &r ett primtal,
sa ar vi klara. Anta dérfor att n dr ett sammansatt tal. Enligt Korollarium 3.17
giller n # 2%, varfor n delas av ett primtal p > 2. Da kan vi skriva n = pq, dér

p > 1 och g > 1. Det géller nu att
aPl + bP1 = P = (a?)P + (b7)P = (c?)P.

Vi har att nu hittat en Fermattrippel (a?,b?, ¢?) for n = p dir p > 2 &r ett

primtal. Detta bevisar satsen. O

Korollarium 3.19. Om det finns en Fermattrippel for n > 4, sa finns det en
Fermattrippel for ett primtal p > 4.

Bevis. Korollariet &r en direkt f6ljd av Sats 3.18, med stod av Sats 3.8 och Sats
3.15. ]

Nu har Fermats sista sats darmed reducerats till att bevisa att det inte finns
l6sningar till

a +b" =",
dir n > 4 &r ett primtal. Nu bevisas ett resultat som anvéinds i Andrew Wiles

bevis av Fermats sista sats.

Sats 3.20. Anta att
a" +b" =",
ddr a, b, c dar positiva heltal, och n > 2. Da finns det x,y,z € Z sa att
"yt =2", (3.2)

ddir x — 3 ar en multipel av 4, y dar ett jamnt tal, och {x,y,z} dr en permutation
av {ta, £ b, £ ¢}
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Bevis. Vihar a"+b" = ¢". Sats 3.3 ger att exakt ett av talen a, b och ¢ &r jamnt.
Enligt Korollarium 3.19 kan vi anta att n ar ett udda tal, eftersom alla primtal
storre an 2 ar udda. Vi delar upp satsen i tre fall: fallet da b &r ett jamnt tal,

fallet da a ar ett jamnt tal och fallet da c &r ett jamnt tal.

Fall 1: Talet b ar jamnt tal.

D& ar a och ¢ udda, varfér a — 1 eller a — 3 &r en multipel av 4. Anta forst

att @ — 3 ar en multipel av 4. Da kan vi definiera

r=a
y==>o
Z =C

och darmed géaller
a"+ " =c"=a"+y" ="
dér x — 3 ar en multipel av 4 och y ar ett jamnt tal.
Anta nu att a — 1 4r en multipel av 4. Da har vi att a — 1 = 4k for nagot
k. Da géller det att
—a+1l=—-4k=—-a+1—-4=—-4k—-4=—a—-3=—-4(k+1)

och saledes &r —a — 3 en multipel av 4. Vi har att n ar ett udda tal, varfor det

giller att
A"+ =c"=—-a"-b0"=—-"=(—a)"+ (-b)" = (—c)".

Nu kan vi definiera

T=—a
y=-b
zZ = —C

och darmed géller
(—=a)" + (=b)" = (=¢)" = a" + V" = ",

dér r — 3 = —a — 3 ar en multipel av 4 och y ar ett jamnt tal.
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Fall 2: Talet a ar jamnt.

Da &ar b och ¢ udda, varfor b — 1 eller b — 3 &r en multipel av 4. Analogt med Fall

1 kan vi definiera

r=0
y=a
z=c
eller
xr=—b
y=—a
z=—c

och (3.2)) géller ddrmed.

Fall 3: Talet ¢ ar jamnt.

Det giller att
a"+bt=c"= —ad"+ " =b".

Eftersom c ar ett jamnt tal &r —a udda, varfor —a — 1 eller —a — 3 &r en multipel

av 4. Analogt med fall 1 kan vi definiera

r=—a
y=-c
z=10b
eller
T=a
y=—c
z=-b

och (3.2)) géller.

Dérmed foljer satsen. O
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3.3 Relaterade ekvationer

Nu undersoks Fermats ekvation da n € Z. Fermats sista sats ger att Fermats
ekvation inte har losningar da n > 2. Det finns odndligt manga Fermattripplar
(a,b,c), dér a, b, ¢ &r relativt prima, da n = 2 enligt tidigare resultat. Om n = 1
har vi

at+b=c.

Aven om vi fixerar ett a, b eller ¢ sa finns det oéindligt manga losningar till denna
ekvation. Om vi fixerar tva av talen a,b och c finns det alltid exakt en 16sning.

Om n = 0 forenklas Fermats ekvation till

1+1=1,
vilket givetvis inte har losningar.
Om n = —1 har vi
1 n 11
a b ¢

vilket har odndligt manga l6sningar, dér a,b och ¢ &r relativt prima, enligt fol-

jande sats.

Sats 3.21. Alla positiva heltalslésningar till

11 1
a b ¢
kan skrivas pa formen
a =y +y,
b= 22+ zy,
c =y,

ddr x och y ar positiva heltal. Vidare gdller sgd(a,b,c) =1 om sgd(x,y) = 1.

Beuvis. Alla positiva heltal kan skrivas som en produkt av tva positiva heltal. Vi

kan dédrmed hitta =,y sadana att ¢ = zy. Det géller nu att

1 1 aty  a y 1 111

— = + = + = ,
c wy wylr+y) wley+y?) y@@2+zy) wy+y? 22+zy a b

dir a = 2y + y? och b = 2% + xy.
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Vi visar nu att sgd(a,b,c) = 1 om sgd(x,y) = 1. Anta darfor att z, y &r relativt pri-
ma. Det géller att a = y(x+y). Eftersom x och y &r relativt prima ar x, y och z+y
parvis relativt prima, varfor sgd(a,z) = 1. Analogt bevisas att sgd(b,y) = 1. Dér-
for galler sgd(a,c) = sgd(y(x+y),zy) = sgd(y(x+vy),y) = sgd(y,y) = y, och ana-
logt har vi sgd(b,c) = x. Eftersom sgd(a,c) = y och sgd(b,c) = = delar sgd(a,b,c)
bade x och y. Eftersom x och y &r relativt prima géller sgd(a,b,c) = 1. O]

Eftersom det finns oéndligt manga tal z, y som &r relativt prima finns det oéndligt

manga l6sningar till

a=mzy+y’,
b=+ xy,
c =y,
dar sgd(a,b,c) = 1.
Fallet n = —2 leder till
1 1 1

2TET &
Aven i det hér fallet finns o#indligt manga 16sningar da a, b, ¢ ar relativt prima.

Sats 3.22. Ekvationen
1 1 1

2 g a
har heltalslésningarna
a= (2% —y*)(2® + ),
b= 2zy(2® + v°),
c = 2xy(z* — y?).

Bevis. Genom direkt inséttning far vi

l n i - 1 n 1
a2 p2 ((m2 _ y2)(9c2 +y2))2 (2xy(x2 +y2))2
(2 =) (@® +9%))* + (2oy(2® + y°))?
(2% = y?)% (22 + y?))?* 22y (22 + y?))?

@@ -y ey (2P P) ey’
(% + 922 (a2 = y?)?(22y)* (a2 + y°)* (2% = y?)?(22y)*(2? + ?)°
(@ +yP)? - 22y - 207 4+ Aatyt 1 1
(@ =P+ 2 Quy(@®—y?)? &
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For att a och ¢ ska vara positiva kravs = > y. Vidare ar a, b, ¢ relativt prima om
x och y ar relativt prima. Alla 16sningar till a% + b% = c% kan skrivas pa formen

i Sats 3.22. Detta bevisas inte i denna avhandling, men beviset hittas i [7].
Sats 3.23. Fermats ekvation har inte nagra lésningar da n < —2 dr ett heltal.

Bevis. Antites: Anta att det finns en 16sning a” + 0" = ¢". Vi kan multiplicera

Fermats ekvation med (abc)™™ och erhalla
(abe)™"a" + (abe) """ = (abe) ™" = (bc) ™" 4 (ac)™" = (ab)™" =

(be)™ + (ac)" = (ab)",

eftersom n &r negativ. Detta implicerar att (be, ac,ab) ar en Fermattrippel for
In| > 2. Detta &r en motségelse eftersom det inte finns sddana Fermattripplar.
Antitesen dr darmed falsk och Fermats ekvation har inte nagra lésningar da
n < —2. [

Nu presenteras den inversa Fermatekvationen.

Sats 3.24. Den inversa Fermatekvationen
a% + b% = C%

har heltalslosningarna

a=xy",
b=uxzz",
c=x(y+2)".

Om x =1 och om y och z dr relativt prima, sda ar a, b, c parvis relativt prima.
Beuvis. Med hjalp av direkt insdttning far vi

11 ny L ny L 1 1 ny L 1
och darmed géller an + bn = cn.
Nu visar vi att sgd(a,b,c) = 1 géller om y och z &r relativt prima, och z = 1. Om
y och z ar relativt prima ar y,z och y + z parvis relativt prima, och vidare &ar

dven y", 2" och (y + z)" parvis relativt prima. Eftersom z = 1 géller darfor att

a,b och c ar relativt prima. O]
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Anmaéirkning 3.25. a%, b och cn Gr heltal om och endast om xn dr ett heltal,
varfor x maste vara en jimn n:te rot. Detta gdller alltid om x = 1. Det foljer att

a%, b och cw Gr heltal om y och z dr relativt prima och x = 1, vilket medfor att
sgd(a,b,c) = 1.

Den inversa Fermatekvationen har darmed odndligt manga 16sningar, dar (a,b,c)
ar relativt prima, for varje n. [4] Denna metod fungerar inte for Fermats ekvation

eftersom till exempel .%%y inte nédvéandigtvis behover vara ett heltal.

Nu bevisas Fermats lilla sats, som inte direkt &dr relaterad till Fermats sista sats,

men har anvénts i forsok till att bevisa den. Foér beviset behovs foljande lemma.
Lemma 3.26. p delar (a+ 1)? — a? — 1, om p ar ett primtal.

Beuvis. Vi utvecklar uttrycket med stod av binomialsatsen:

(@+ 1P —a? —1 = [i (i) 1%a"*] — a? — 1

k=0
p & (P p
= 19770 + ( )ap_k + ( >1pap_p —af -1
(0) [,; k | p
p—1 P p—1 D
= gP p—k 1 _ AP _ 1 — p*k"
a —|—[; (k>a J+1—a 2 (k>a

Vi studerar summans enskilda termer:

(1) = (5 mn)

Vi visar nu att p delar <#Lk),> aP~*. Vi kan anta att k < p eftersom den sista
termen i var summa &r £ = p— 1. Darmed delar p inte nagot tal 2, da =1, ..., k.
Eftersom p &r ett primtal delar p inte heller 1- ... - k = k!. Vidare delar p inte
1-...-(p—k) = (p— k). Foljaktligen delar p inte k!(p — k)!, och eftersom p &r
ett primtal dr p och k!(p — k)! relativt prima. Vi vet att
Pl ok P =D
kl(p — k)! El(p — k)!
ar ett heltal, alltsa delas p(p — 1)! av kl(p — k)!. Eftersom p och k!(p — k)! ar
relativt prima, sa delas (p — 1)! av k!(p — k)!. Dérmed &r
(p—1)! Pk
El(p — k)!
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ett heltal, och vidare delas

()= 0

av p. Déarmed delar p &ven

Sats 3.27. (Fermats lilla sats) Anta att p ar ett primtal. Da gdller
a* =a (mod p) (3.3)
for alla positiva heltal a.

Beuvis. Vi visar att p delar a? — a da p ar ett primtal, vilket ar ekvivalent med
att a® = a (mod p). Vi anvinder induktion.

1. Vi har att p delar 17 — 1 = 0.

2. Anta att p delar a” — a.

3. Vi visar att p delar (a +1)? — (a + 1):

(a+1)! —(a+1)=((a+ 1)’ —a’ — 1)+ (a’ — a).

Vi har att p delar (a+1)?—a?—1 enligt Lemma 3.26. Enligt induktionsantagandet
delar p &ven a? —a. Darfor delar p ockséa (a+1)P—(a+1) och pastaendet foljer. [

Korollarium 3.28. Om p dr ett primtal och a inte delar p, gdller
a?'=1 (mod p).

Bevis. Resultatet ar en direkt foljd av satsen, genom att dela (3.3) med a (detta

ar tillatet eftersom a och p &r relativt prima). O
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Kapitel 4
Tillampning

Med stod av Fermats sista sats kan vi nu bevisa en sats som kan tillimpas pa en

kon som innehaller vatten. Forst bevisas ett lemma.

Lemma 4.1. Det finns inte nagra positiva, rationella losningar (a, b, c) till ek-
vationen

x?’l,_i_yn — ZTL,

ddr n > 2 dar ett heltal.

Bevis. Antites: Anta att det finns en 16sning a, b, ¢ till
" 4yt ="

Eftersom a, b, ¢ &r positiva, rationella tal kan vi hitta positiva heltal d, e, f, g, h, i

sddana att
d
e

,b:i,c:ﬁ.
g i

a =

Lat j vara ett tal som delas av e, g och 7. Vi kan nu skriva om var ekvation enligt

foljande:

() e () =) o= () + () - ()

Eftersom j delas av e, g och ¢ ar d%, ff; och h% heltal. Vi har att ddrmed hittat
en Fermattrippel <d§, %, h%) Enligt Sats 2.1 finns det inte Fermattripplar for

n > 2, och darmed &r detta en motsiagelse. Antitesen dr darmed falsk och satsen
foljer. O]
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Speciellt giller att det inte finns rationella 16sningar till 2 + 3® = 2% och
x* + y* = 2* enligt Sats 3.15 respektive Sats 3.8. Detta har dirmed bevisats i

denna avhandling.

Sats 4.2. Ta en cirkuldr rat kon som har hdjden h, basen A (med radien r)
och volymen V. Konen ldggs sa att basen dr vagrdt och sa att spetsen dr uppat.
Ett plan Ay (med radien ry) skapas parallellt med basen. Strackan mellan basen
och Ay betecknas hy (dock sa att 0 < hy < h). Volymen av omradet mellan A,
och spetsen betecknas Vy. Volymen av omradet mellan A och A betecknas V5.
Konen ldggs nu sa att basen dr vagrdt och sa att spetsen dr nerat. Ett plan A
(med radien ry) skapas sd att volymen av omradet mellan spetsen och As dr Vs.
Strickan mellan spetsen och As betecknas hy. Dd dr minst ett av talen h, (h—hy)

och hy irrationellt.

Beuis. Det géller att

1
V = §7T’l“2h.

Betrakta konen nér spetsen ar uppat, och ta ett tvérsnitt av konen. Vi kan nu
dela den resulterande triangeln i tva ratvinkliga trianglar med kateterna r och

h. Beteckna vinkeln vid nedre hornet «. Enligt trigonometri har vi nu
r
cot v = adie h cot(a),
varfor det géller att

1 1
V= §7r(h cot(a))?h = gﬂ'hg cot?(a).
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Konen med volym V; ar likformig med konen med volym V. Dérmed har vi
analogt att
r1 = (h — hy)cota

och vidare

1 1
Vi = grri(h = ) = sa(h = h)* cot’(a).

Vidare har vi 1
Vo=V = Vi = gmeot*(@)(h’ = (h = h)*).

Betrakta nu konen nér spetsen ar nedat. Konen med volym V; &r likformig med

konen V. Darmed har vi enligt tidigare att
r9 = hg cot «

och vidare

1 1
Vo = gm“gh = gﬂhg cot?(av).

Dérmed foljer det att
1 1
3™ cot?(a)(h® — (h — h1)?) = gwhg cot?(a).

I vart fall géller att cot a # 0 eftersom 0 < o < 7. Dérmed kan vi dela bada

leden med 3 cot?(a):
h? — (h—hy)® = hy = (h — hy)® + hy = R®.

Om h — hy, hy och h &r rationella, &r h — hq, ho, h en rationell 16sning till

"yt =2",

da n = 3. Enligt Lemma 4.1 har denna ekvation inte nagra rationella 16sningar,

och darmed méste minst ett av talen (h — hy), hy och h vara irrationellt. ]

Sats 4.2 kan tillaimpas pa en kon som delvis &r fylld med vatten. Anta att forhal-
landena i Sats 4.2 géller, dér V; dr méngden luft och V5 &r méngden vatten. Da
ar h — hy hojden av luften da spetsen ar uppat, medan hy ar hojden av vattnet
da spetsen dr nedat. Eftersom Sats 4.2 endast kriver att 22 + y® = 23 inte har

l6sningar, sd har detta bevisats i denna avhandling. [6]
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