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Sammanfattning

I den här pro gradu-avhandlingen presenteras Fermats sista sats, som är en sats
inom talteori. Enligt satsen finns det inte några positiva heltalslösningar till
an + bn = cn då n > 2. Satsen är uppkallad efter Pierre de Fermat, som cirka
1637 påstod att han hade bevisat denna sats. Hans bevis publicerades inte, och
är inte heller bevarat. Flera matematiker försökte under påföljande århundra-
den bevisa satsen. Många av dem bevisade viktiga resultat, till exempel gjorde
Sophie Germain en hel del framsteg. Några av dessa resultat presenteras. Satsen
bevisades slutligen av Andrew Wiles 1995.

I den här pro gradu-avhandlingen bevisas satsen för n = 3 och n = 4. Några
andra satser som underlättar beviset av själva satsen bevisas, och några relate-
rade ekvationer presenteras. Satsen bevisas inte i sin helhet i denna avhandling,
men Andrew Wiles bevis presenteras i mycket stora drag. Slutligen presenteras
en tillämpning av satsen.
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Kapitel 1

Introduktion

Pierre de Fermat var en fransk domare och amatörmatematiker. Hans födelseår
är omtvistat, det förmodades att han föddes 1601, men efter mera forskning ver-
kar det som att Pierres halvbror, Piere, föddes 1601. Pierre torde ha fötts 1607.
Han föddes antagligen under tidsperioden 31.10–6.12.1607. Han dog 12.1.1665.
[10]

Boken Arithmetica av den grekiska matematikern Diofantos innehåller det som i
dag kallas diofantiska ekvationer och deras lösningar. Cirka 1637 skrev Pierre de
Fermat i marginalen av en kopia av boken bredvid problem II.8 på latin: ”Cu-
bum autem in duos cubos, aut quadrato quadratum in duos quadrato quadratos,
et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos ejusdem
nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem mirabile sane detexi. Hanc
marginis exiguitas non caperet.” Detta betyder ungefär: ”Det är omöjligt att dela
upp en kub i två kuber, en kvadrat i två kvadrater och så vidare; jag har upp-
täckt ett verkligt fantastiskt bevis på detta. Denna marginal är för liten för att
innehålla det.” Denna sats kom senare att kallas Fermats sista sats.

I kapitel 2 presenteras historien om Fermats sista sats. I kapitel 3 bevisas Fermats
sista sats för fallen n = 3 och n = 4. Med stöd av detta bevisas vissa satser som
är centrala i Wiles bevis av satsen. Utöver detta behandlas även några relaterade
ekvationer. I kapitel 4 presenteras en tillämpning av Fermats sista sats. I denna
avhandling antas att läsaren är bekant med grundläggande satser inom talteori,
och det antas att alla variabler är positiva heltal om inget annat anges. [2, s. 3]
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Kapitel 2

Historia

Detta kapitel behandlar historien om Fermats sista sats, det vill säga vissa fram-
steg som matematiker har gjort om satsen. Dessutom ges några riktlinjer för hur
satsen bevisas. Resultaten i detta kapitel bevisas inte i denna avhandling.

Sats 2.1. (Fermats sista sats) Det finns inte några positiva heltalslösningar
(a,b,c) till ekvationen

xn + yn = zn,

där n > 2, n ∈ N . Denna ekvation kallas Fermats ekvation, och en lösning (a, b, c)
till ekvationen kallas en Fermattrippel.

Andrew Wiles bevisade satsen 1995. Beviset till satsen är 129 sidor långt.

Fermat påstod att han hade hittat ett bevis till Fermats sista sats, men hans
påstådda bevis publicerades aldrig, och är inte heller bevarat. Det enda bevi-
set om Fermats sista sats av Fermat som är bevarat är beviset för n = 4. På
1600-talet presenterades problemet för flera matematiker, i hopp om att lyckas
bevisa Fermats sista sats, men ingen lyckades åstadkomma nämnvärda framsteg.
År 1753 lyckades Leonhard Euler bevisa Fermats sista sats för n = 3. Gauss hit-
tade senare ett bevis som använder imaginära tal. År 1825 trodde Gustav Peter
Lejeune Dirichlet att han hade bevisat fallet n = 5, men hans bevis innehöll ett
fel. Adrien Marie Legendre hittade ett eget bevis för n = 5, och 1828 rättade
Dirichlet sitt bevis. Dirichlets bevis är elementärt, det vill säga det innehåller
inte några imaginära tal, och bygger på tal av formen a2 − 5b2. Dirichlet för-
sökte bevisa fallet n = 7, men han lyckades endast bevisa fallet n = 14, vilket
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är ett svagare resultat. Gabriel Lamé bevisade 1839 fallet n = 7, och Lebesgue
förenklade senare beviset. [5]

2.1 Sophie Germains framsteg

På 1800-talet gjorde Sophie Germain det första riktiga försöket att bevisa hela
Fermats sista sats i stället för att bevisa enskilda fall. Hon studerade mängden

Mp,N = {xp (mod 2Np+ 1) : p, 2Np+ 1 primtal, 0 < x < 2Np+ 1}

och vidare mängden

Sp = {2Np+ 1 : Mp,N innehåller inte på varandra följande tal}.

Hon lyckades bevisa följande: Om det finns en lösning till ap + bp = cp, där p

är ett primtal, så delar varje element i Sp minst ett av talen a, b och c. Således
gäller följande: Om Sp innehåller oändligt många tal för något primtal p så måste
mängden av tal som delar minst ett av talen a, b och c vara oändlig. Detta im-
plicerar att minst ett av talen a, b och c har oändligt många delare, ty annars är
mängden av tal som delar minst ett av talen a, b och c ändlig. Detta är omöjligt
för ett ändligt tal, varför Fermats sista sats inte har någon lösning för p. Hennes
mål var att visa att Sp innehåller oändligt många tal för varje udda primtal p,
vilket skulle bevisa hela Fermats sista sats (detta utreds i nästa kapitel).

Dock lyckades hon inte bevisa detta för ett enda p. Hon lyckades senare i stället
bevisa att S3 = {7, 13}. Det visades senare att Sp har ändligt många tal för alla
udda primtal p. Germains plan fungerade därmed inte. [8]

Exempel 2.2. Vi undersöker fallet p = 7. Vi beräknar M7,N då 2Np+ 1 är ett
primtal. Det gäller att

N = 1 ⇒ 2Np+ 1 = 15 = 3 · 5.

Vidare har vi
N = 2 ⇒ 2Np+ 1 = 29.

Eftersom 29 är ett primtal beräknar vi x7 (mod 29) för 0 < x < 29:
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M7,2 = {1, 12, 12, 28, 28, 28, 1, 17, 28, 17, 12, 17, 28, 12,

17, 1, 12, 17, 12, 1, 12, 28, 1, 1, 1, 17, 28} = {1, 12, 17, 28}.

M7,2 innehåller inte några på varandra följande tal, varför {29} ⊆ S7. Vi under-
söker nu N = 3:

N = 3 ⇒ 2Np+ 1 = 43,

M7,3 = {1, 6, 7, 36, 37, 42}.

Eftersom M7,3 innehåller talen 6 och 7 (samt även talen 36 och 37) gäller
{43} ⊈ S7. Vi undersöker nu N = 4, ..., 10:

N = 4 ⇒ 2Np+ 1 = 57 = 3 · 19,

N = 5 ⇒ 2Np+ 1 = 71,

M7,5 = {1, 5, 14, 17, 25, 46, 54, 57, 66, 70},

N = 6 ⇒ 2Np+ 1 = 85 = 5 · 17,

N = 7 ⇒ 2Np+ 1 = 99 = 32 · 11,

N = 8 ⇒ 2Np+ 1 = 113,

M7,8 = {1, 15, 18, 35, 40, 42, 44, 48, 65, 69, 71, 73, 78, 95, 98, 112,}

N = 9 ⇒ 2Np+ 1 = 127,

M7,9 = {1, 19, 20, 22, 24, 28, 37, 52, 59, 68, 75, 90, 99, 103, 105, 107, 108, 126},

N = 10 ⇒ 2Np+ 1 = 141 = 3 · 47.

Därmed innehåller M7,N inte på varandra följande tal då N = 2, 5, 8, varför det
gäller att

{29, 71, 113} ⊆ S7.

Om a7+b7 = c7 har heltalslösningar så delar 29, 71 respektive 113 därmed minst
ett av talen a, b och c.

Efter Germains försök delades Fermats sista sats upp i två fall, som presenteras
i en definition.

Definition 2.3. Antag att an + bn = cn, där n är ett primtal. Fallet då
sgd(a,n) = sgd(b,n) = sgd(c,n) = 1 kallas det första fallet. Fallet då två eller tre
av a, b, c inte är relativt prima med n kallas det andra fallet.
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Germain visade på 1800-talet att det första fallet är sant då n ≤ 100. Germain
lyckades även bevisa följande sats: Låt n vara ett primtal. Om 2n + 1 också
är ett primtal, så är det första fallet sant för n. Sådana primtal n kallas i dag
Sophie Germain-primtal. Det är förmodat att det finns oändligt många Sophie
Germain-primtal, men problemet är ännu olöst.

Lengendre lyckades på 1800-talet utöka Germains resultat till följande sats: Låt
n vara ett udda primtal, och låt q = 2, 4, 8, 10, 14, 16. Om nq + 1 är ett primtal,
så gäller det första fallet av Fermats sista sats för n. Med stöd av detta resultat
kan man dra slutsatsen att det första fallet gäller för alla p < 197. Till exempel
gäller 14 · 47 + 1 = 659, vilket är ett primtal.

Nu presenteras Wendts sats från 1894, som använder

Wn = det
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Wendts sats lyder: Anta att p ̸= 2. Om q = 2hp+ 1 inte delar W2h och
p2h ̸≡ 1 (mod q), så gäller det första fallet av Fermats sista sats för n. Detta
resultat är dock klumpigt, eftersom W2h blir stor för stora h. Det bevisades även
senare att detta resultat i princip är ekvivalent med Sophie Germains sats.

2.2 Resultat med stöd av Bernoullitalen och Eu-

lertalen

Ernst Eduard Kummer överförde Fermats sista sats till icke-elementär algebraisk
talteori. Han lyckades aldrig bevisa satsen, men han gjorde en hel del framsteg.
Han visade även att Fermats sista sats gäller för alla reguljära primtal, vilka snart
ska definieras. Det finns två ekvivalenta definitioner av reguljära primtal, men
Kummers definition används. Först introduceras Bernoullitalen. Dessa behövs
för Kummers definition. [3]
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Definition 2.4. Bernoullitalen Bn definieras enligt⎧⎨⎩B0 = 1

Bn = 1−
∑︁n−1

k=0

(︁
n
k

)︁
Bk

n−k+1
, n = 1, 2, ...

.

Alla Bernoullital är rationella, varför vi kan definiera

|Bn| =
an
bn

,

där an, bn ∈ Z, och bn inte delar an. Låt |x| beteckna absolutbeloppet av x, det
vill säga

|x| =

⎧⎨⎩x, om x ≥ 0

−x, om x < 0
.

För varje udda n > 1 är Bn = 0. Övriga värden på Bn då n ≤ 10 presenteras i
denna tabell.

B0 1

B1
1
2

B2
1
6

B4 - 1
30

B6
1
42

B8 - 1
30

B10
5
66

Enligt en alternativ konvention är B1 = −1
2
. Detta har dock ingen betydelse för

|Bn|.

Definition 2.5. Ett reguljärt primtal p är ett primtal så att p inte delar ak, där
k = 0, 2, 4, 6, ..., p− 3.

Genom att primtalsfaktorisera varje ak, där k = 0, 2, 4, 6, ..., n−3 kan vi kontrol-
lera om det finns några icke reguljära primtal p ≤ n.

Exempel 2.6. Finns det några icke reguljära primtal p ≤ 31?

p är reguljärt om p inte delar ak, där k = 0, 2, 4, 6, ..., p−3. Vi primtalsfaktoriserar
därför ak, när k = 0, 2, 4, 6, ..., 28.
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Vi har att ak = 1 då k = 0, 2, 4, 6, 8. Vidare har vi

a10 = 5,

a12 = 691,

a14 = 7,

a16 = 3617,

a18 = 43867,

a20 = 174611 = 283 · 617,

a22 = 854513 = 11 · 131 · 593,

a24 = 236364091 = 103 · 2294797,

a26 = 8553103 = 13 · 657931,

a28 = 23749461029 = 7 · 9349 · 362903.

Därmed är 5, 7 och 11 och 13 de enda primtalen p ≤ 31 som delar ak, där
k = 0, 2, 4, 6, ..., 28.

Primtalet 5 är reguljärt eftersom 5 endast delar a10 och därmed inte a0 eller
a2. Primtalet 7 är reguljärt eftersom 7 endast delar a14 och a28 och därmed inte
a0, a2 eller a4. Analogt är primtalen 11 och 13 reguljära. Därmed finns det inga
primtal p ≤ 31 som delar ak, där k = 0, 2, 4, 6, ..., p− 3, alltså finns det inga icke
reguljära primtal p ≤ 31.

De fem första primtalen som inte är reguljära är 37, 59, 67, 101, 103. Till exempel
delas a32 av 37. År 1915 bevisade Johan Jensen att det finns oändligt många icke
reguljära primtal. Det förmodas att det finns oändligt många reguljära primtal,
och att andelen reguljära primtal konvergerar mot e−

1
2 .

Det bevisades även senare en sats med stöd av Eulertalen, vilka definieras enligt
följande.

Definition 2.7. Eulertalen En, där n ≥ 0, definieras enligt⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
E0 = 1

En = 0, om n är udda

E2n = 1−
∑︁n

k=1

(︁
2n

2k−1

)︁22k(22k−1)B2k

2k
, om n är jämnt

.
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1940 bevisade Vandiver att det första fallet av Fermats sista sats är sant för
n om n inte delar En−3. Ett primtal n sägs vara E-reguljärt om n inte delar
E2, E4, ..., En−3. Det finns oändligt många E-reguljära primtal, men det är inte
känt om det finns oändligt många primtal som inte är E-reguljära.

2.3 Övriga resultat

1847 bevisade Cauchy följande sats: Om

n−1
2∑︂

k=1

kn−4

inte är en multipel av n, där n är ett udda primtal, så är det första fallet av
Fermats sista sats sant för n. År 1856 visade Grünert att en eventuell lösning
till an + bn = cn skulle kräva a, b, c > n. Det blev därför klart att en eventuell
lösning till Fermats sista sats endast skulle vara möjlig för väldigt stora tal. Artur
Wieferich lyckades 1909 visa att om n2 inte delar 2n−1 − 1, där n är ett primtal,
så är det första fallet av Fermats sista sats sant för n. Dessa tal kallas i dag för
Wieferich-primtal.

Man kan notera att

an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ an−3b2 − ...+ bn−1) ⇒

an + bn

a+ b
= (an−1 − an−2b+ an−3b2 − ...+ bn−1),

varför an+bn

a+b
är ett heltal. Om n är ett udda tal gäller

Sn(a, b) :=
n−1∑︂
k=0

ak(−b)n−k−1 =
an + bn

a+ b
.

Denna summa användes i flera försök att bevisa Fermats sista sats. Till exempel
bevisade Möller 1955 följande:

sgd(Sn(a,b),Sm(a,b)) = Ssgd(n,m)(a,b).

Han bevisade även att
Sn(a,b) ≥ n,
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givet att n ̸= 1 är ett udda tal. Likhet gäller om a = 2, b = 1 eller a = −1, b = −2

samt n = 3 i båda fallen. Likhet gäller även om a = 1, b = −1 oavsett n.

Dmitry Mirimanoff lyckades 1905 förbättra vissa av Kummers resultat, till ex-
empel följande: Om det första fallet av Fermats sista sats är falskt för ett primtal
n, så är Bn−7 och Bn−9 multipler av n, där Bi är det i:te Bernoullitalet. Med
stöd av Cauchy, Genocchi och Morishima utökades detta resultat till Bn−i, då
i = 3, 5, ..., 13. Mirimanoff bevisade 1910 följande: Om n är ett primtal, och x, y

är positiva heltal finns det inte några Fermattripplar då n = 2x3y±1, n = 2x+3y

eller n = −2x − 3y. Detta implicerar speciellt att det inte finns Fermattripplar
där n är ett Mersenneprimtal, det vill säga då n = 2x − 1.

1909 bevisade Arthur Wieferich följande: Om det första fallet av Fermats sista
sats är falskt för n, så gäller

2n−1 ≡ 1 (mod n2).

Alla tidigare liknande resultat innehöll a, b eller c. Detta var därmed ett starkt
resultat, eftersom det endast innehåller en variabel. Mirimanoff bevisade senare
att en analog sats gäller för 3n−1.

1914 bevisade Frobenius och Vandiver följande resultat: Låt (a, b, c) vara en Fer-
mattrippel, där a, b, c är relativt prima. Om n är ett primtal som inte delar x,
gäller

xn−1 ≡ 1 (mod n3).

Under detta tillstånd gäller därmed ett starkare resultat än Fermats lilla sats,
som presenteras och bevisas i nästa kapitel. Samma år bevisade Carmichael och
Meissner följande: Om det finns en Fermattrippel för ett primtal n > 5 så gäller

(1 + a)n
2 ≡ 1 + an

2

(mod n4)

för något a ̸= n−5
2

. Detta resultat reducerade Fermats sista sats till att visa att
denna ekvivalens är omöjlig, eftersom fallen p = 3, p = 4 och p = 5 redan hade
bevisats vid den här tidpunkten. Det här verkar vara ett bra resultat, eftersom
kongruensen till synes är svår att uppfylla.
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En del kongruenser med summor har även bevisats. Följande resultat är en sam-
manfattning av resultat av flera matematiker i början av 1900-talet. Om det
första fallet av Fermats sista sats är falskt och r = 2, 3, 4, 6 så gäller

⌊n
r
⌋∑︂

i=1

1

i
≡ 0 (mod n).

Om r = 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 så gäller

⌊n
3
⌋∑︂

i=1

1

ir
≡ 0 (mod n)

och
⌊n
6
⌋∑︂

i=1

1

ir
≡ 0 (mod n),

om det första fallet av Fermats sista sats är falskt för n. Låt ⌊x⌋ beteckna golv-
funktionen av x, med andra ord det största heltalet som är mindre än eller lika
med x.

1931 visade Morishima följande starka resultat: Om det första fallet av Fermats
sista sats är falskt, så gäller

mn−1 − 1

n
≡ 0 (mod n)

för alla primtal m ̸= 31.

Harry Vandiver bevisade 1936 Fermats sista sats för alla n < 157, och 1937
utvidgade han resultatet till alla n < 607 med hjälp av medförfattare. År 1954
lyckades han, med hjälp av dator, bevisa Fermats sista sats för alla n < 2521. År
1976 bevisade Samuel Wagstaff att Fermats sista sats är sann för alla n < 125000.
Man lyckades senare, med dator, verifiera att det inte fanns några Fermattripplar
då n < 4 · 106, och även att det första fallet är sant för alla n < 8.858 · 1020. År
1985 bevisade Gerd Faltings ett resultat som implicerar att det för varje n > 2

finns ett ändligt antal lösningar. Året efter visade Guy Terjanian att det första
fallet av Fermats sista sats gäller för alla jämna n. År 1965 visade Shepherdson
att det inte är möjligt att bevisa Fermats sista sats med de metoderna som man
vet att hade utvecklats under Fermats tid. Man kan således anta att Fermats
påstådda bevis inte var korrekt.
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2.4 Andrew Wiles bevis av Fermats sista sats

1972 blev Yves Hellegouarch den första som föreslog att det fanns en länk mellan
Fermats sista sats och elliptiska kurvor. Gerhart Frey visade 1986, med stöd av
tidigare resultat av Jean-Pierre Serre och Ken Ribet, följande: Om

an + bn = cn,

där a, b, c och n > 2 är heltal, b är ett jämnt tal, och a − 3 är en multipel av 4,
så är

y2 = x(x− an)(x+ bn)

semistabil och icke-modulär (dessa begrepp definieras snart). I nästa kapitel be-
visas att existensen av en Fermattrippel implicerar att vi kan hitta en Fermatt-
rippel där b är ett jämnt tal och a− 3 är en multipel av 4.

Taniyuama-Shimuras förmodan säger att varje elliptisk kurva är icke-modulär,
vilket skulle implicera att Fermats sista sats är sann. År 1993 trodde Andrew
Wiles att han hade bevisat Taniyuama-Shimuras förmodan, och därmed även
Fermats sista sats. Hans bevis hade dock ett fel, men 1995 lyckades han visa att
varje semistabil elliptisk kurva är modulär. Detta är en motsägelse och därmed
är Fermats sista sats sann. Nu definieras begreppet diskriminant för en elliptisk
kurva, och med stöd av diskriminanten kan begreppet semistabil definieras.

Definition 2.8. En elliptisk kurva

E : y2 + A1xy + A3y = x3 + A2x
2 + A4x+ A6

har diskriminanten

∆(E) = −B2
2B8 − 8B3

4 − 27B2
6 + 9B2B4B6,

där
B2 = A2

1 + 4A2,

B4 = 2A4 + A1A3,

B6 = A2
3 + 4A6,

B8 = A2
1A6 + 4A2A6 − A1A3A4 + A2A

2
3 − A2

4.
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För den elliptiska kurvan

E : y2 = x(x− an)(x+ bn) = x3 + (bn − an)x2 − anbnx

har vi
A1 = A3 = A6 = 0,

A2 = bn − an,

A4 = −anbn.

Därmed får vi
B2 = 02 + 4(bn − an) = 4(bn − an),

B4 = 2(−anbn) + 0 · 0 = −2anbn,

B6 = 02 + 4 · 0 = 0,

B8 = 0 + 0− 0 + 0− (−anbn)2 = −a2nb2n.

Vidare blir diskriminanten

∆(E) = −(4(bn − an))2(−a2nb2n)− 8(−2anbn)3 − 0 + 0

= 16((bn − an)2a2nb2n + 4(anbn)3) = 16a2nb2n((bn − an)2 + 4anbn)

= 16a2nb2n(an + bn)2 = 16a2nb2nc2n.

En elliptisk kurva måste enligt definition vara icke-singulär, det vill säga den
måste ha tre olika (reella eller imaginära) rötter. Detta är uppfyllt om ∆(E) ̸= 0.
I vårt fall leder detta till

∆(E) = 16a2nb2nc2n ̸= 0

vilket är uppfyllt eftersom a, b, c är positiva.

Definition 2.9. Låt E : f(x,y) = 0 vara en elliptisk kurva och låt ∆(E) beteckna
dess diskriminant. Beteckna med p1, ..., pn alla primtal som delar ∆(E). Om

f(x,y) ≡ ∂f(x,y)

∂x
≡ ∂f(x,y)

∂y
≡ 0 (mod pi),

för varje i = 1, ..., n, så är E semistabil.

Nu definieras begreppet modulär för elliptiska kurvor. Först definieras vad en
modulär form är.
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Definition 2.10. Gruppen SL2(Z) definieras enligt följande:

SL2(Z) = {

(︄
a b

c d

)︄
: a, b, c, d ∈ Z; ad− bc = 1},

där (︄
a b

c d

)︄
z =

az + b

cz + d
.

Definition 2.11. Låt H = {z ∈ C; Im(z) > 0}. En modulär form är en analytisk
funktion

f : H → C,

sådan att det
(1) existerar ett N > 0 så att |f | < N för varje z ∈ C, och
(2) för något k gäller att

f(Az) = f(z) · (c+ zd)k

för alla A ∈ SL2(Z), samt för alla z ∈ H.

Om vi har

A =

(︄
1 1

0 1

)︄
∈ SL2(Z)

så gäller

f(Az) = f(z) · (c+ zd)k ⇒ f

(︃
z + 1

0 · z + 1

)︃
= f(z) · (0 + 1)k ⇒

f(z + 1) = f(z)

för alla z ∈ H. Därmed måste en modulär form f vara periodisk, och vi kan
representera f som en Fourierserie:

f(z) =
∞∑︂
n=1

mne
2πizn.

Vi kan därmed skapa en talföljd

m1,m2,m3, ...

för varje f(z).
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Låt E : f(x,y) = 0 vara en elliptisk kurva, och låt p vara ett primtal. Beteckna
med Np antalet mängder {x, y} där x, y ∈ Q, sådana att

f(x,y) ≡ 0 (mod p).

Vi kan nu definiera ett ϵm ∈ Z så att

Np = p+ 1− ϵm,

där p är det m:te primtalet. Vi kan därmed skapa en talföljd

ϵ1,ϵ2,ϵ3, ...

för varje elliptisk kurva E.

Definition 2.12. En elliptisk kurva E är modulär om vi kan hitta en modulär
from f(z) så att

ϵi = mi

för alla positiva heltal i.

Nu presenteras Andrew Wiles bevis i mycket stora drag. Enligt tidigare implicerar
en Fermattrippel (a,b,c) för n att den elliptiska kurvan

y2 = x(x− an)(x+ bn)

är semistabil och modulär. Wiles bevisade följande: Låt p > 2 vara vilket som
helst primtal. En semistabil elliptisk kurva E har en Galoisrepresentation ρ(E, p)

som är modulär om och endast om E är modulär (denna avhandling går inte in
på Galoisrepresentationer). Detta är ett starkt resultat eftersom det nu är till-
räckligt att visa att ρ(E, p) är modulär för något p > 2, för att visa att alla
semistabila kurvor är modulära.

I början av 1980-talet bevisade Langlands och Tunnell att ρ(E, 3) är modulär
om den är oreducerbar (Denna avhandling går inte in på reducerbarhet). Wiles
bevisade att ρ(E, 5) är modulär om både ρ(E, 3) och ρ(E, 5) är reducerbara. Det
återstår nu att bevisa att ρ(E, p) är modulär för något p om ρ(E, 3) är reducer-
bar och ρ(E, 5) är oreducerbar. Wiles bevisade att det i detta fall går att hitta
en elliptisk kurva F så att ρ(E, 5) och ρ(F, 5) är isomorfa, och så att ρ(F, 3) är
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oreducerbar. Därmed är F modulär, och vidare är även ρ(F, 5) modulär. Detta
leder till att även ρ(E, 5) är modulär eftersom ρ(E, 5) och ρ(F, 5) är isomorfa.
Detta bevisar att E alltid är modulär.

Även om detta bara är ett specialfall av Taniyuama-Shimuras förmodan, var det
med stöd av Freys resultat tillräckligt för att bevisa Fermats sista sats eftersom

y2 = x(x− an)(x+ bn)

är semistabil. Det tog Wiles 7 år att bevisa Fermats sista sats, och dessutom 2 år
till att korrigera ett fel. Richard Taylor hjälpte till att korrigera beviset. År 2001
bevisades även Taniyuama-Shimuras förmodan av Brian Conrad, Fred Diamond,
Richard Taylor och Christophe Breui. Beviset använder samma metoder som
Wiles använder i sitt bevis av Fermat sista sats.
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Kapitel 3

Bevis av specialfall

I detta kapitel bevisas Fermats sista sats för n = 3 och n = 4. Några satser
som behövs i Andrew Wiles bevis av Fermats sista sats bevisas också. Några
ekvationer som är relaterade till Fermats ekvation presenteras, och Fermats lilla
sats bevisas.

Välordningsprincipen säger att varje icke-tom delmängd S av de naturliga ta-
len innehåller ett minsta element, med andra ord finns det ett tal a ∈ S sådant
att a < b för alla andra tal b ∈ S. Välordningsprincipen jämställs med ett axiom,
det vill säga den bevisas inte. Välordningsprincipen är central inom Fermats sista
sats. Nu bevisas några satser för Fermattripplar.

Sats 3.1. Anta att det finns positiva heltal a, b, c, n sådana att an + bn = cn. Att
a, b, c är parvis relativt prima, det vill säga att sgd(a,b) = sgd(a,c) = sgd(b,c) = 1,
är ekvivalent med att a, b, c är relativt prima, det vill säga att sgd(a,b,c) = 1. Med
sgd(x1,x2,...,xn) betecknas största gemensamma delaren för x1, x2, ..., xn, det vill
säga det största talet som är en faktor av xi för alla i = 1, 2, ..., n.

Bevis. ” ⇒ ” Denna implikation är klar.
” ⇐ ” Vi har att sgd(a,b,c) = 1. Antites: Anta att a, b, c inte är parvis relativt
prima. Då gäller sgd(a,b) > 1, sgd(a,c) > 1 eller sgd(b,c) > 1 (flera av dessa kan
inträffa). Anta först att sgd(a,b) = d > 1. Då existerar det positiva heltal x, y
med

(dx)n + (dy)n = cn ⇒ dn(xn + yn) = cn.

Därmed delas a, b och c av d > 1, varför a, b, c inte är relativt prima. Analogt
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visas att sgd(a,c) > 1 och sgd(b,c) > 1 implicerar att a, b, c inte är relativt prima.
Vi har därför en motsägelse och antitesen är falsk. Därmed gäller satsen.

Sats 3.2. Om det finns en Fermattrippel (a, b, c) för något n, så finns det också
en Fermattrippel (x, y, z) för n, där x, y, z är parvis relativt prima.

Bevis. Låt (a,b,c) vara en Fermattrippel för något n, och låt sgd(a,b,c) = d. Om
d = 1 är vi klara. Om d > 1 kan vi skriva

1

dn
(an + bn) =

1

dn
cn ⇒

(︂a
d

)︂n
+

(︃
b

d

)︃n

=
(︂ c
d

)︂n
.

Vi kan nu definiera x = a
d
, y = b

d
, z = c

d
. Vi har att x, y och z är heltal, och

eftersom sgd(a,b,c) = d följer att sgd(x,y,z) = 1. Därmed har vi en Fermattrippel
(x, y, z) för n, där x, y, z är relativt prima. Enligt Sats 3.1 följer det att x, y, z är
parvis relativt prima.

Sats 3.3. Anta att a, b och c är relativt prima positiva heltal och an + bn = cn.
Då är exakt ett av talen a, b, c jämnt.

Bevis. Eftersom an+bn = cn kan vi anta att a, b, c är parvis relativt prima enligt
Sats 3.2. Därmed är högst ett av talen a, b, c jämnt.

Vi visar nu att minst ett av talen a, b, c är jämnt. Antites: Anta att talen a, b och
c är udda. Då är talen an,bn och cn udda. Då existerar heltal k,m, j med

an = 2k + 1,

bn = 2m+ 1,

cn = 2j + 1.

Därmed får vi

an + bn = cn ⇒ 2k + 1 + 2m+ 1 = 2j + 1 ⇒ 2(k +m+ 1) = 2j + 1.

Detta är omöjligt eftersom 2(k +m+ 1) är ett jämnt tal och 2j + 1 är ett udda
tal. Antitesen är därmed falsk och minst ett av talen a, b, c är jämnt. Å andra
sidan har vi visat att högst ett av talen a, b, c är jämnt. Därmed är exakt ett av
talen a, b, c jämnt.
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Med stöd av dessa resultat räcker det att visa att det inte existerar Fermat-
tripplar, där exakt ett av talen a, b, c är jämnt och sgd(a,b,c) = 1, för att bevisa
Fermats sista sats. Vi bevisar nu två satser som till synes inte är relaterade till
Fermats sista sats, men som de facto är användbara i bevisen för specifika n.

Lemma 3.4. Anta att j och n är positiva heltal, och anta att a1, a2, ..., aj är
parvis relativt prima positiva heltal. Då är n

√
a1a2...aj ett heltal om och endast

om n
√
ai är heltal för alla i = 1, 2, ..., j.

Bevis. Om n = 1 är påståendet trivialt, och om j = 1 är påståendet också
trivialt. Anta därför att n > 1 och j > 1.
” ⇒ ” n

√
a1a2...aj är ett heltal. Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva

n
√
a1a2...aj = pl11 p

l2
2 ...p

lk
k ,

där pi är primtal och li är positiva heltal då i = 1, 2, ..., k. Då gäller

a1a2...aj = pnl11 pnl22 ...pnlkk .

Eftersom pi (där 1 ≤ i ≤ k) är ett primtal delar pi åtminstone ett av talen
a1, a2, ..., aj. Vidare är a1, a2, ..., aj parvis relativt prima, och därmed delar
pi (där 1 ≤ i ≤ k) exakt ett av talen a1, a2, ..., aj. Detta leder till att även pnlii

måste vara en faktor i exakt ett av talen a1, a2, ..., aj. Vi kan därmed skriva

a1 = qnm1
1 qnm2

2 ...q
nmb1
b1

,

och vidare
ai = q

nmbi−1+1

bi−1+1 q
nmbi−1+2

bi−1+2 ...q
nmbi
bi

,

där i = 2, 3, ..., j, bj = k och {qnmi
i : i = 1, 2, ..., bj} = {pnlii : i = 1, 2, ..., k}. Nu

gäller att
n
√
ai = q

mbi−1+1

bi−1+1 q
mbi−1+2

bi−1+2 ...q
lbj
bj

där j = 1, 2, ..., i, varför n
√
aj är heltal för alla j = 1, 2, ..., i.

” ⇐ ” n
√
aj är ett heltal för alla j = 1, 2, ..., i, varför n

√
a1 n

√
a2... n

√
ai = n

√
a1a2...ai

är ett heltal.

Sats 3.5. (a) Anta att a1, a2, ..., aj är positiva heltal. Då är a1, a2, ..., aj relativt
prima om och endast om an1

1 , an2
2 , ..., a

nj

j är relativt prima för alla
(n1, n2, ..., nj) ∈ Nj.
(b) Om a och b är relativt prima, så är a, b och a2 + b2 parvis relativt prima.
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Bevis. (a) Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva

ai = pi,1pi,2...pi,k

och
ani
i = pni

i,1p
ni
i,2...p

ni
i,k

där pi,m är primtal för alla i = 1, 2, ..., j och m = 1, 2, ..., k.

” ⇒ ” Vi har att a1, a2, ..., aj är relativt prima, alltså finns det inte ett primtal
p så att p delar ai för alla i = 1, 2, ..., j. Emedan ai och ani

i innehåller samma
primtal för alla i = 1, 2, ..., j finns det inte ett primtal p så att p delar ani för
alla i = 1, 2, ..., j. Därmed följer att an1

1 , an2
2 , ..., a

nj

j är relativt prima för alla
(n1, n2, ..., nj) ∈ Nj.
” ⇐ ” Denna implikation bevisas analogt.

(b) Eftersom sgd(a,b) = 1 bör vi visa att sgd(a,a2 + b2) = sgd(b,a2 + b2) = 1.
Vi visar först att a och a2 + b2 är relativt prima. Enligt (a) är a2 och b2 relativt
prima. Om a2 = 1 har vi att sgd(a,a2 + b2) = 1. Anta därför att a2 > 1. Ta nu
ett d ̸= 1 som delar a2 (ett sådant d existerar eftersom a2 > 1). Därmed delar d

inte b2. Det gäller nu att
a2 + b2

d
=

a2

d
+

b2

d
.

Det gäller att a2

d
är ett heltal, medan b2

d
inte är ett heltal, alltså är a2

d
+ b2

d
inte

ett heltal. Då är inte heller a2+b2

d
ett heltal, alltså delar d inte a2 + b2. Då finns

det inte några tal som delar både a och a2 + b2, alltså är a och a2 + b2 relativt
prima. Att b och a2 + b2 är relativt prima bevisas analogt.

Fallet n = 2 i Fermats ekvation är välkänt som Pythagoras sats. Det finns hel-
talslösningar till Pythagoras sats, till exempel (3, 4, 5). För alla m gäller det att

32 + 42 = 52 ⇒ m2(32 + 42) = m252 ⇒ (3m)2 + (4m)2 = (5m)2.

Därmed finns det oändligt många heltalslösningar till Pythagoras sats. Dock är
3m, 4m och 5m endast relativt prima om m = 1.

Sats 3.6. Anta att a är ett jämnt tal. Alla positiva heltalslösningar till
a2 + b2 = c2, där a, b och c är relativt prima, kan skrivas på formen

a = 2xy,
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b = x2 − y2,

c = x2 + y2,

där x > y ≥ 1, sgd(x,y) = 1, samt x och y har motsatt paritet.

Bevis. Anta att a2 + b2 = c2. Enligt Sats 3.3 är exakt ett av talen a, b och c

jämnt. Om c är ett jämnt tal, kan vi hitta m,n, j sådana att a = 2m+ 1,

b = 2n+ 1, c = 2j. Därmed gäller

a2 + b2 = c2 ⇐⇒ (2m+ 1)2 + (2n+ 1)2 = (2j)2.

Nu gäller
4m2 + 4m+ 1 + 4n2 + 4n+ 1 = 4j2 ⇐⇒

2(2(m2 +m+ n2 + n) + 1) = 4j2 ⇐⇒ 2(m2 +m+ n2 + n) + 1 = 2j2.

Detta är omöjligt eftersom 2(m2 + m + n2 + n) + 1 är ett udda tal och 2j2 är
ett jämnt tal. Därmed är ett av talen a och b jämnt, medan det andra av talen a

och b är udda. Vidare är c ett udda tal. Vi kan anta att talet a är jämnt, varför
b och c är udda tal. Nu gäller

a2 + b2 = c2 ⇐⇒ c2 − b2 = a2 ⇐⇒

(c− b)(c+ b) = a2 ⇐⇒
(︃
c− b

2

)︃(︃
c+ b

2

)︃
=
(︂a
2

)︂2
.

Eftersom b och c är udda tal är c−b
2

och c+b
2

heltal.

Vi visar nu att c−b
2

och c+b
2

är relativt prima. Låt sgd
(︁
c−b
2
, c+b

2

)︁
= m. Vi har

att c−b
2

+ c+b
2

= c och c+b
2

− c−b
2

= b. Eftersom c−b
2

och c+b
2

delas av m gäller
att både b och c delas av m. Enligt antagandet är b och c relativt prima, varför
m = 1. Därmed gäller sgd

(︁
c−b
2
, c+b

2

)︁
= 1.

Vi har att nu bevisat att c−b
2

och c+b
2

är heltal som är relativt prima. Eftersom(︁
a
2

)︁2 är en jämn kvadrat och
(︁
c−b
2

)︁ (︁
c+b
2

)︁
=
(︁
a
2

)︁2 måste, enligt Lemma 3.4, både
c+b
2

och c−b
2

vara jämna kvadrater. Vi kan därför hitta x, y sådana att

x2 =
c+ b

2
, y2 =

c− b

2
.

Det gäller att x2 och y2 är relativt prima, vilket implicerar att x och y är relativt
prima enligt Sats 3.5 (a). Vidare gäller att x2 och y2 är positiva, ty annars har
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vi a = 0. Eftersom b är positivt gäller x2 > y2, och eftersom x och y är positiva
gäller därmed x > y. Vi kan lösa detta som ett ekvationssystem:

c = 2x2 − b ⇐⇒ y2 =
2x2 − 2b

2
= x2 − b ⇐⇒ b = x2 − y2.

Vidare får vi att

c = 2x2 − b = 2x2 − (x2 − y2) = x2 + y2.

Det gäller även att(︂a
2

)︂2
=

(︃
c− b

2

)︃(︃
c+ b

2

)︃
= x2y2 ⇐⇒ a = 2xy,

eftersom a, x och y är positiva. Därmed får vi nu

a = 2xy,

b = x2 − y2,

c = x2 + y2.

Vi vet från tidigare att x och y är relativt prima, och att x > y ≥ 1. Det gäller
att x och y måste ha motsatt paritet (det vill säga att ett av talen x och y är
udda och det andra av talen x och y är jämnt) eftersom talen b och c är udda.
Detta bevisar satsen.

Om x och y är relativt prima är x, y och x2+ y2 parvis relativt prima enligt Sats
3.5 (b). Vidare är xy och x2+ y2 relativt prima. Om x och y har motsatt paritet
är x2 + y2 udda, alltså är a = 2xy och c = x2 + y2 relativt prima. Därmed är
a och c relativt prima, och eftersom an + bn = cn är a, b och c parvis relativt
prima enligt Sats 3.1. Vi kan vidare dra slutsatsen att det finns oändligt många
heltalslösningar till a2 + b2 = c2, där a, b och c är relativt prima, ty det finns
oändligt många x, y som uppfyller kriterierna i Sats 3.6.

3.1 Fermats sista sats då n = 4

Nu bevisas Fermats sista sats för n = 4 med stöd av Sats 3.6. Ett något starkare
resultat bevisas. [1]

Lemma 3.7. Om en Fermattrippel existerar då n = 4 så finns det heltals-
lösningar till a4 + b4 = d2, där a, b, d är relativt prima.
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Bevis. Om det existerar en Fermattrippel för n = 4 existerar det, enligt Sats
3.2, också en Fermattrippel (a, b, c) för n = 4, där a, b, c är parvis relativt prima.
Då kan vi skriva a4 + b4 = (c2)2. Vi kan nu sätta d = c2, och följaktligen får
vi a4 + b4 = d2. Eftersom a, b, c är relativt prima är a, b, c2(= d), relativt prima
enligt Sats 3.5 (a).

Sats 3.8. Det saknas Fermattripplar då n = 4.

Bevis. Vi bevisar att det inte finns positiva heltalslösningar till a4+ b4 = c2, där
a, b, c är relativt prima. Enligt Lemma 3.7 bevisar detta satsen. Vi definierar

M = {c : Det finns a, b sådana att a4 + b4 = c2 med a, b, c relativt prima}.

Antites: Anta att det finns lösningar. Då gäller M ̸= ∅, och således kan vi hitta
ett c ∈ M . Vi kan då hitta a, b, c sådana att a4 + b4 = c2, där a, b, c är relativt
prima. Det gäller då att

(a2)2 + (b2)2 = c2.

Enligt Sats 3.5 (a) är a2, b2, c relativt prima, och enligt Sats 3.3 är exakt ett av
talen a2, b2 och c jämnt. Om c är ett jämnt tal, kan vi hitta m,n, j sådana att
a2 = 2m+ 1, b2 = 2n+ 1, c = 2j. Därmed gäller

(a2)2 + (b2)2 = c2 ⇐⇒ (2m+ 1)2 + (2n+ 1)2 = (2j)2.

Nu gäller
4m2 + 4m+ 1 + 4n2 + 4n+ 1 = 4j2 ⇐⇒

2(2(m2 +m+ n2 + n) + 1) = 4j2 ⇐⇒ 2(m2 +m+ n2 + n) + 1 = 2j2.

Detta är omöjligt eftersom 2(m2 +m+n2 +n) + 1 är ett udda tal och 2j2 är ett
jämnt tal. Därmed är ett av talen a2 och b2 jämnt, medan det andra av talen a2

och b2 är udda. Vi kan anta att a2 är ett jämnt tal, och därmed är talen b2 och
c2 udda. Således ger Sats 3.6 att det finns x, y med x > y och x, y relativt prima,
sådana att

a2 = 2xy,

b2 = x2 − y2,

c = x2 + y2.

Vidare har x och y motsatt paritet. Vi får nu

b2 = x2 − y2 ⇒ b2 + y2 = x2.
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Det gäller att sgd(x,y,b) delar sgd(x,y). Eftersom x och y är relativt prima så
följer därmed även att x, y och b är relativt prima. Eftersom b2 är ett udda tal är
även b ett udda tal. Eftersom b2+ y2 = x2 är x ett udda tal analogt med tidigare
i beviset. Eftersom talen b och x nu är udda måste y vara ett jämnt tal enligt
Sats 3.3. Därmed finns det, enligt Sats 3.6, d, e sådana att

y = 2de,

b = d2 − e2,

x = d2 + e2,

där sgd(d,e) = 1. Vi får därför

a2 = 2xy = 4de(d2 + e2) ⇒
(︂a
2

)︂2
= de(d2 + e2).

Vi vet att d och e är relativt prima. Då ger Sats 3.5 (b) att d, e och d2 + e2

är parvis relativt prima. Eftersom a2 är ett jämnt tal är även a ett jämnt tal.
Därmed är a

2
ett heltal, varför

(︁
a
2

)︁2 är en jämn kvadrat. Lemma 3.4 ger då att
d, e och d2 + e2 är jämna kvadrater. Därför kan vi hitta f, g, h sådana att

f 2 = d,

g2 = e,

h2 = d2 + e2.

Eftersom f 2, g2 och h2 är relativt prima ger Sats 3.5 (a) att f, g, h är relativt
prima. Det gäller nu att

f 4 + g4 = d2 + e2 = h2,

varför det även gäller att h ∈ M . Å andra sidan har vi

c = x2 + y2 > x2 = (d2 + e2)2 = (h2)2 ≥ h,

eftersom y ̸= 0 och h ≥ 1. Eftersom c ∈ M ⇒ h ∈ M och c > h kan vi för
varje element i M hitta ett mindre element i M . Det gäller att M är en icke-tom
mängd av positiva heltal, varför detta är en motsägelse enligt välordningsprinci-
pen. Antitesen är därför falsk och satsen är bevisad.
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3.2 Fermats sista sats då n = 3

Nu bevisas att det inte finns några Fermattripplar då n = 3. Detta bevis är
mycket längre än beviset för n = 4. Beviset som används är elementärt, men det
finns även icke-elementära bevis till satsen. Först bevisas några nyttiga lemman.
[9]

Lemma 3.9. Om det finns en Fermattrippel (a, b, c) för n = 3 så finns det
positiva, relativt prima heltal p, q sådana att p och q är av motsatt paritet och

a3 = 2p(p2 + 3q2),

b3 = 2p(p2 + 3q2)

eller
c3 = 2p(p2 + 3q2).

Bevis. Anta att det finns en Fermattrippel (a, b, c) för n = 3. Enligt Sats 3.2 kan
vi anta att a, b och c är parvis relativt prima. Från Sats 3.3 vet vi att exakt ett
av talen a, b och c är jämnt. Vi delar upp beviset i två fall: fallet när a eller b är
ett jämnt tal och fallet när c är ett jämnt tal.

Fall 1: talet a är jämnt (fallet då talet b är jämnt bevisas analogt)
Eftersom talen b och c är udda är b+c och b−c jämna. Vi kan därför hitta heltal
p, q sådana att

2p = c− b,

2q = c+ b.

Det gäller att p och q är positiva eftersom c > b. Från detta får vi att

c =
1

2
((c− b) + (c+ b)) =

1

2
(2p+ 2q) = p+ q

och
b =

1

2
((c+ b)− (c− b)) =

1

2
(2q − 2p) = q − p.

Eftersom talen b och c är udda har p och q motsatt paritet. Det gäller att sgd(p,q)
delar p + q = b och p − q = c. Därför är p och q relativt prima, ty b och c är
relativt prima. Vi visar nu att 2p(p2 + 3q2) är en kub om a är ett jämnt tal.
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Nu gäller
2p(p2 + 3q2)

= (q + p− (q − p))(p2 + p2 − p2 + q2 + q2 + q2 + 2pq − 2pq)

= (q + p− (q − p))(q2 + p2 + 2qp+ q2 − p2 + q2 + p2 − 2qp)

= (q + p− (q − p))((q + p)2 + (q + p)(q − p) + (q − p)2).

Eftersom b = q − p och c = q + p så har vi

2p(p2 + 3q2) = (c− b)(c2 + bc+ b2)

= c3 + bc2 + b2c− bc2 − b2c− b3 = c3 − b3 = a3,

och därmed får vi
a3 = 2p(p2 + 3q2).

Analogt fås
b3 = 2p(p2 + 3q2)

i fallet då b är ett jämnt tal. Därmed gäller satsen då a är ett jämnt tal (och
även då b är ett jämnt tal).
Fall 2: Talet c är jämnt.

Analogt med Fall 1 kan vi hitta relativt prima heltal p, q sådana att

2p = a+ b,

2q = a− b.

Vi kan anta att a > b, varför p och q är positiva. Vi får nu

a = p+ q,

b = p− q.

Nu gäller
2p(p2 + 3q2)

= (q + p− (q − p))((q + p)2 + (q + p)(q − p) + (q − p)2)

= (p+ q + (p− q))((p+ q)2 − (p+ q)(p− q) + (p− q)2).
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Eftersom a = p+ q och b = p− q så gäller

2p(p2 + 3q2) = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

= a3 − a2b+ ab2 + a2b− ab2 + b3 = a3 + b3 = c3.

Därmed har vi
c3 = 2p(p2 + 3q2).

Därmed gäller satsen då c är ett jämnt tal.

Lemma 3.10. 0m det existerar positiva, relativt prima p, q med motsatt paritet,
så gäller

sgd(2p,p2 + 3q2) = 1

eller
sgd(2p,p2 + 3q2) = 3.

Bevis. Vi vet att p och q har motsatt paritet, och därmed har även p2 och 3q2

motsatt paritet. Detta leder till att p2+3q2 är ett udda tal, och därmed gäller att
sgd(2p,p2+3q2) är ett udda tal. Vi visar först att sgd(2p,p2+3q2) ̸= 3k, om k > 1.

Antites: Anta att sgd(2p,p2 + 3q2) = 3k, där k > 1. Då delas 2p av 3k och
därmed delas p även av 3k. Vidare delas p2 av 3k och därmed delas 3q2 av 3k.
Eftersom k > 1 delas q2 av 3, och 3 delar därmed även q. Nu är både p och q

delbara med 3, men detta strider mot antagandet att p och q är relativt prima.
Därmed gäller

sgd(2p,p2 + 3q2) ̸= 3k,

om k > 1.

Vi visar nu att det inte finns ett primtal f > 3 som delar 2p och p2 + 3q2.
Antites: Anta att det finns ett primtal f > 3 som delar 2p och p2 + 3q2. Vi kan
hitta g, h sådana att

2p = gf

och
p2 + 3q2 = hf.
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Eftersom p = f g
2

följer att

3q2 = hf − p2 = hf − f 2
(︂g
2

)︂2
= f

(︃
h− f

(︂g
2

)︂2)︃
.

Eftersom f är ett primtal (och f ̸= 2) är f udda. Eftersom vi har 2p = gf är g

därmed jämnt. Vidare är g
2

är ett heltal. Det följer att h − f
(︁
g
2

)︁2 är ett heltal,
och därmed även att f delar 3q2. Det gäller att f ̸= 3, varför f är en faktor av
q2. Eftersom f är ett primtal gäller vidare att f delar q. Eftersom f delar 2p

delar f också p (f ̸= 2). f delar nu p och q, vilket strider mot antagandet att p

och q är relativt prima. Antitesen är därför falsk och påståendet följer.

Vi har nu att det inte finns ett primtal f > 3 som delar 2p och p2+3q2. Eftersom
sgd(2p,p2 + 3q2) inte är ett jämnt tal och sgd(2p,p2 + 3q2) ̸= 3k (om k > 1)
implicerar detta att vi har

sgd(2p,p2 + 3q2) = 1

eller
sgd(2p,p2 + 3q2) = 3.

Med stöd av presenterade lemman behöver vi nu bevisa att det inte finns Fer-
mattripplar om det existerar positiva, relativt prima heltal p, q sådana att p och
q är av motsatt paritet och

a3 = 2p(p2 + 3q2),

b3 = 2p(p2 + 3q2)

eller
c3 = 2p(p2 + 3q2),

där vi även kan anta att
sgd(2p,p2 + 3q2) = 1

eller
sgd(2p,p2 + 3q2) = 3.

Nu bevisas några lemman om tal av formen a2+3b2. Dessa lemman kan till synes
verka orelaterade till Fermats sista sats, men de är de facto centrala i beviset till
Fermats sista sats då n = 3.
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Lemma 3.11. Anta att talet a2 +3b2, där a, b är icke-negativa heltal, är jämnt.
Då är 4 en faktor av a2 + 3b2. Om 4n delar a2 + 3b2 så finns det icke-negativa
heltal c, d sådana att c2 + 3d2 = a2+3b2

4n
, där n är ett positivt heltal.

Bevis. Vi visar först att 4 är en faktor av a2+3b2, och att det finns icke-negativa
heltal p, q sådana att p2 + 3q2 = a2+3b2

4
. Det gäller att a2 + 3b2 är ett jämnt tal.

Det följer att a och 3b2 har samma paritet, och därmed att a och b har samma
paritet. Vi delar upp beviset i två fall: fallet när talen a och b är jämna och fallet
när talen a och b är udda.

Fall 1: a och b är jämna.

Då kan vi hitta icke-negativa heltal p, q sådana att a = 2p och b = 2q. Nu
gäller

a2 + 3b2 = (2p)2 + 3(2q)2 = 4(p2 + 3q2) ⇒ p2 + 3q2 =
a2 + 3b2

4
.

Därmed är 4 en faktor av a2 + 3b2, och p2 + 3q2 = a2+3b2

4
för Fall 1.

Fall 2: Talen a och b är udda.

Då kan vi hitta icke-negativa r, s sådana att a = 2r + 1 och b = 2s + 1. Vi
visar först att 4 är en faktor av a2 + 3b2. Det gäller att

a2 + 3b2 = (2r + 1)2 + 3(2s+ 1)2

= 4r2 + 4r + 1 + 12s2 + 12s+ 3 = 4(r2 + r + 3s2 + 3s+ 1),

varför a2 + 3b2 är delbart med 4 för Fall 2.

Nu visar vi att det finns icke-negativa heltal p, q sådana att p2 +3q2 = a2+3b2

4
för

Fall 2. Det gäller att

a+ b = (2r + 1) + (2s+ 1) = 2(r + s+ 1)

och
a− b = (2r + 1)− (2s+ 1) = 2(r − s).

Vidare har vi att
(r + s+ 1)− (r − s) = 2s+ 1.
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Därmed är (r+s+1)− (r−s) udda, och vidare gäller det att r+s+1 eller r−s

är ett jämnt tal. Detta implicerar att 2(r + s+ 1) = a+ b eller 2(r − s) = a− b

är delbart med 4. Vi delar upp Fall 2 i två underfall: fallet när 4 delar a+ b och
fallet när 4 delar a− b.

Fall (2i): 4 delar a+ b.
Det gäller att

a2 + 3b2

4
=

1

16
(4a2 + 12b2) =

1

16
(a2 + 9b2 − 6ab+ 3a2 + 3b2 + 6ab)

=
1

16
((a− 3b)2 + 3(a+ b)2) =

(︃⃓⃓⃓⃓
1

4
(a− 3b)

⃓⃓⃓⃓)︃2

+ 3

(︃⃓⃓⃓⃓
1

4
(a+ b)

⃓⃓⃓⃓)︃2

.

Eftersom 4 delar a+ b är 1
4
(a+ b) är ett heltal. Vi har att a− 3b = (a+ b)− 4b.

Det gäller att 4 delar a+ b och 4b, varför a− 3b delas av 4. Därmed är 1
4
(a− 3b)

ett heltal. Följaktligen kan vi hitta icke-negativa heltal p, q sådana att

p =

⃓⃓⃓⃓
1

4
(a− 3b)

⃓⃓⃓⃓
,

q =

⃓⃓⃓⃓
1

4
(a+ b)

⃓⃓⃓⃓
.

Då får vi att
a2 + 3b2

4
= p2 + 3q2,

Fall (2ii): 4 delar a− b

Det gäller att

a2 + 3b2

4
=

(︃
1

4
(a− 3b)

)︃2

+3

(︃
1

4
(a+ b)

)︃2

=

(︃⃓⃓⃓⃓
1

4
(a+ 3b)

⃓⃓⃓⃓)︃2

+3

(︃⃓⃓⃓⃓
1

4
(a− b)

⃓⃓⃓⃓)︃2

.

Det gäller att 4 delar a− b, varför 1
4
(a− b) är ett heltal. Vi har att

a + 3b = (a − b) + 4b. Vi har att 4 delar a − b och 4b, varför a + 3b delas av 4.
Därmed är 1

4
(a + 3b) ett heltal. Vi kan nu hitta icke-negativa heltal p, q sådana

att
p =

⃓⃓⃓⃓
1

4
(a+ 3b)

⃓⃓⃓⃓
,

q =

⃓⃓⃓⃓
1

4
(a− b)

⃓⃓⃓⃓
.
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Nu följer att
a2 + 3b2

4
= p2 + 3q2,

Vi har visat att 4 är en faktor av a2 + 3b2, och att det finns icke-negativa heltal
p, q sådana att p2 + 3q2 = a2+3b2

4
. Om 42 delar a2 + 3b2 så delas p2 + 3q2 av 4,

varför det finns icke-negativa heltal g, h sådana att g2+3h2 = p2+3q2

4
. Genom att

använda detta n gånger får vi att det finns icke-negativa heltal c, d sådana att
c2 + 3d2 = a2+3b2

4n
om a2 + 3d2 delas av 4n. Satsen följer därmed.

Lemma 3.12. Anta att pi, qi, a, b och G är icke-negativa heltal, där i = 1, ..., k.
Om p2i +3q2i är primtal för alla i = 1, ..., k och G = a2+3b2

(p21+3q21)...(p
2
k+3q2k)

, så finns det
icke-negativa heltal g, h sådana att G = g2 + 3h2.

Bevis. Låt f = a2+3b2

p2+3q2
, där p2 + 3q2 är ett primtal. Vi visar först att det finns

icke-negativa heltal c, d sådana att f = c2+3d2, om f är ett icke-negativt heltal.
Det gäller att a2 + 3b2 = f(p2 + 3q2). Vi visar först att p2 + 3q2 delar pb − aq

eller pb+ aq:

(pb− aq)(pb+ aq) = b2p2 − a2q2 + 3b2q2 − 3b2q2 = b2(p2 + 3q2)− q2(a2 + 3b2) =

b2(p2 + 3q2)− q2(p2 + 3q2)f = (p2 + 3q2)(b2 − q2f).

Eftersom p2 + 3q2 är ett primtal delas pb− aq eller pb+ aq av p2 + 3q2. Vi delar
nu upp beviset i två fall: fallet då p2 + 3q2 delar pb − aq och fallet då p2 + 3q2

delar pb+ aq.

Fall 1: p2 + 3q2 delar pb− aq.

Vi har att

(p2 + 3q2)(a2 + 3b2) = p2a2 + 3p2b2 + 3q2a2 + 9q2b2

= p2a2 + 9q2b2 + 6paqb+ 3p2b2 + 3a2q2 − 6pqab = (pa+ 3qb)2 + 3(pb− aq)2

⇒ a2 + 3b2 =
(pa+ 3qb)2 + 3(pb− aq)2

p2 + 3q2
.

Så här långt har vi att

f =
a2 + 3b2

p2 + 3q2
=

(pa+ 3qb)2 + 3(pb− aq)2

(p2 + 3q2)2
.
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Eftersom p2+3q2 delar pb−aq så delar p2+3q2 även (pb−aq)2. Det finns därmed
ett icke-negativt heltal F så att

F =
(pb− aq)2

p2 + 3q2
.

Vi visar nu att p2 + 3q2 delar pa+ 3qb. Det gäller att

(pa+ 3qb)2 = p2a2 + 9q2b2 + 6paqb =

p2a2+3p2b2+3q2a2+9q2b2−3p2b2−3q2a2+6paqb = (p2+3q2)(a2+3b2)−3(pb−aq)2

= (p2 + 3q2)((a2 + 3b2)− 3

(︃
(pb− aq)2

p2 + 3q2

)︃
= (p2 + 3q2)((a2 + 3b2)− 3F ).

Eftersom (pa + 3qb)2 = (p2 + 3q2))((a2 + 3b2) − 3F 2) så delas (pa + 3qb)2 av
p2 + 3q2. Vidare är p2 + 3q2 ett primtal, varför p2 + 3q2 delar pa+ 3qb.

Vi kan nu hitta icke-negativa heltal c, d sådana att

pa+ 3qb = c(p2 + 3q2)

och
|pb− aq| = d(p2 + 3q2).

Vidare har vi

f =
(pa+ 3qb)2 + 3(|pb− aq|)2

(p2 + 3q2)2
=

(c(p2 + 3q2))2 + 3(d(p2 + 3q2))2

(p2 + 3q2)2

=
(p2 + 3q2)2(c2 + 3d2)

(p2 + 3q2)2
= c2 + 3d2.

Därmed finns det, för Fall 1, icke-negativa heltal c, d sådana att f = c2 + 3d2

Fall 2: p2 + 3q2 delar pb+ aq.

Vi har att

(p2 + 3q2)(a2 + 3b2) = (pa+ 3qb)2 + 3(pb− aq)2 = (pa− 3qb)2 + 3(pb+ aq)2

⇒ a2 + 3b2 =
(pa− 3qb)2 + 3(pb+ aq)2

p2 + 3q2
.

Analogt med Fall 1 finns det ett icke-negativt F så att

F =
(pb+ aq)2

p2 + 3q2
.
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Vi visar nu att p2 + 3q2 delar pa− 3qb. Det gäller att

(pa− 3qb)2 = p2a2 + 9q2b2 − 6paqb =

(p2 + 3q2)(a2 + 3b2)− 3(pb+ aq)2 = (p2 + 3q2))((a2 + 3b2)− 3F 2).

Analogt med Fall 1 kan vi hitta icke-negativa c och d sådana att

|pa− 3qb| = c(p2 + 3q2)

och
pb+ aq = d(p2 + 3q2).

Nu får vi, analogt med Fall 1, att

f = c2 + 3d2.

Vi har nu visat att det finns icke-negativa heltal c, d sådana att a2+3b2

p2+3q2
= c2+3d2,

om p2 + 3q2 är ett primtal. Genom att sätta p = p1 och q = q1 får vi att

a2 + 3b2

p21 + 3q21
= c2 + 3d2.

Å andra sidan finns det, om p22 + 3q22 är ett primtal, icke-negativa heltal r, s

sådana att c2+3d2

p22+3q22
= r2 + 3s2. Alltså har vi att

r2 + 3s2 =
a2 + 3b2

(p21 + 3q21)(p
2
2 + 3q22)

.

Genom upprepad användning av detta får vi att det finns icke-negativa heltal
g, h sådana att G = g2 + 3h2, då

G =
a2 + 3b2

(p21 + 3q21)...(p
2
k + 3q2k)

.

Lemma 3.13. Anta att a och b är icke-negativa heltal, och att F > 1 är ett
heltal. Anta att fF = a2 + 3b2 och att f är ett positivt, udda heltal. Anta vidare
att det inte finns icke-negativa heltal p, q sådana att f = p2+3q2. Då finns det ett
positivt, udda heltal x > 1 som delar F , och så att det inte finns positiva heltal
c, d, sådana att x = c2 + 3d2.
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Bevis. Enligt antagandet existerar det icke-negativa f, F, a och b sådana att
fF = a2 + 3b2, där vi inte kan hitta icke-negativa heltal p, q sådana att
f = p2 + 3q2. Vi visar först att det finns positiva heltal g, h sådana att
g2 + 3h2 = fp1...pk, där pi ̸= 2 är primtal för alla i = 1, .., k (pi = pj kan inträffa
även om i ̸= j). Vi delar upp beviset i två fall: fallet då F är ett udda tal och
fallet då F är ett jämnt tal.

Fall 1: Talet F är udda.

Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva

F = p1...pk,

där pi är primtal för alla i = 1, .., k. Eftersom F är ett udda tal gäller att pi ̸= 2

för alla i = 1, ..., k. Följaktligen får vi

fp1...pk = fF = a2 + 3b2 = g2 + 3h2,

där a = g och b = h.

Fall 2: Talet F är jämnt.

Eftersom F är ett jämnt tal är även fF = a2 + 3b2 jämnt. Då är 4 en fak-
tor av a2 + 3b2 = fF enligt Lemma 3.11. Eftersom f är ett udda tal delas F

därmed av 4. Följaktligen kan vi skriva

F = 4np1...pk,

och vidare
fF = f4np1...pk

där pi är primtal för alla i = 1, .., k, och n är ett positivt heltal (alternativt kan
vi också få fF = 4n). Anta nu att p1 och p2 är jämna. Då är p1p2 delbart med
4. Då kan vi skriva

fF = f4n+1p3...pk.

Vi kan därmed anta att pi ̸= 2 då i = 2, ..., k. Nu delas fF = a2 + 3b2 av 4n. Då
finns det, enligt Lemma 3.11, icke-negativa heltal g, h sådana att

g2 + 3h2 =
a2 + 3b2

4n
=

f4npn1
1 ...pnk

k

4n
= fp1...pk.
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Om fF = 4n gäller f = g2 + 3h2, vilket är en motsägelse enligt antagandet.
Vi kan därmed anta att fF ̸= 4n. Eftersom pi ̸= 2 då i = 2, ..., k så delas inte
g2 + 3h2 = fp1...pk av 4. Då är g2 + 3h2 = fp1...pk udda enligt Lemma 3.11,
alltså gäller pi ̸= 2 då i = 1, ..., k.

Vi har nu visat att det finns icke-negativa heltal g, h sådana att
g2+3h2 = fp1...pk, där pi ̸= 2 är primtal för alla i = 1, .., k. Nu slutför vi lemmat.
Vi vill visa att det finns ett udda x som delar F så att det inte finns positiva
heltal c, d sådana att x = c2 + 3d2.

Antites: Anta att vi, för varje udda faktor xi av F , kan hitta ci, di, sådana att
xi = ci + 3d2i . Eftersom pi ̸= 2 kan vi anta att xi = pi för alla i = 1, ..., k. Nu
följer att

f =
fp1...pk
p1...pk

=
g2 + 3h2

p1...pk
=

g2 + 3h2

(c1 + 3d21)...(ck + 3d2k)
.

Enligt Lemma 3.12 finns det icke-negativa heltal p, q sådana att

g2 + 3h2

(c1 + 3d21)...(ck + 3d2k)
= p2 + 3q2.

Därmed kan vi hitta icke-negativa heltal p, q sådana att f = p2 + 3q2. Detta är
en motsägelse enligt antagandet. Därmed är antitesen falsk och satsen följer.

Lemma 3.14. Anta att a och b är positiva heltal, och anta att x är en udda
faktor av a2 + 3b2. Om a och b är relativt prima, så kan vi hitta icke-negativa
heltal p, q sådana att

x = p2 + 3q2.

Bevis. Låt x vara en udda faktor av a2+3b2. Då existerar det ett positivt heltal
f med a2 + 3b2 = xf . Vi har att 1 = 12 + 3 · 02. Vi kan därmed anta x > 1.

Vi vet att a och b kan skrivas som

a = m′x+ c′,

b = n′x+ d′
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där 0 ≤ c′, d′ < x och m′, n′ ≥ 0. Definiera nu⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m = m′, då c′ < x
2

m = m′ + 1, då c′ > x
2

c = c′, då c′ < x
2

c = x− c′, då c′ > x
2

. (3.1)

Eftersom x är ett udda tal gäller c ̸= x
2
. Om c′ < x

2
har vi att

a = m′x+ c′ = mx+ c. Anta nu att c′ > x
2
. Då får vi

mx− c = (m′ + 1)x− (x− c′) = m′x+ c′ = a.

Vi kan definiera n, d analogt. Följaktligen kan vi hitta m, c, n, d sådana att

a = mx± c, b = nx± d,

där c, d < x
2
. Vidare har vi c ̸= 0 eller d ̸= 0, ty annars delas a och b av x > 1,

och detta är omöjligt då a och b är relativt prima. Nu får vi

a2 + 3b2 = (mx± c)2 + 3(nx± d)2 = m2x2 + c2 ± 2mxc+ 3n2x2 + 3d2 ± 6nxd

= x(m2x± 2mc+ 3n2x± 6nd) + c2 + 3d2,

och därmed följer att

c2 + 3d2 = a2 + 3b2 − x(m2x± 2mc+ 3n2x± 6nd).

Eftersom x delar a2+3b2 delar x även högra ledet. Därmed måste x dela c2+3d2.
Vidare existerar det ett icke-negativt heltal y så att

c2 + 3d2 = xy.

Eftersom c eller d är positivt är y > 0. Om y = 1 gäller

x = c2 + 3d2,

och satsen följer. Vi kan därmed anta y > 1. Vi får nu att

xy = c2 + 3d2 <
(︂x
2

)︂2
+ 3

(︂x
2

)︂2
=

1

4
x2 +

3

4
x2 = x2.

Därmed gäller
xy < x2 ⇒ y < x



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 37

eftersom x > 0.

Vi slutför nu lemmat. Antites: Vi kan inte hitta p, q sådana att x = p2 + 3q2.
Vi har att

xy = c2 + 3d2,

där x är ett udda tal, och y > 1. Enligt Lemma 3.13 kan vi därmed hitta ett
z > 1 som delar y, så att det inte finns g, h sådana att z = g2 + 3h2. Det gäller
nu att

z ≤ y < x.

Om det inte finns p, q sådana att x = p2 + 3q2 så kan vi därmed hitta ett z < x,
så att det inte finns g, h sådana att z = g2 + 3h2. Detta är en motsägelse enligt
välordningsprincipen och lemmat är bevisat.

Nu bevisas att Fermats sista sats inte har några lösningar då n = 3 med stöd av
presenterade lemman.

Sats 3.15. Det saknas Fermattripplar då n = 3.

Bevis. Antites: Det finns lösningar till Fermats sista sats då n = 3. Då finns det
en Fermattrippel (x, y, z). Enligt Lemma 3.9 existerar det då positiva, relativt
prima heltal p, q sådana att p och q är av motsatt paritet och

x3 = 2p(p2 + 3q2),

y3 = 2p(p2 + 3q2)

eller
z3 = 2p(p2 + 3q2).

Enligt Lemma 3.10 gäller att

sgd(2p,p2 + 3q2) = 1

eller
sgd(2p,p2 + 3q2) = 3.

Vi visar att vi då kan generera en ny, mindre Fermattrippel. Vi delar upp beviset
i två fall: fallet då sgd(2p,p2 + 3q2) = 1 och fallet då sgd(2p,p2 + 3q2) = 3.
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Fall 1: sgd(2p,p2 + 3q2) = 1.

Eftersom 2p(p2 + 3q2) är en kub är 2p och p2 + 3q2 kuber enligt Lemma 3.4.
Vi ska nu visa att det går att hitta positiva relativt prima x, y av motsatt paritet
sådana att

p = x3 − 9xy2,

q = 3x2y − 3y3.

Vi kan skriva u3 = p2 +3q2 för något u eftersom p2 +3q2 är en kub. Vi har att p
och q, och följaktligen p2 och 3q2, har motsatt paritet. Därmed är p2 + 3q2 = u3

udda. Vidare är u en udda faktor av u3 = p2 + 3q2, där p, q är relativt prima.
Därmed kan vi, enligt Lemma 3.14, hitta icke-negativa x, y sådana att

u = x2 + 3y2.

Nu gäller

p2 + 3q2 = u3 = (x2 + 3y2)3 = (x4 + 6x2y2 + 9y4)(x2 + 3y2) =

x6 + 3x4y2 + 6x4y2 + 18x2y4 + 9x2y4 + 27y6 = x6 + 9x4y2 + 27x2y4 + 27y6 =

x6 + 81x2y4 − 18x4y2 + 27x4y2 + 27y6 − 54x2y4 = (x3 − 9xy2)2 + 3(3x2y− 3y3)2.

Därmed kan vi hitta icke-negativa x och y sådana att

p = x3 − 9xy2,

q = 3x2y − 3y3.

Vidare gäller x ̸= 0 och y ̸= 0, ty annars gäller p = 0 eller q = 0. Därmed är x och
y positiva heltal. Eftersom p = x(x2− 9y2) och q = y(3x2− 3y2) delas p och q av
sgd(x,y). Eftersom p och q är relativt prima gäller därmed sgd(x,y) = 1. Vi visar
nu att x och y har motsatt paritet. Om x och y båda är jämna är x3, 9xy2, 3x2y

och 3y3 jämna, och därmed är p och q jämna. Om x och y båda är udda tal är
x3, 9xy2, 3x2y och 3y3 udda, och därmed är p och q udda. Dessa fall är omöjliga
eftersom p och q har motsatt paritet. Därmed har x och y motsatt paritet.

Vi har nu visat att vi kan hitta relativt prima x, y med motsatt paritet sådana
att

p = x3 − 9xy2,
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q = 3x2y − 3y3.

Vi multiplicerar den första ekvationen med två och får

2p = 2x3 − 18xy2 = 2x(x2 − 9y2) = 2x(x− 3y)(x+ 3y).

Vi visar nu att 2x, x− 3y och x+ 3y är parvis relativt prima. Vi visar först att
x− 3y och x+ 3y är relativt prima.

Beteckna s = sgd(x − 3y,x + 3y). Vidare är (x − 3y) + (x + 3y) = 2x och
(x + 3y) − (x − 3y) = 6y, varför s måste dela 2x och 6y. Det gäller att x och
y är relativt prima, varför s måste dela minst ett av talen 2 och 6 = 2 · 3. Det
gäller därmed att s = 1, s = 2, s = 3 eller s = 6. Vi har att talen x − 3y och
x+3y är udda eftersom x och y har motsatt paritet, och därmed har vi att s ̸= 2.

Vi visar nu att 3 inte delar s. Antites: Anta att 3 delar s. Då delas 2x av 3,
och därmed delas x av 3. Vidare delas x3 av 3. Eftersom 9xy2 delas av 3 delas
även x3 − 9xy2 = p av 3. Då delas 2p av 3. Vidare delas både p2 och 3q2 av 3,
varför p2+3q2 delas av 3. Nu gäller att sgd(2p,p2+3q2) delas av 3. Detta strider
mot antagandet att sgd(2p,p2 + 3q2) = 1. Därmed är antitesen falsk och 3 delar
inte s, och vidare har vi att s ̸= 3 och s ̸= 6. Därmed gäller sgd(x−3y,x+3y) = 1.

Vi visar nu att 2x och x− 3y är relativt prima. Det gäller att

sgd(2x,x− 3y) = sgd(x,x− 3y)

eftersom x − 3y är ett udda tal. Sätt k = sgd(x,x − 3y) = sgd(2x,x − 3y). Ef-
tersom k delar x och x− 3y så måste k även dela 3y, och därmed måste k dela
sgd(x,3y). Eftersom x och y är relativt prima gäller att sgd(x,3y) = 1 eller att
sgd(x,3y) = 3. Om 3 delar x har vi att 3 delar x − 3y och x + 3y. Detta är
omöjligt eftersom x− 3y och x+ 3y är relativt prima. Därmed är 2x och x− 3y

relativt prima. Att 2x och x+ 3y är relativt prima bevisas analogt.

Vi har att därmed visat att 2x, x − 3y och x + 3y är parvis relativt prima.
Eftersom 2p = 2x(x−3y)(x+3y) är en kub är dessa termer kuber enligt Lemma
3.4. Vi kan därmed hitta a, b, c sådana att

a3 = x+ 3y,
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b3 = x− 3y,

c3 = 2x.

Det gäller att a, b, c ̸= 0, ty annars har vi p = 0. Därmed är a och c positiva.
Vidare måste även b vara positiv, ty annars är p negativ.

Nu har vi
a3 + b3 = x+ 3y + x− 3y = 2x = c3.

Vi har att därmed hittat en ny Fermattrippel för n = 3. Vidare har vi att
a3, b3, c3 ≤ a3b3c3 eftersom a, b, c > 0. Å andra sidan gäller att

a3b3c3 = (x+ 3y)(x− 3y)2x = 2p < 2p(p2 + 3q2),

eftersom p, q ≥ 1. Från tidigare har vi att

x3 = 2p(p2 + 3q2),

y3 = 2p(p2 + 3q2)

eller
z3 = 2p(p2 + 3q2).

Därmed har vi att
a3 < x3 ⇒ a < x,

b3 < y3 ⇒ b < y

eller
c3 < z3 ⇒ c < y.

Vi har nu, under antagandet att det existerar en Fermattrippel (x, y, z), visat
att det existerar en Fermattrippel (a, b, c), där a < x, b < y eller c < z. Detta är
en motsägelse enligt välordningsprincipen. Antitesen är därmed falsk och satsen
följer för Fall 1.

Fall 2: sgd(2p,p2 + 3q2) = 3.

Det gäller att 3 delar 2p, och därmed även p. Vi kan därför skriva p = 3k för
något k > 0. Vi har att

2p(p2 + 3q2) = 6k(9k2 + 3q2) = 6 · 3k(3k2 + q2) = 18k(3k2 + q2).
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Vi visar nu att 18k och 3k2 + q2 är relativt prima. Det gäller att 18k = 32 · 2k.
Eftersom p och q är relativt prima och 3 delar p så delas inte q av 3, och därmed
delar 3 inte heller 3k2 + q2. Därmed delas inte sgd(32 · 2k, 3k2 + q2) av 3. Vi har
att k har samma paritet som p eftersom p = 3k. Eftersom p och q har motsatt
paritet har därmed även k och q motsatt paritet. Det följer att 3k2 + q2 är ett
udda tal. Därmed delas inte sgd(32 · 2k, 3k2 + q2) av 2. Eftersom 3 inte delar q

får vi
sgd(k,q) = sgd(3k,q) = sgd(p,q) = 1

Å andra sidan gäller

sgd(32 · 2k,3k2 + q2) = sgd(k,3k2 + q2)

eftersom varken 2 eller 3 delar sgd(32 ·2k,3k2+ q2). Det gäller att sgd(k,3k2+ q2)

delar k och 3k2 + q2. Därmed delar sgd(k,3k2 + q2) även q. Eftersom k och q är
relativt prima gäller därmed att sgd(k,3k2 + q2) = 1. Eftersom
2p(p2 + 3q2) = 18k(3k2 + q2) är en kub är 18k och 3k2 + q2 därmed kuber enligt
Lemma 3.4.

Eftersom q, k är relativt prima och av motsatt paritet, och q2 + 3k2 är en kub
kan vi, analogt med Fall 1 kan vi hitta positiva heltal x, y sådana att

q = x3 − 9xy2,

k = 3x2y − 3y3,

och sgd(x,y) = 1.

Vi kan skriva 18k som

18k = 9 · 2(3x2y − 3y3) = 27 · 2y(x2 − y2) = 33 · 2y(x+ y)(x− y).

Vi har att 18k och 33 är kuber. Därmed är också 2y(x+ y)(x− y) en kub enligt
Lemma 3.4.

Vi visar nu att 2y, x+y och x−y är parvis relativt prima. Vi visar först att x och
y har motsatt paritet. Om talen x och y är udda är x3, 9xy2, 3x2y och 3y3 udda.
Då är q och k båda jämna, vilket strider mot att q och k är av motsatt paritet.
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Om x och y båda är jämna så är x3, 9xy2, 3x2y och 3y3 jämna. Även då är q och
k båda jämna, vilket strider mot att q och k är av motsatt paritet. Därmed har
x och y motsatt paritet.

Detta leder till att talen x+ y och x− y är udda. Vidare är

sgd(y,x+ y) = sgd(y,x− y) = 1

eftersom sgd(y,x+y) eller sgd(y,x−y) annars skulle dela både x och y. Eftersom
talen x+ y och x− y är udda gäller därmed

sgd(2y,x+ y) = sgd(2y,x− y) = 1.

Det gäller att (x + y) + (x− y) = 2x och (x + y)− (x− y) = 2y, varför 2x och
2y delas av sgd(x+ y,x− y). Då följer att sgd(x+ y,x− y) = 1.

Vi har att nu visat att 2y, x + y och x − y är parvis relativt prima. Eftersom
2y(x+y)(x−y) är en kub är därmed 2y, x+y och x−y även kuber enligt Lemma
3.4.

Vi kan följaktligen definiera
a3 = x+ y,

b3 = x− y,

c3 = 2y.

Eftersom k > 0 har vi, analogt med Fall 1, att a, b och c är positiva. Nu får vi

a3 + b3 = x+ y + x− y = 2x = c3.

Vi har hittat en ny Fermattrippel. Det gäller att

a3 = x+ y ≤ y(x− y)(x+ y) < 3y(x− y)(x+ y),

b3 = x− y ≤ y(x− y)(x+ y) < 3y(x− y)(x+ y),

samt
c3 = 2y < 3y ≤ 3y(x− y)(x+ y),

eftersom y,(x− y),(x+ y) ≥ 1. Vidare gäller

3y(x− y)(x+ y) = 3x2y − 3y3 = k ≤ 3k = p < 3p < 3p(p2 + 3q2).
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Vi har att
x3 = 3p(p2 + 3q2),

y3 = 3p(p2 + 3q2)

eller
z3 = 3p(p2 + 3q2).

Därmed gäller
a3 < x3 ⇒ a < x,

b3 < y3 ⇒ b < x

eller
c3 < z3 ⇒ c < x.

Vi har därmed, under antagandet att det existerar en Fermattrippel (x, y, z),
visat att det existerar en Fermattrippel (a, b, c), där a < x, b < y eller c < z.
Detta är en motsägelse enligt välordningsprincipen. Antitesen är därför falsk för
Fall 2.

Vi har visat att antitesen är falsk både för Fall 1 och Fall 2. Därmed är an-
titesen falsk och påståendet följer.

Vi vet nu att det inte finns en Fermattrippel då 3 ≤ n < 5. Med stöd av det
resultatet kan vi dra några slutsatser, som nu presenteras.

Sats 3.16. Det finns inte några Fermattripplar då n = 4k, där n och k är
positiva heltal.

Bevis. Antites: Anta att (a, b, c) är en Fermattrippel då n = 4k. Därmed gäller

a4k + b4k = c4k ⇒ (ak)4 + (bk)4 = (ck)4.

Vi har att nu hittat en Fermattrippel ak, bk, ck för n = 4. Enligt Sats 3.8 är detta
en motsägelse och satsen är bevisad.

Korollarium 3.17. Det finns inte några Fermattripplar då n = 2k, där n > 2

och k är positiva heltal.
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Bevis. Antites: Anta att (a, b, c) är en Fermattrippel då n = 2k. Enligt definitio-
nen på en Fermattrippel är n > 21, varför k ≥ 2. Vi har även att

n = 2k = 4k−1 = 4 · 4k−2.

Eftersom k ≥ 2 är 4k−2 ≥ 1. Enligt Sats 3.16 är detta en motsägelse eftersom det
inte finns några Fermattripplar då n = 4l. Antitesen är därmed falsk och satsen
följer.

Sats 3.18. Om det finns en Fermattrippel för något n > 4, så finns det en
Fermattrippel för ett primtal p > 2.

Bevis. Anta att (a, b, c) är en Fermattrippel för något n > 4. Om n är ett primtal,
så är vi klara. Anta därför att n är ett sammansatt tal. Enligt Korollarium 3.17
gäller n ̸= 2k, varför n delas av ett primtal p > 2. Då kan vi skriva n = pq, där
p > 1 och q > 1. Det gäller nu att

apq + bpq = cpq ⇒ (aq)p + (bq)p = (cq)p.

Vi har att nu hittat en Fermattrippel (aq, bq, cq) för n = p där p > 2 är ett
primtal. Detta bevisar satsen.

Korollarium 3.19. Om det finns en Fermattrippel för n > 4, så finns det en
Fermattrippel för ett primtal p > 4.

Bevis. Korollariet är en direkt följd av Sats 3.18, med stöd av Sats 3.8 och Sats
3.15.

Nu har Fermats sista sats därmed reducerats till att bevisa att det inte finns
lösningar till

an + bn = cn,

där n > 4 är ett primtal. Nu bevisas ett resultat som används i Andrew Wiles
bevis av Fermats sista sats.

Sats 3.20. Anta att
an + bn = cn,

där a, b, c är positiva heltal, och n > 2. Då finns det x, y, z ∈ Z så att

xn + yn = zn, (3.2)

där x− 3 är en multipel av 4, y är ett jämnt tal, och {x, y, z} är en permutation
av {±a,± b,± c}



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 45

Bevis. Vi har an+bn = cn. Sats 3.3 ger att exakt ett av talen a, b och c är jämnt.
Enligt Korollarium 3.19 kan vi anta att n är ett udda tal, eftersom alla primtal
större än 2 är udda. Vi delar upp satsen i tre fall: fallet då b är ett jämnt tal,
fallet då a är ett jämnt tal och fallet då c är ett jämnt tal.

Fall 1: Talet b är jämnt tal.

Då är a och c udda, varför a − 1 eller a − 3 är en multipel av 4. Anta först
att a− 3 är en multipel av 4. Då kan vi definiera⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = a

y = b

z = c

och därmed gäller
an + bn = cn ⇒ xn + yn = zn.

där x− 3 är en multipel av 4 och y är ett jämnt tal.

Anta nu att a − 1 är en multipel av 4. Då har vi att a − 1 = 4k för något
k. Då gäller det att

−a+ 1 = −4k ⇒ −a+ 1− 4 = −4k − 4 ⇒ −a− 3 = −4(k + 1)

och således är −a − 3 en multipel av 4. Vi har att n är ett udda tal, varför det
gäller att

an + bn = cn ⇒ −an − bn = −cn ⇒ (−a)n + (−b)n = (−c)n.

Nu kan vi definiera ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = −a

y = −b

z = −c

och därmed gäller

(−a)n + (−b)n = (−c)n ⇒ an + bn = cn,

där x− 3 = −a− 3 är en multipel av 4 och y är ett jämnt tal.
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Fall 2: Talet a är jämnt.

Då är b och c udda, varför b− 1 eller b− 3 är en multipel av 4. Analogt med Fall
1 kan vi definiera ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = b

y = a

z = c

eller ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = −b

y = −a

z = −c

och (3.2) gäller därmed.

Fall 3: Talet c är jämnt.

Det gäller att
an + bn = cn ⇒ −an + cn = bn.

Eftersom c är ett jämnt tal är −a udda, varför −a−1 eller −a−3 är en multipel
av 4. Analogt med fall 1 kan vi definiera⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = −a

y = c

z = b

.

eller ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = a

y = −c

z = −b

.

och (3.2) gäller.

Därmed följer satsen.



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 47

3.3 Relaterade ekvationer

Nu undersöks Fermats ekvation då n ∈ Z. Fermats sista sats ger att Fermats
ekvation inte har lösningar då n > 2. Det finns oändligt många Fermattripplar
(a,b,c), där a, b, c är relativt prima, då n = 2 enligt tidigare resultat. Om n = 1

har vi
a+ b = c.

Även om vi fixerar ett a, b eller c så finns det oändligt många lösningar till denna
ekvation. Om vi fixerar två av talen a, b och c finns det alltid exakt en lösning.
Om n = 0 förenklas Fermats ekvation till

1 + 1 = 1,

vilket givetvis inte har lösningar.

Om n = −1 har vi
1

a
+

1

b
=

1

c

vilket har oändligt många lösningar, där a, b och c är relativt prima, enligt föl-
jande sats.

Sats 3.21. Alla positiva heltalslösningar till

1

a
+

1

b
=

1

c
,

kan skrivas på formen
a = xy + y2,

b = x2 + xy,

c = xy,

där x och y är positiva heltal. Vidare gäller sgd(a,b,c) = 1 om sgd(x,y) = 1.

Bevis. Alla positiva heltal kan skrivas som en produkt av två positiva heltal. Vi
kan därmed hitta x, y sådana att c = xy. Det gäller nu att

1

c
=

1

xy
=

x+ y

xy(x+ y)
=

x

x(xy + y2)
+

y

y(x2 + xy)
=

1

xy + y2
+

1

x2 + xy
=

1

a
+

1

b
,

där a = xy + y2 och b = x2 + xy.
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Vi visar nu att sgd(a,b,c) = 1 om sgd(x,y) = 1. Anta därför att x, y är relativt pri-
ma. Det gäller att a = y(x+y). Eftersom x och y är relativt prima är x, y och x+y

parvis relativt prima, varför sgd(a,x) = 1. Analogt bevisas att sgd(b,y) = 1. Där-
för gäller sgd(a,c) = sgd(y(x+y),xy) = sgd(y(x+y),y) = sgd(y,y) = y, och ana-
logt har vi sgd(b,c) = x. Eftersom sgd(a,c) = y och sgd(b,c) = x delar sgd(a,b,c)

både x och y. Eftersom x och y är relativt prima gäller sgd(a,b,c) = 1.

Eftersom det finns oändligt många tal x, y som är relativt prima finns det oändligt
många lösningar till

a = xy + y2,

b = x2 + xy,

c = xy,

där sgd(a,b,c) = 1.

Fallet n = −2 leder till
1

a2
+

1

b2
=

1

c2
.

Även i det här fallet finns oändligt många lösningar då a, b, c är relativt prima.

Sats 3.22. Ekvationen
1

a2
+

1

b2
=

1

c2
.

har heltalslösningarna
a = (x2 − y2)(x2 + y2),

b = 2xy(x2 + y2),

c = 2xy(x2 − y2).

Bevis. Genom direkt insättning får vi

1

a2
+

1

b2
=

1

((x2 − y2)(x2 + y2))2
+

1

(2xy(x2 + y2))2

=
((x2 − y2)(x2 + y2))2 + (2xy(x2 + y2))2

((x2 − y2)2(x2 + y2))2(2xy(x2 + y2))2

=
(x2 + y2)((x2 − y2)2 + 4x2y2)

(x2 + y2)2(x2 − y2)2(2xy)2(x2 + y2)2
=

(x2 − y2)2 + 4x2y2

(x2 − y2)2(2xy)2(x2 + y2)2

=
(x2 + y2)2 − 2x2y2 − 2x2y2 + 4x2y2

(x2 − y2)2(2xy)2(x2 + y2)2
=

1

(2xy(x2 − y2))2
=

1

c2
.



KAPITEL 3. BEVIS AV SPECIALFALL 49

För att a och c ska vara positiva krävs x > y. Vidare är a, b, c relativt prima om
x och y är relativt prima. Alla lösningar till 1

a2
+ 1

b2
= 1

c2
kan skrivas på formen

i Sats 3.22. Detta bevisas inte i denna avhandling, men beviset hittas i [7].

Sats 3.23. Fermats ekvation har inte några lösningar då n < −2 är ett heltal.

Bevis. Antites: Anta att det finns en lösning an + bn = cn. Vi kan multiplicera
Fermats ekvation med (abc)−n och erhålla

(abc)−nan + (abc)−nbn = (abc)−ncn ⇒ (bc)−n + (ac)−n = (ab)−n ⇒

(bc)|n| + (ac)|n| = (ab)|n|,

eftersom n är negativ. Detta implicerar att (bc, ac, ab) är en Fermattrippel för
|n| > 2. Detta är en motsägelse eftersom det inte finns sådana Fermattripplar.
Antitesen är därmed falsk och Fermats ekvation har inte några lösningar då
n < −2.

Nu presenteras den inversa Fermatekvationen.

Sats 3.24. Den inversa Fermatekvationen

a
1
n + b

1
n = c

1
n

har heltalslösningarna
a = xyn,

b = xzn,

c = x(y + z)n.

Om x = 1 och om y och z är relativt prima, så är a, b, c parvis relativt prima.

Bevis. Med hjälp av direkt insättning får vi

a
1
n + b

1
n = (xyn)

1
n + (xzn)

1
n = x

1
ny + x

1
n z = x

1
n (y + z) = (x(y + z)n)

1
n = c

1
n ,

och därmed gäller a
1
n + b

1
n = c

1
n .

Nu visar vi att sgd(a,b,c) = 1 gäller om y och z är relativt prima, och x = 1. Om
y och z är relativt prima är y, z och y + z parvis relativt prima, och vidare är
även yn, zn och (y + z)n parvis relativt prima. Eftersom x = 1 gäller därför att
a, b och c är relativt prima.
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Anmärkning 3.25. a
1
n , b

1
n och c

1
n är heltal om och endast om x

1
n är ett heltal,

varför x måste vara en jämn n:te rot. Detta gäller alltid om x = 1. Det följer att
a

1
n , b

1
n och c

1
n är heltal om y och z är relativt prima och x = 1, vilket medför att

sgd(a,b,c) = 1.

Den inversa Fermatekvationen har därmed oändligt många lösningar, där (a,b,c)
är relativt prima, för varje n. [4] Denna metod fungerar inte för Fermats ekvation
eftersom till exempel x

1
ny inte nödvändigtvis behöver vara ett heltal.

Nu bevisas Fermats lilla sats, som inte direkt är relaterad till Fermats sista sats,
men har använts i försök till att bevisa den. För beviset behövs följande lemma.

Lemma 3.26. p delar (a+ 1)p − ap − 1, om p är ett primtal.

Bevis. Vi utvecklar uttrycket med stöd av binomialsatsen:

(a+ 1)p − ap − 1 = [

p∑︂
k=0

(︃
p

k

)︃
1kap−k]− ap − 1

=

(︃
p

0

)︃
10ap−0 + [

p−1∑︂
k=1

(︃
p

k

)︃
ap−k] +

(︃
p

p

)︃
1pap−p − ap − 1

= ap + [

p−1∑︂
k=1

(︃
p

k

)︃
ap−k] + 1− ap − 1 =

p−1∑︂
k=1

(︃
p

k

)︃
ap−k.

Vi studerar summans enskilda termer:(︃
p

k

)︃
ap−k =

(︃
p!

k!(p− k)!

)︃
ap−k.

Vi visar nu att p delar
(︂

p!
k!(p−k)!

)︂
ap−k. Vi kan anta att k < p eftersom den sista

termen i vår summa är k = p−1. Därmed delar p inte något tal i, då i = 1, ..., k.
Eftersom p är ett primtal delar p inte heller 1 · ... · k = k!. Vidare delar p inte
1 · ... · (p − k) = (p − k)!. Följaktligen delar p inte k!(p − k)!, och eftersom p är
ett primtal är p och k!(p− k)! relativt prima. Vi vet att

p!

k!(p− k)!
ap−k =

p(p− 1)!

k!(p− k)!
ap−k

är ett heltal, alltså delas p(p − 1)! av k!(p − k)!. Eftersom p och k!(p − k)! är
relativt prima, så delas (p− 1)! av k!(p− k)!. Därmed är

(p− 1)!

k!(p− k)!
ap−k
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ett heltal, och vidare delas

p

(︃
(p− 1)!

k!(p− k)!

)︃
ap−k =

(︃
p

k

)︃
ap−k

av p. Därmed delar p även

p−1∑︂
k=1

(︃
p

k

)︃
ap−k = (a+ 1)p − ap − 1.

Sats 3.27. (Fermats lilla sats) Anta att p är ett primtal. Då gäller

ap ≡ a (mod p) (3.3)

för alla positiva heltal a.

Bevis. Vi visar att p delar ap − a då p är ett primtal, vilket är ekvivalent med
att ap ≡ a (mod p). Vi använder induktion.
1. Vi har att p delar 1p − 1 = 0.
2. Anta att p delar ap − a.
3. Vi visar att p delar (a+ 1)p − (a+ 1):

(a+ 1)p − (a+ 1) = ((a+ 1)p − ap − 1) + (ap − a).

Vi har att p delar (a+1)p−ap−1 enligt Lemma 3.26. Enligt induktionsantagandet
delar p även ap−a. Därför delar p också (a+1)p−(a+1) och påståendet följer.

Korollarium 3.28. Om p är ett primtal och a inte delar p, gäller

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Bevis. Resultatet är en direkt följd av satsen, genom att dela (3.3) med a (detta
är tillåtet eftersom a och p är relativt prima).
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Kapitel 4

Tillämpning

Med stöd av Fermats sista sats kan vi nu bevisa en sats som kan tillämpas på en
kon som innehåller vatten. Först bevisas ett lemma.

Lemma 4.1. Det finns inte några positiva, rationella lösningar (a, b, c) till ek-
vationen

xn + yn = zn,

där n > 2 är ett heltal.

Bevis. Antites: Anta att det finns en lösning a, b, c till

xn + yn = zn.

Eftersom a, b, c är positiva, rationella tal kan vi hitta positiva heltal d, e, f, g, h, i
sådana att

a =
d

e
, b =

f

g
, c =

h

i
.

Låt j vara ett tal som delas av e, g och i. Vi kan nu skriva om vår ekvation enligt
följande:(︃

d

e

)︃n

jn +

(︃
f

g

)︃n

jn =

(︃
h

i

)︃n

jn ⇒
(︃
d
j

e

)︃n

+

(︃
f
j

g

)︃n

=

(︃
h
j

i

)︃n

.

Eftersom j delas av e, g och i är d j
e
, f j

g
och h j

i
heltal. Vi har att därmed hittat

en Fermattrippel
(︂
d j
e
, f j

g
, h j

i

)︂
. Enligt Sats 2.1 finns det inte Fermattripplar för

n > 2, och därmed är detta en motsägelse. Antitesen är därmed falsk och satsen
följer.
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Speciellt gäller att det inte finns rationella lösningar till x3 + y3 = z3 och
x4 + y4 = z4 enligt Sats 3.15 respektive Sats 3.8. Detta har därmed bevisats i
denna avhandling.

Sats 4.2. Ta en cirkulär rät kon som har höjden h, basen A (med radien r)
och volymen V . Konen läggs så att basen är vågrät och så att spetsen är uppåt.
Ett plan A1 (med radien r1) skapas parallellt med basen. Sträckan mellan basen
och A1 betecknas h1 (dock så att 0 < h1 < h). Volymen av området mellan A1

och spetsen betecknas V1. Volymen av området mellan A och A1 betecknas V2.
Konen läggs nu så att basen är vågrät och så att spetsen är neråt. Ett plan A2

(med radien r2) skapas så att volymen av området mellan spetsen och A2 är V2.
Sträckan mellan spetsen och A2 betecknas h2. Då är minst ett av talen h, (h−h1)

och h2 irrationellt.

A

h

h1

r1

r

A1

V1

V2

α

α

Bevis. Det gäller att
V =

1

3
πr2h.

Betrakta konen när spetsen är uppåt, och ta ett tvärsnitt av konen. Vi kan nu
dela den resulterande triangeln i två rätvinkliga trianglar med kateterna r och
h. Beteckna vinkeln vid nedre hörnet α. Enligt trigonometri har vi nu

cotα =
r

h
⇒ r = h cot(α),

varför det gäller att

V =
1

3
π(h cot(α))2h =

1

3
πh3 cot2(α).
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Konen med volym V1 är likformig med konen med volym V . Därmed har vi
analogt att

r1 = (h− h1) cotα

och vidare
V1 =

1

3
πr21(h− h1) =

1

3
π(h− h1)

3 cot2(α).

Vidare har vi
V2 = V − V1 =

1

3
π cot2(α)(h3 − (h− h1)

3).

Betrakta nu konen när spetsen är nedåt. Konen med volym V2 är likformig med
konen V . Därmed har vi enligt tidigare att

r2 = h2 cotα

och vidare
V2 =

1

3
πr22h =

1

3
πh3

2 cot
2(α).

Därmed följer det att

1

3
π cot2(α)(h3 − (h− h1)

3) =
1

3
πh3

2 cot
2(α).

I vårt fall gäller att cotα ̸= 0 eftersom 0 < α < π
2
. Därmed kan vi dela båda

leden med 1
3
π cot2(α):

h3 − (h− h1)
3 = h3

2 ⇒ (h− h1)
3 + h3

2 = h3.

Om h− h1, h2 och h är rationella, är h− h1, h2, h en rationell lösning till

xn + yn = zn,

då n = 3. Enligt Lemma 4.1 har denna ekvation inte några rationella lösningar,
och därmed måste minst ett av talen (h− h1), h2 och h vara irrationellt.

Sats 4.2 kan tillämpas på en kon som delvis är fylld med vatten. Anta att förhål-
landena i Sats 4.2 gäller, där V1 är mängden luft och V2 är mängden vatten. Då
är h− h1 höjden av luften då spetsen är uppåt, medan h2 är höjden av vattnet
då spetsen är nedåt. Eftersom Sats 4.2 endast kräver att x3 + y3 = z3 inte har
lösningar, så har detta bevisats i denna avhandling. [6]
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