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Kapitel 1

Introduktion

I avhandlingen behandlas det hur plana vågfunktioner bildar symmetriska möns-

ter samt hur dessa mönster kan klassi�ceras inom 17 olika grupper som utgör

de plana symmetrigrupperna. Bifogat �nns även en Matlab-kod som ritar ut

valbara plana mönster, se Appendix B. Avhandlingen bygger på grunder som

har behandlats i kandidatavhandlingen [5]. Vissa begrepp som behandlats i kan-

didatavhandlingen [5] de�nieras inte, och vissa bevis ur kandidatavhandlingen

hänvisas det till.

Symmetrier �nns i vardagen i form av olika mönster på exempelvis tapeter,

golv eller kläder. Alla dessa mönster, som följer kraven för att klassi�ceras som

plana mönster, kan delas in i 17 olika grupper. Detta kan åstadkommas genom att

undersöka vilka grundsymmetrier grupperna innehåller, exempelvis olika sorters

rotationer eller speglingar.

Det är vanligt att matematiskt presentera plana symmetrigrupper med matri-

ser, eftersom de förenklar beräkningar med egenvektorer och därmed förenklar de

även beräkningar kring plana symmetrigruppernas egenskaper [7][8][9]. I denna

avhandling ligger fokus däremot på komplexform för att presentera funktioner för

att enkelt kunna rita de plana symmetrimönstren med program som Geogebra

och Matlab [1]. Matlab-koden i Appendix B ritar ut plana mönster tillhörande

speci�ka plana symmetrigrupper. Koden ritar ut ett tvådimensionellt fasporträtt

där färgerna beskriver vinkelfrekvensen.

Teorin som behandlas är främst inom områdena komplex analys, �erdimen-

sionell analys, linjär algebra och grafteori. I kapitel 2 går jag igenom grunderna

i hur matriserna kan avbildas i komplex form, hur det tvådimensionella planet
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KAPITEL 1. INTRODUKTION 3

spänns upp samt vad som egentligen menas med symmetrier.

Jag behandlar hur plana mönster består av vågfunktioner som beror på rum-

met och vinkelfrekvensen i kapitel 3. Kapitlet avslutas med en genomgång av

Fouriertransformationer och begreppet gruppgenomsnitt, som används för att

skapa speci�ka plana mönster. Innan de 17 plana symmetrigrupperna kan be-

handlas, tar jag upp i kapitel 4 hur de plana symmetrimönstren spänns upp i

planet i något som kallas gitter och duala gitter.

I kapitel 5 listas alla 17 plana symmetrigrupperna och till varje grupp �nns

som exempel ett plant mönster utritat med Matlab-koden i Appendix B. Till

varje plan symmetrigrupp �nns även respektive grupps enhetscell utritad, och

jag tar upp i detalj vilka plana symmetrier grupperna består av.

Slutligen i kapitel 6 bevisas det att det �nns exakt 17 plana symmetrigrup-

per, vilket görs med hjälp av teorin från de tidigare kapitlen tillsammans med

ytterligare teori kring ekvivalensklasser samt indirekta och direkta isometrier.

Beviset är uppbyggt så att det går grundligt igenom de olika möjligheterna för

plana symmetrier. Genom att begränsa ordningen för de möjliga rotationerna i

planet samt antalet möjliga gitter, elimineras alla andra möjligheter än de 17

plana symmetrigrupperna.

Denna avhandling innehåller många bilder och mönster. Jag uppmanar läsa-

ren, speciellt i kapitel 5 där det �nns utritade mönster för var och en av de plana

symmetrigrupperna, att försöka hitta alla plana symmetrier i �gurerna. Men i

kapitel 2 tas först grunderna upp, en bild de�nieras och mönster ritas ut i det

tvådimensionella planet.



Kapitel 2

Plana grupper

Plana symmetrier avbildas i ett tvådimensionellt rum som kallas planet, vilket

kan visualiseras med en mängd punkter. Mellan dessa punkter kan olika �gurer

ritas ut, vilka i kombination med olika färger kallas för bilder.

De�nition 2.1. En bild i det komplexa planet är en avbildning f : C → {c1, ..., cn},
där c1, ..., cn är färger.

[5]

Mer speci�kt avbildas plana symmetrier i det euklidiska planet. [1][7][8][9]

2.1 Det euklidiska planet

Isometrier i det euklidiska planet är avbildningar som bevarar avståndet mellan

punkterna i det plana vektorrummet. Om x = (x1, x2) och y = (y1, y2) är två

punkter i planet så betecknas det euklidiska avståndet som d(x, y) = ∥x− y∥ =√︁
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, vilket har egenskaperna för en metrik.

De�nition 2.2. Låt (C, d) och (R2, d) vara rum i planet. Då är en isometri

en avbildning α : C −→ C eller α : R2 −→ R2, sådan att för varje x, y ∈ C
respektive för varje x, y ∈ R2 , d(α(x), α(y)) = d(x, y).

[8]

Det euklidiska planet spänns upp av den euklidiska gruppen E2, mängden

av alla avbildningar i planet som inte förändrar avståndet mellan punkterna i

planet. [1][7][8][9]
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KAPITEL 2. PLANA GRUPPER 5

De�nition 2.3. En symmetri av en bild f , är en isometri, α : C −→ C eller

α : R2 −→ R2, sådan att för varje z ∈ C respektive för varje z ∈ R2 , f(α(z)) =

f(z).

[5]

Symmetrier är bijektiva avbildningar som bevarar bilden i planet. [1][7]

Exempel 2.4. Vi ritar en �gur a med fyra punkter i planet. Vi för�yttar sedan

�guren i planet, translaterar samt speglar den vertikalt. Detta resulterar i �guren

b, vars avstånd mellan punkterna är lika långa som i �guren a. Figuren b är en

representation av �guren a utsatt för isometrierna translation och spegling. Se

�gur 2.1.

Figur 2.1: Figurerna a och b från Exempel 2.4.

Alla elementen i E2 kan skrivas i formen f(r⃗) = Mr⃗+v⃗, därM är en otrogonal

matris, v⃗ är given och r⃗ ∈ R2. Det euklidiska planet spänns upp av ortogonala

translationer [1][8][9]. En translation T : R2 → R2 kan skrivas som Tv⃗(r⃗) = r⃗+ v⃗,

för alla r⃗ ∈ R2. Vektorn r⃗ har då translaterats med vektorn v⃗.

Exempel 2.5. Vi beräknar de möjliga matrisrepresentationerna M i E2. Element

i E2 kan representeras med en 2× 2-ortogonal matris

M =

(︄
a b

c d

)︄
.

[8]
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För ortogonala matriser gäller

MTM =

(︄
a b

c d

)︄T (︄
a b

c d

)︄
=

(︄
a c

b d

)︄(︄
a b

c d

)︄
=

(︄
a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 + d2

)︄
=

(︄
1 0

0 1

)︄
= I.

Därmed fås ekvationssystemet⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a2 + c2 = 1 (1)

ab+ cd = 0 (2)

b2 + d2 = 1 (3).

Vi skriver om (1) med a = cos(θ) och c = sin(θ), där θ är en godtyckligt vald

vinkel. Nu återstår ett ekvationssystem med två okända⎧⎨⎩b cos(θ) + d sin(θ) = 0 (4)

b2 + d2 = 1 (5).

Vi löser ut b ur (4): b = −dsin(θ)
cos(θ)

= −dtan(θ), cos(θ) ̸= 0 ⇔ θ ̸= π
2
(2n+1), n ∈

Z. Och sätter in i (5) samt löser ut d: d2tan2(θ) + d2 = 1 ⇔ d = ± 1√
tan2(θ)+1

=

±cos(θ). Vi sätter även in i (4): b = ∓cos(θ)tan(θ) = ∓sin(θ). Det �nns två

olika möjliga (b,d):

(b, d) =

⎧⎨⎩(−sin(θ), cos(θ))

(sin(θ),−cos(θ))
, θ ̸= π

2
(2n+ 1), n ∈ Z.

Men om cos(θ) = 0, så är θ = π
2
(2n+1), n ∈ Z och därmed sin(θ) = ±1. Då ger

(i) att d = 0 och med insättning i (5) fås b = ±1. De möjliga (b,d) är (1,0) eller

(-1,0), vilka kan skrivas som (−sin(θ), 0) och (sin(θ), 0). Eftersom cos(θ) = 0, så

gäller även −cos(θ) = 0, därmed kan (b,d)-paren skrivas som (−sin(θ), cos(θ))

och (sin(θ),−cos(θ)). Med andra ord är de möjliga (b,d) för godtyckligt valda θ:

(b, d) =

⎧⎨⎩(−sin(θ), cos(θ)) (6)

(sin(θ),−cos(θ)) (7).

(6):

Mρ,θ =

(︄
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)︄
,
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som är grundformen för en rotation moturs kring ursprungspunkten med vinkeln

θ. Om θ = 0,så Mρ,0 =

(︄
1 0

0 1

)︄
= I, vilket resulterar i en translation: (v⃗, I) =

Ir⃗ + v⃗ = r⃗ + v⃗ = Tv⃗(r⃗).

(7):

Mσ,θ =

(︄
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) −cos(θ)

)︄
,

som är grundformen för en spegling kring en linje genom ursprungspunkten.

I komplex form, för z = x + iy, x, y ∈ R, kan en translation τ : C −→ C
skrivas som

τa(z) = z + a, a ∈ C.

En rotation Mρ,θ moturs kring (x,y) med vinkeln θ kan skrivas med (x′, y′) som(︄
x′

y′

)︄
=

(︄
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)︄(︄
x

y

)︄
,

därmed är ⎧⎨⎩x′ = x cos(θ)− y sin(θ)

y′ = x sin(θ) + y cos(θ),

vilket i komplex form z = (x, y), z′ = (x′, y′), z, z′ ∈ C, kan skrivas z′ = x′+iy′ =

xcos(θ)−ysin(θ)+i(xsin(θ)+ycos(θ)) = x(cos(θ)+isin(θ))+iy(cos(θ)+isin(θ))

= z(cos(θ) + isin(θ)) = eθiz.

Eftersom vinkeln θ beskriver rotationer så kan den mer noggrant skrivas som

θ = 2π
p
där p ∈ R. Men om p = 1

n
, där n ∈ Z, så är θ = n2π och därmed sker

inga förändringar i bilden. En rotation ρ : C −→ C kring z = x + iy, x, y ∈ R,
kan skrivas som

ρp(z) = e
2πi
p z = ωpz, p ∈ Z.

En spegling Mσ,θ av (x,y) i en linje som går i en vinkel θ moturs genom

ursprungspunkten, kan skrivas med (x′′, y′′) som(︄
x′′

y′′

)︄
=

(︄
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) −cos(θ)

)︄(︄
x

y

)︄
.
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Därmed är ⎧⎨⎩x′′ = x cos(θ) + y sin(θ)

y′′ = x sin(θ)− y cos(θ),

vilket i komplex form z = (x, y), z′′ = (x′′, y′′), z, z′′ ∈ C, kan skrivas z′′ =

x′′ + iy′′ = xcos(θ) + ysin(θ) + i(xsin(θ) − ycos(θ)) = x(cos(θ) + isin(θ)) −
iy(cos(θ) + isin(θ)) = eθiz̄.

Med andra ord kan en spegling σ : C −→ C i en linje z = x + iy, x, y ∈ R,
som går i en vinkel θ moturs genom ursprungspunkten, skrivas som

σp(z) = e
2πi
p z̄, p ∈ Z.

Då punkten z ∈ C speglas i x-axeln så är vinkeln 2π, e2πi = 1, och betecknas

σx(z) = z̄,

medan då z speglas i y-axeln är vinkeln π, eπi = −1, och betecknas

σy(z) = −z̄.

Planet spänns upp av två linjärt oberoende translationer, beroende på hur

dessa translationer väljs är det inte alltid så att σx är en spegling i x-axeln.

Fortsätter hänvisa till dem som σx och σy men det är underförstått att σx repre-

senterar en spegling i den kortare basvektorns riktning, medan σy är en spegling

i vinkelrät riktning till den. Detta eftersom för det mesta väljs den kortare bas-

vektorn att gå längs den horisontella axeln.

Sammansättningen av två isometrier är även en isometri [1][8]. Detta kan ses

i �gur 2.1 där �guren a utsätts för en sammansättning av en translation och en

spegling. Undersöker sammansättning av de olika isometrierna i ett exempel.

Exempel 2.6. Antag z = x + iy, x, y ∈ R,och τ : C −→ C, ρ : C −→ C, σ :

C −→ C, där a, b ∈ C, p, k ∈ Z+, då gäller

1. Translation ◦ rotation;

τa(ρp(z)) = e
2πi
p z + a, en rotation i kombination med en translation.

2. Translation ◦ spegling;

τa(σp(z)) = e
2πi
p z̄ + a, vilket är en glidre�ektion, en spegling i kombination

med en translation.
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3. Translation ◦ translation;

τa(τb(z)) = z + a+ b = τa+b(z), en translation.

4. Rotation ◦ translation;

ρp(τa(z)) = e
2πi
p z + e

2πi
p a, en rotation i kombination med en translation.

5. Rotation ◦ spegling;

ρp(σk(z)) = e
2πi
p e

2πi
k z̄ = e

2πi
k

+ 2πi
p z̄ = e

2πi

(
kp
k+p

) z̄ = σ kp
k+p

(z), en spegling.

6. Spegling ◦ rotation;

σk(ρp(z)) = e
2πi
k e

2πi
p z = e

2πi
k e−

2πi
p z̄ = e

2πi

(
kp
p−k

) z̄ = σ kp
p−k

(z), en spegling.

7. Spegling ◦ translation;

σp(τa(z)) = e
2πi
p z̄ + e

2πi
p a, vilket är en glidre�ektion.

8. Rotation ◦ rotation;

ρp(ρk(z)) = e
2πi
p e

2πi
k z = e

2πi

(
kp
k+p

) z = ρ kp
k+p

(z), en rotation.

9. Spegling ◦ spegling;

σp(σk(z)) = e
2πi
p e

2πi
k z̄ = e

2πi
p e−

2πi
k z = e

2πi

(
kp
k−p

) z = ρ kp
k−p

(z), en rotation.

10. Glidre�ektion är även en isometri men eftersom den är en sammansättning

av spegling och translation, som det redan har undersökts alla fall för, så

förekommer inga nya isometrier genom sammansättning av glidre�ektio-

ner.

En glidre�ektion γ : C −→ C på z = x+ iy, x, y ∈ R, kan skrivas som

γp,a(z) = e
2πi
p z̄ + a, p ∈ Z, a ∈ C.

Från Exempel 2.5 och Exempel 2.6 kan slutsatsen dras att de enda möjliga

isometrierna i det euklidiska planet är translationer, rotationer, speglingar och

glidre�ektioner [1][7][8][9].

Rotationer beror på en vinkel 2π
p
, vilken används för att hänvisa till vilken

sorts rotation det är frågan om. Men istället för att hänvisa till vinklarna så kan

rotationer även hänvisas till, med p ur 2π
p
, som p-faldiga rotationer. Exempelvis

en 90° rotation kan hänvisas till som en fyrfaldig rotation eftersom 90° = 2π
4
.
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2.2 De plana gittrens uppbyggnad

Varje vektor i det komplexa planet kan beskrivas som en linjärkombination av

vektorerna 1 och i:

C = {λ1 + λ2i, λ1, λ2 ∈ R} .

En �gur f kallas invariant under en grupp K = ⟨{α} , ◦⟩, om varje avbildning

α ∈ K är en symmetri. [1][3]

Figur 2.2: En �gur som translateras tre gånger och är invariant under de fyra

isometrierna.

I �gur 2.2 beskrivs fyra olika fall där �guren är invariant under var och en av

de möjliga isometrierna.

Sats 2.7. Anta att f är en bild i planet. Då bildar mängden av alla symmetrier,

som f är invariant under, en grupp Sym(C) under operationen funktionssam-

mansättning:

Sym(C) = ⟨{α : C→ C | α är en symmetri} , ◦⟩ .

[1][4][5]

Sats 2.7 är bevisad i kandidatavhandlingen [5].

De�nition 2.8. Ett mönster är en bild vars symmetrigrupp är icke-trivial.

[7]

I båda riktningarna i ett mönster �nns det translationer av kortaste möjliga

längd som spänner upp mönstret (k1, k2). Mängden punkter som spänns upp av
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dessa translationer kallas för gittret i planet. Ett gitter Λ som spänns upp av

vektorerna (k1, k2) betecknas

Λk1,k2 = {ak1 + bk2 | a, b ∈ Z} , (2.1)

där (k1,k2) kallas för dess basvektorer och [a,b] kallas för dess gitterkoordinater

[1][3][8][9]. Basvektorerna i ett plant gitter behöver inte vara sinsemellan ortogo-

nala.

Figur 2.3: Två bilder över ett mönster skapat av �guren ur �gur 2.2.

Då �guren som är invariant under tvåfaldiga rotationer ur �gur 2.2 trans-

lateras i två linjärt oberoende riktningar, så uppstår det ett mönster (se �gur

2.3). Det går en speglingsaxel snett genom �guren och det är längs denna axel

samt den horisontella axeln som �guren translateras. Fast målet var att skapa

ett mönster invariant under tvåfaldiga rotationer och speglingar, så kan det ses i

den andra bilden i �gur 2.3 att mönstret även är invariant under glidre�ektioner.

De blåa punkterna är ytterligare punkter kring vilka mönstret är invariant under

tvåfaldiga rotationer, så kallade rotationscentrum. Gittret i �gur 2.3 byggs upp

av basvektorerna k1 och k2.

En plan symmetrigrupp kan de�nieras med hjälp av Sats 2.7 och De�nition

2.8.

Sats 2.9. En mängd av symmetrier för ett tvådimensionellt upprepande mönster

bildar en grupp, som kallas en plan symmetrigrupp.
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[1][5][9]

Satsen är bevisad i kandidatavhandlingen [5]. En plan symmetrigrupp kan

innehålla undergrupper med olika mönster som byggs upp av bilder som utsätts

för samma mängd symmetrier. Därmed kan mönstren se olika ut mellan under-

grupperna men de är invarianta under samma mängd symmetrier, detta kallas

att undergrupperna är isomorfa. [1][4]

De�nition 2.10. En isomor� ϕ : G1 → G2 för ⟨G1,△⟩ och ⟨G2, ⋄⟩, där G1,G2

är grupper och △, ⋄ dess respektive operationer, är en bijektiv avbildning sådan

att för alla f1, f2 ∈ G1 gäller:

ϕ(f1 △ f2) = ϕ(f1) ⋄ ϕ(f2).

Det att grupperna ⟨G1,△⟩ och ⟨G2, ⋄⟩ är isomorfa betecknas ⟨G1,△⟩∼=⟨G2, ⋄⟩.

[5]

Inte enbart grupper kan vara isomorfa, i �gur 2.1 är �gurerna a och b isomorfa,

a ∼= b. Symmetrin som a utsätts för är en isomor� eftersom längden på avstånden

i a avbildas som samma längd i b [4]. Bågen AB avbildas som bågen A′B′, bågen

BC avbildas som B′C ′, etc.

En grupp bildad under sammansättning av symmetrier, Sym(C), kallas för
en punktgrupp. Punktgruppen som innehåller rotationer, speglingar och sam-

mansättningar av dem kallas diedergruppen

Dp =
⟨︁
D, ◦| ap = I, b2 = I, ba = a−1b

⟩︁
⊆ Sym(C), (2.2)

där D = {an, b | n = 1, 2, ..., p} och där b2, ba är förkortningar för b ◦ b, b ◦ a. Ef-
tersom punktgruppen innehåller alla rotationer, speglingar och sammansättning-

ar av dem, så kan (2.2) representeras med den isomorfa gruppen ⟨Dsym, ◦⟩ , där
Dsym =

{︁
ρnp , σk | n = 1, 2, ..., p

}︁
. Detta kan göras med en isomor� ϕ : D → Dsym,

sådan att ϕ(a) = ρp och ϕ(b) = σk. Då betecknas gruppens generator ⟨ρp, σk⟩ ,
eftersom det är den minsta möjliga representationen av grundelement som ele-

menten i ⟨Dsym, ◦⟩ är uppbyggda av. [1][4][8]
Den cykliska punktgruppen

Cp = ⟨C, ◦| ap = I⟩ ⊆ Dp ⊆ Sym(C), (2.3)

där C = {an | n = 1, 2, ..., p} , är en undergrupp till Dp. En isomorf representa-

tion av (2.3) kan göras med samma isomor� som för Dsym, ϕ(a) = ρp, därmed
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ϕ : C → Csym, där Csym =
{︁
ρnp | n = 1, 2, ..., p

}︁
, mängden av alla möjliga rota-

tioner. Gruppen kallas cyklisk eftersom den byggs upp av endast ett element ρp,

gruppens generator är därmed ⟨ρp⟩ . [1][4][8]
Translationerna tillhörande en grupp G ∈ E2, bildar en translationell under-

grupp

Tk1,k2 = ⟨T, ◦⟩ ⊆ Sym(C) (2.4)

till G. I (2.4) är T =
{︁
τnk1τ

m
k2

| n,m ∈ Z
}︁
och (k1, k2) är vektorerna från respek-

tive gitter (2.1) som G tillhör. Tk1,k2 är isomorf till en direkt produkt av Z med

Z; Tk1,k2
∼= Z× Z. Därmed kan ett annat sätt att benämna plana symmetrigrup-

per användas, en plan symmetrigrupp är en grupp G ∈ E2, vars translationella

undergrupp Tk1,k2 är isomorf med Z× Z. [1][8]

De�nition 2.11. Två grupper G1 och G2 har ekvivalenta mönster när det �nns

en symmetri α(z), z ∈ C sådan att

G1 =
{︁
αgα−1 | g ∈ G1, α ∈ G2

}︁
.

[1]

För att kunna påstå att en plan symmetrigrupp tillhör ett speci�kt gitter så

måste de ha ekvivalenta mönster. [1]

Exempel 2.12. Tar en grupp G1 som byggs upp av fyrfaldiga rotationssym-

metrier ρ4(z) = e
2πi
4 z = e

πi
2 z = iz. Denna grupp har ekvivalenta mönster med

en grupp G2 som innehåller sneda speglingar σ4(z) = e
2πi
4 z̄ = iz̄, vilket är speg-

lingar kring en sned linje genom ursprungspunkten, samt symmetrier i formen

ρ−1
4 σ4ρ4(z) = ρ−1

4 σ4(iz) = ρ−1
4 (z̄) = e−

πi
2 z̄ = e2πi−

πi
2 z̄ = e

3πi
2 z̄ = ρ24(σ4(z)).

I �gur 2.4 �nns z(t) = e3ti + ie−ti kring ursprungspunkten A utritad till-

sammans med z′. Här ses det tydligt att ett mönster som byggs upp av bilden z

har ekvivalent mönster under gruppen G1 och G2, eftersom z′ är visualisering av

kurvorna σ4(z) = z′, ρ4(z) = z′ och ρ24(σ4(z)) = z′, kring ursprungspunkten B.
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Figur 2.4: Funktionerna z och z′ utritade ur Exempel 2.12.

Vad som även är intressant att påpeka kring �gur 2.4 är att z′ är även en

vertikal spegling av z samt en horisontell spegling av z. Eftersom z är invariant

under gruppen av sammansättningar av σ4 och ρ4, för vilka det gäller:

ρ4(σ4(z)) = i · iz̄ = −z̄ = σy(z) och σ4(ρ4(z)) = i · (−iz̄) = z̄ = σx(z).

2.3 Den kristallogra�ska begränsningen

De�nition 2.13. Ordningen av ett element i en grupp är den lägsta potensen

av elementet som krävs för att få gruppens identitet.

[1]

Exempelvis är elementet e
2πi
3 i den cykliska gruppen C3 =

⟨︂{︂
e

r·2πi
3

}︂
, ◦
⟩︂
, där

r = 1, 2, 3, av ordning 3 eftersom e
1·2πi

3 ̸= 1, e
2·2πi

3 ̸= 1 men e
3·2πi

3 = 1. Följande

sats kallas för den kristallogra�ska begränsningen eftersom den beskriver de enda

möjliga ordningarna för rotationer tillhörande en plan symmetrigrupp.

Sats 2.14. De enda möjliga rotationerna för en plan symmetrigrupp är av ord-

ningen 2, 3, 4 eller 6.

[1][8][9]
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Bevis. Antag att G är en plan symmetrigrupp som byggs upp av translationen

τk(z) = z + k, k ∈ C och rotationen ρp(z) = e
2πi
p z = ωpz, p ∈ Z+, där p beskri-

ver rotationens ordning. Nu fås den andra translationen till dess translationella

undergrupp (2.4) genom att undersöka när den translationella undergruppen

har ekvivalenta mönster till G: ρpτkρ−1
p (z) = ρp(τk(ρ

−1
p (z))) = ρp(τk(e

− 2πi
p z)) =

ρp(e
− 2πi

p z + k) = z + ke
2πi
p = z + kωp = τkωp(z).

För att dessa skall vara de minsta möjliga translationerna så måste transla-

tionerna kring ursprungspunkten bestå enbart av punkter i gittret:

Λk,kωp = {ak + bkωp| a, b ∈ Z} . (2.5)

Translaterar och roterar nu kring z = 0, en punkt i gittret ρp(τk(0)) = ωpk och

roterar igen ρp(ρp(τk(0))) = ωp ·kωp = kω2
p. Eftersom detta är en sammansättning

av två symmetrier i Λk,kωp så måste även kω2
p ∈ Λk,kωp :

kω2
p = ak + bkωp, p ∈ Z+ a, b ∈ Z. (2.6)

Skriver om ωp = e
2πi
p = cos(2π

p
) + i · sin(2π

p
) och därmed ω2

p = e2·
2πi
p = cos(2 ·

2π
p
) + i · sin(2 · 2π

p
), så (2.6) kan skrivas som k(cos(2 · 2π

p
) + i · sin(2 · 2π

p
)) =

k(a+ bcos(2π
p
)+ i · bsin(2π

p
)), k är en konstant k ∈ C och kan strykas. Det lämnar

kvar

cos(2 · 2π
p
) + i · sin(2 · 2π

p
) = a+ bcos(

2π

p
) + i · bsin(2π

p
). (2.7)

Imaginära delen i (2.7) ger:

sin(2 · 2π
p
) = bsin(2π

p
) ⇔ 2 · sin(2π

p
) · cos(2π

p
) = b · sin(2π

p
) ⇔ cos(2π

p
) = b

2
,

p > 1, b ∈ Z för sin(2π
p
) ̸= 0 ⇔ 2π

p
̸= mπ ⇔ p ̸= 2

m
, m ∈ Z\ {0} .

Vi skriver om för att lösa ut p:

cos(2π
p
) = b

2
⇔ 2π

p
= cos−1( b

2
)± 2nπ ⇔ p = 2π

cos−1( b
2
)±2nπ

, p ̸= 2
m
, m ∈ Z\ {0} .

Eftersom cos(x) ∈ [−1, 1] så kan b endast anta värdena -2, -1, 0, 1, 2, som

leder till fem olika fall för p.

1. b = −2 : p = 2π
cos−1(−2

2
)±2nπ

= 2π
π±2nπ

= 2
1±2n

. Eftersom p ∈ Z, så är det enda
lösningen n = 0, därmed är p = 2. Men p ̸= 2

m
, m ∈ Z\ {0}, därmed är

b = −2, p = 2 inte en lösning till den imaginära delen.

2. b = −1 : p = 2π
cos−1(−1

2
)±2nπ

= 2π
2
3
π±2nπ

= 3
1±n

. Eftersom p ∈ Z, så är det enda
lösningen n = 0, därmed är p = 3.
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3. b = 0 : p = 2π
cos−1( 0

2
)±2nπ

= 2π
π
2
±2nπ

= 4
1±4n

. Eftersom p ∈ Z, så är det enda

lösningen n = 0, därmed är p = 4.

4. b = 1 : p = 2π
cos−1( 1

2
)±2nπ

= 2π
π
3
±2nπ

= 6
1±6n

. Eftersom p ∈ Z, så är det enda

lösningen n = 0, därmed är p = 6.

5. b = 2 : p = 2π
cos−1( 2

2
)±2nπ

= 2π
±2nπ

= 1
±n

. Eftersom p ∈ Z, så är de enda

lösningarna n = ±1, därmed är p = ±1. Men detta resulterar inte i en

rotation eftersom ρ±1(z) = e±2πi(z) = z. Därmed är b = 2, p = ±1, inte en

lösning.

Reella delen i (2.7) ger:

cos(2 · 2π
p
) = a+ bcos(2π

p
) ⇔ a = cos(2 · 2π

p
)− bcos(2π

p
).

Vi beräknar de olika a baserat på fallen 1. - 4.

1. b = −2, p = 2 : a = cos(2 · 2π
2
) + 2cos(2π

2
) = 1 + 2 · (−1) = −1. Detta

är inte en lösning i den imaginära delen, men insättning i (2.7) resulterar

i 0 = 0. Det är med andra ord en giltig lösning till (2.7) men imaginära

delar saknas i detta fall.

2. b = −1 : p = 3 : a = cos(2 · 2π
3
) + cos(2π

3
) = −1

2
+ (−1

2
) = −1.

3. b = 0 : p = 4 : a = cos(2 · 2π
4
) = −1.

4. b = 1 : p = 6 : a = cos(2 · 2π
6
)− cos(2π

6
) = −1

2
− (1

2
) = −1.

Med andra ord är delgittret av (2.5) för kω2
p:

Λk,kω2
p
= {−k + bkωp| k ∈ C, b ∈ [−2, 1] ∩ Z, p = 2, 3, 4 eller 6.} ⊂ Λk,kωp .

Och de enda möjliga rotationerna för en plan symmetrigrupp är av ordningen 2,

3, 4 eller 6. 2

I kandidatavhandlingen [5] bevisas en sats kring hur funktioner kan väljas för

att skapa bilder invarianta under påverkan av symmetrier, det allmänna sym-

metrivillkoret. [1]

Sats 2.15. Anta att m och k är relativt prima heltal, så att sgd(m, k) = 1, och

att alla tal nj ∈ Z i den ändliga summan

f(t) =
N∑︂
j=1

aje
njit, aj ∈ C, (2.8)
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uppfyller nj ≡ k (modm). Då har den 2π-periodiska summan

f(t+
2π

m
) = e

2kπi
m f(t), (2.9)

m-faldig symmetri för alla t.

[1][5]

Sats 2.15 är en viktig grund till hur bilder i plana symmetrigrupper ser ut.

Men eftersom summor i formen (2.8) endast beskriver symmetriska funktioner

så kan dessa bilder vara invarianta under andra rotationer än de av ordning 2,

3, 4 eller 6.

Exempel 2.16. Vi jämför två olika bilder genererade av funktionerna f(t) =
1
4
e4it + ie−3it + i

2
e−10it och g(t) = 2e5it + 3ie−it + ie−16it, vilka är utritade i �gur

2.5.

Vi undersöker vardera av funktionernas exponenter för att ta reda på vilken

m-faldig symmetri (2.9) de har, om det existerar någon.

1. Exponenterna n1, n2 och n3 för f(t):

4 ≡ −3 (mod 7)

−3 ≡ −3 (mod 7)

−10 ≡ −3 (mod 7)

De är alla kongruenta med −3 modulo 7. Och eftersom sgd(−3, 7) = 1, så

har f(t) sjufaldig symmetri.

2. Exponenterna n1, n2 och n3 för g(t):

5 ≡ −1 (mod 3)

−1 ≡ −1 (mod 3)

−16 ≡ −1 (mod 3)

De är alla kongruenta med −1 modulo 3. Och eftersom sgd(−1, 3) = 1, så

har g(t) trefaldig symmetri.

För båda bilderna kan det ses i �gur 2.5 att det är f1 samt g1 som bygger upp

respektive bild genom att de roteras med 2π
3
respektive 2π

7
radianer kring respektive

rotationscentrum, A och B. Färgerna representerar endast fn och gm vid alla olika

möjliga positioner i bilden, där gn(t) = g(t), t ∈
[︁
(n− 1)2π

3
, n2π

3

]︁
, där n = 1, 2, 3

och fm(t) = f(t), t ∈
[︁
(m− 1)2π

7
, m2π

7

]︁
, där m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.



KAPITEL 2. PLANA GRUPPER 18

Funktionerna f(t) och g(t), som genererar bilderna i �gur 2.5, skapar bilder

invarianta under rotationssymmetri. Funktioner av denna sort kalls för rosett-

funktioner [1]. Plana mönster byggs upp av bilder genererade av rosett-funktioner

och friser, funktioner som genererar bilder som är invarianta under translationer

längs en speci�k axel [1].

Figur 2.5: Bilderna genererade av f(t) och g(t), ur Exempel 2.16, med vardera

bilders rotationscentrum benämnda B respektive A.



Kapitel 3

Vågor i planet

Exemplen i Kapitel 2 beskrev bilder med olika symmetrier, i detta kapitel be-

handlas det hur funktioner i formen (2.8) kan utvidgas till symmetrifunktioner

f : C → C som skapar mönster. En komplex summa (2.8) kan uttryckas i ett

funktionsrum

Fk,m =

{︄
fN(t) =

N∑︂
n=−N

ane
int|N ∈ Z+, an ∈ C och an = 0 om inte n ≡ k (modm)

}︄
.

(3.1)

[1][5]

Varje 2π-periodisk funktion f(t) ur (3.1) har m-faldig symmetri i formen

(2.9).

3.1 Plana vågmönster

Inom fysiken används begreppet vågor när det talas om periodiska rörelser.

Funktioner ur (3.1) består av summor av ane
int, n ∈ Z, an ∈ C, där eint är

2π-periodiska. Därmed kallas eint för vågor och funktioner i formen (2.8) är en

superposition av vågor, en linjärkombination av periodiska rörelser. Vågors egen-

skaper kan beskrivas med den linjära vågekvationen

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
. (3.2)

[1][6]

19
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I (3.2) är u en funktion u(x, t) som beskriver vågens position x vid tiden

t, och proportionalitetskonstanten c beskriver vågens hastighet. Vågekvationen

är linjär eftersom för två funktioner u1 och u2 som löser (3.2) så kommer en

superposition au1 + bu2, a, b ∈ R även att lösa (3.2).

Eftersom (3.2) enbart innehåller en positionsvariabel x, så beskriver den lin-

jära vågekvationen vågor i en dimension. För dimensionen n kan den linjära

vågekvationen skrivas ∂2u
∂t2

= c2∇nu. Där ∇n = ( ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ... + ∂2

∂x2
n
) är di�e-

rentialoperatorn nabla, summan av alla andra gradens partialderivator per plats

variabel. I det tvådimensionella planet är n = 2 och därmed kan den linjära

vågekvationen skrivas som
∂2u

∂t2
= c2∇2u. (3.3)

[1][6]

Nu kallas∇2 = ( ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
) för Laplace operatorn. De komplexa plana vågfunk-

tionerna som bildar plana mönster beror endast på variablerna x och y, skriver

därmed om u(x, y, t) = f(x, y) · T (t). Då kan (3.3) skrivas som ∂2(f(x,y)·T (t))
∂t2

=

c2∇2(f(x, y) · T (t)) ⇔ f(x, y)∂
2T (t)
∂t2

= c2T (t)∇2f(x, y) ⇔ T ′′

c2T
=∇2f(x,y)

f(x,y)
, där

T ′′ = ∂2T (t)
∂t2

. Nu beror vänstra sidan enbart på variabeln t och högra sidan på

variablerna x och y. Men om nu t skulle varieras medan x och y hölls konstanta

så skulle vänstra sidan av ekvationen variera medan högra skulle hållas konstant,

vilket inte går och därmed måste de vara konstanta. Därmed kan vänstra sidan

beskrivas med en konstant T ′′

c2T
= −λ, då fås −λ = ∇2f(x,y)

f(x,y)
⇔

∇2f(x, y) = −λf(x, y). (3.4)

[1]

Funktioner i (3.4) kallas för egenfunktioner med egenvärdet −λ. En egenfunk-

tion, är en funktion som när den utsätts för en linjäroperator avbildar sig själv

multiplicerat med sitt egenvärde. I (3.4) kallas den linjära operatorn för Laplace

operatorn. [1]

I det vanliga kartesiska koordinatsystemet så spänns planet upp av x och

y axeln, x beskriver den horisontella riktningen och y den vertikala riktningen.

Men i gitter i formen (2.1) så spänns planet upp av vektorerna (k1, k2), då i (3.4)

beskriver x riktningen för vektorn k1 och y riktningen för vektorn k2. Egenfunk-

tioner som är periodiska under påverkan av enhetstranslationer i riktningarna
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för (k1, k2) är funktioner f(z) = f(x, y) som löser (3.4) sådana att

f(z + k1) = f(z + k2) = f(z), z ∈ C (3.5)

⇔
f(x+ 1, y) = f(x, y + 1) = f(x, y), x, y ∈ R. (3.6)

[1]

Söker nu funktioner som löser (3.4) och satis�erar (3.6). Separerar variablerna

i f(x, y) = X(x)Y (y) = XY, och sätter in i (3.4) ∇2XY = −λXY ⇔ Y X ′′ +

XY ′′ = −λXY ⇔
X ′′

X
+

Y ′′

Y
= −λ, (3.7)

där X ′′ = ∂2X
∂x2 , Y ′′ = ∂2Y

∂y2
. Nu på samma sätt som (3.4) motiverades, kan endera

X′′

X
eller Y ′′

Y
�yttas till andra sidan i (3.7) och därmed måste de vara konstanta

eftersom de olika sidorna beror på olika variabler. Nämner X′′

X
= −a2, Y ′′

Y
= −b2

⇔ ⎧⎨⎩X ′′ + a2X = 0 (i)

Y ′′ + b2Y = 0 (ii),

vilket resulterar i två homogena ordinära di�erentialekvationer (i) och (ii). Testar

med X = C1e
rx, X ′ = rC1e

rx, X ′′ = r2C1e
rx och sätter in i (i):

r2C1e
rx + a2C1e

rx = 0 ⇔ erx(r2C1 + a2C1) = 0 ⇔ r2C1 + a2C1 = 0, erx ̸= 0 ⇔
r2 = −a2 ⇔ r = ia, C1 ∈ C. Därmed har (i) den allmänna lösningen X(x) =

C1e
iax, eftersom (ii) är en likadan homogen ODE men där X = Y och a = b så

kan den allmänna lösningen för (ii) skrivas Y (y) = C2e
iby.

Slutligen måste (3.6) satis�eras, f(x+1, y) = X(x+1)Y (y) = C1e
iax+iaC2e

iby =

C1C2e
iax+ia+iby skall vara lika med f(x, y+1) = X(x)Y (y+1) = C1e

iaxC2e
iby+ib =

C1C2e
iax+ib+iby och f(x, y) = X(x)Y (y) = C1e

iaxC2e
iby = C1C2e

iax+iby ⇔ eiax+ia+iby =

eiax+ib+iby = eiax+iby ⇔ eiaeiax+iby = eibeiax+iby = eiax+iby ⇔ eia = eib = 1 =

ek2πi, k ∈ Z ⇔ a = 2πn och b = 2πm, där n,m ∈ Z och för valfria C1, C2 ∈ C.
Väljer C1 = C2 = 1 och skriver XY = e2πinxe2πimy = e2πinx+2πimy =

e2πi(nx+my). Därmed är egenfunktionerna som löser (3.4) och satis�erar period-

villkoret (3.6)

fn,m(x, y) = e2πi(nx+my), n,m ∈ Z. (3.8)

[1]
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Egenvärdet till funktionerna (3.8), under påverkan av Laplace operatorn, fås

genom insättning av (3.8) i (3.4):

∇2fn,m(x, y) = ∇2e2πi(nx+my) = e2πimy ∂2e2πinx

∂x2 +e2πinx ∂2e2πimy

∂y2
= e2πimy(2πin)2e2πinx+

e2πinx(2πim)2e2πimy = fn,m(x, y)(2πin)
2+fn,m(x, y)(2πim)2 = fn,m(x, y)(−4π2n2−

4π2m2) = −4π2(n2 +m2)fn,m(x, y) som skall vara lika med −λfn,m(x, y) ⇔
−4π2(n2 +m2) = −λ.

Funktionerna (3.8) kan skrivas om med vektorerna z⃗ = (x, y) och v⃗ = (n,m),

eftersom skalärprodukten är z⃗ · v⃗ = xn+ ym, som

fv⃗(z⃗) = e2πiz⃗·v⃗. (3.9)

Funktioner i formen (3.9) kallas för plana vågfunktioner med avseende på

frekvensvektorn v⃗. Plana vågfunktioner består av linjära kombinationer av vågor

invarianta under enhetstranslationerna till ett gitter (2.1). [1]

Exempel 3.1. Ritar ut värden för den plana vågfunktionen

∇2fn,m(x, y) = −λfn,m(x, y) = −4π2(n2 +m2)e2πi(nx+my),

med varierande frekvensvektorer. I Matlab är funktionen utritad som

f(x, y) = −4π2(n2 +m2)e2πi(nx+my).

1. n ∈ [−500, 500], m ∈ [−500, 500], med konstanta x,y-värden. Ritar ut för

x,y-värdena: (1, 1
6
), (1, 1

12
), (1, 1

62
), (1

2
, 1
62
), (1

3
, 1
62
) och ( 1

12
, 1
62
). I �gur 3.1

kan det ses hur frekvensvektorn (n,m) spänner upp symmetriska bilder.

2. x, y, n,m ∈ [−100, 100]. För att kunna rita ut funktionen när den beror

både på rumsvariablerna, x och y, samt på vinkelfrekvensen, så ritas den ut

i ett fasporträtt, se �gur 3.2. Istället för att rita ut det i tre dimensioner

så kan det vara tydligare att endast rita ut det i två dimensioner där vin-

kelfrekvensens värden är färgkodade. Detta fungerar bra för vågfunktioner

eftersom de är periodiska och därmed är det enkelt att färgkoda frekvensen.

Matlab-koden för båda fallen �nns bifogad i Appendix A.
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Figur 3.1: De plana vågorna f(n,m) = −4π2(n2 + m2)e2πi(nx+my) utritade med

varierande frekvensvektorer (n,m).
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Figur 3.2: Ett tredimensionellt och ett tvådimensionellt fasporträtt för de plana

vågorna fx,y(n,m) = −4π2(n2 +m2)e2πi(nx+my).
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3.2 Fouriertransformationer

Funktioner i funktionsrummet (3.1) följer det allmänna symmetrivillkoret men

ingenting garanterar att de är invarianta under enhetstranslationerna till något

gitter och därmed kan de inte användas för att beskriva plana symmetrifunktio-

ner.

Med några tillägskrav kan funktioner i (3.1) beskrivas som plana vågfunk-

tioner (3.9). Harmoniska vågor består av sinus och cosinus kurvor. Genom att

utsätta funktioner för Fouriertransformationer, ändras funktionerna från att be-

ro på en tidsvariabel till att bero på en frekvens. [1]

De�nition 3.2. Skalärprodukten för alla f, g ∈ C[0, 2π],

C[0, 2π] = {f : [0, 2π] → C : f är kontinuerlig} , de�nieras som

⟨f, g⟩ =
∫︂
0

2π

f(t)g(t) dt, (3.10)

med normen ∥f∥ =
√︁
⟨f, f⟩.

[1][6]

Funktioner ur (3.1) byggs upp av vågor i formen en(t) := eint, t ∈ [0, 2π]. Vi

utgår ifrån att dessa vågor är de basvektorer som spänner upp vektorrummet

(3.1), då gäller:

∥en∥2 = ⟨en, en⟩ =
∫︂
0

2π

einteint dt =

∫︂
0

2π

eint−int dt = 2π ⇔ ∥en∥ =
√
2π och

⟨en, em⟩ =
∫︂
0

2π

einteimt dt =

∫︂
0

2π

ei(n−m)t dt = 0, n ̸= m.

Längden av en är
√
2π och två godtyckligt valda en, em, n ̸= m, är ortogonala.

Nu för att kunna skriva en funktion f ur (3.1) som en linjärkombination av vågor

i formen en, −M ≤ n ≤ M, bildas den skalära produkten:

⟨f, en⟩ = ⟨anen, en⟩ = an ∥en∥2 = an2π ⇔ an = 1
2π

⟨f, en⟩ = 1
2π

∫︂
0

2π

f(t)e−int dt.

Mängden basvektorer en som spänner upp (3.1) kan uttryckas med transforma-

tionen an, som kallas för den n:te Fourierkoe�cienten. [1]

Innan en sats gällande Fourierserien och dess Fourierkoe�cienter kan bevisas,

behövs ett viktigt lemma.
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Lemma 3.3. Låt f vara en integrerbar, begränsad, funktion på intervallet [a,b].

Då gäller

lim
n→∞

∫︂
a

b

f(x)cos(nx) dx = 0

och

lim
n→∞

∫︂
a

b

f(x)sin(nx) dx = 0.

Bevis. Vi bevisar det första påståendet, det andra bevisas analogt. Låt ε > 0.Då

följer det ur de�nitionen av integrerbarhet att det existerar en trappstegsfunktion

φ på [a, b], φ ≤ f, sådan att∫︁
|f(x)− φ(x)| dx < ε. Därmed följer att

⃓⃓⃓⃓∫︂
a

b

f(x) dx−
∫︂
a

b

φ(x) dx

⃓⃓⃓⃓
< ε. Detta

ger⃓⃓⃓⃓∫︂
a

b

f(x)cos(nx) dx−
∫︂
a

b

φ(x)cos(nx) dx

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂
a

b

| f(x)− φ(x) | · | cos(nx) | dx

≤
∫︂
a

b

| f(x)− φ(x) | dx < ε för alla n ∈ N.

Således räcker det att visa lim
n→∞

∫︂
a

b

φ(x)cos(nx) dx = 0.

För varje icke-tom delmängd A ⊆ R, låt χA(x) =

⎧⎨⎩1, omx ∈ A

0, annars
. Betrakta

nu φ(x) =
l∑︂

i=1

ciχ[xi−1,xi[(x), där a = x0 < x1 < ... < xl < b och varje ci är en

konstant. Då gäller⃓⃓⃓⃓∫︂
a

b

φ(x)cos(nx) dx

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂
a

b l∑︂
i=1

ciχ[xi−1,xi[(x)cos(nx) dx

⃓⃓⃓⃓
⃓=

⃓⃓⃓⃓
⃓

l∑︂
i=1

∫︂ xi

xi−1

cicos(nx) dx

⃓⃓⃓⃓
⃓

=

⃓⃓⃓⃓
⃓

l∑︂
i=1

ci
n
(sin(nxi)− sin(nxi−1))

⃓⃓⃓⃓
⃓≤

l∑︂
i=1

| ci
n

| · | sin(nxi)− sin(nxi−1) |

≤ 2
l∑︂

i=1

| ci
n

| −→ 0, då n → ∞. 2

Med Lemma 3.3 kan satsen om Fourierseriens konvergens bevisas.
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Sats 3.4. Om f är en 2π-periodisk komplex funktion f(t), vars derivata f ′ är

kontinuerlig, så konvergerar funktionens Fourierserie till f(t) för varje t ∈ [0, 2π].

Härvid de�nieras Fourierserien som

∞∑︂
n=−∞

ane
int, (3.11)

där den n:te Fourierkoe�cienten är an = 1
2π

∫︂
0

2π

f(t)e−int dt.

[1]

Bevis. Antar att f är en kontinuerligt deriverbar, 2π-periodisk och komplexvärd

funktion av t. Dess Fourierserie (3.11) konvergerar om det för partialsumman

fN(t) =
N∑︂

m=−N

ame
imt gäller för varje t att fN(t) −→ f(t) då N −→ ∞.

Nu eftersom fN är en ändlig summa så kan integralen och summan byta plats:

fN(t) =
N∑︂

m=−N

ame
imt =

N∑︂
m=−N

eimt 1
2π
(

∫︂
0

2π

f(s)e−ims ds)

=

∫︂
0

2π

(
N∑︂

m=−N

eimt 1
2π
f(s)e−ims) ds =

∫︂
0

2π

f(s)(
N∑︂

m=−N

1
2π
eim(t−s)) ds.

Vi ser närmare på summan och gör variabelbytet t− s = u:

SN(u) =
N∑︂

m=−N

1
2π
eim(u) = 1

2π
(cos(−Nu) + isin(−Nu) + ...+ 1 + ...+ cos(Nu)

+isin(Nu)) = 1
2π
(cos(Nu)− isin(Nu) + ...+ 1 + ...+ cos(Nu) + isin(Nu))

= 1
2π
(1 + 2cos(u) + 2cos(2u) + ...+ 2cos(Nu)). Därmed∫︂

0

2π

SN(u) du =

∫︂
0

2π
1
2π
(1 + 2cos(u) + 2cos(2u) + ...+ 2cos(Nu)) du

= 1
2π
(

∫︂
0

2π

1 du+

∫︂
0

2π

2cos(u) du+

∫︂
0

2π

2cos(2u) du+ ...+

∫︂
0

2π

2cos(Nu) du)

= 1
2π

∫︁ 2π

0
1 du = 1.

Nu eftersom

sin((m+ 1
2
)u)−sin((m− 1

2
)u) = sin(mu)cos(u

2
)+cos(mu)sin(u

2
)−sin(mu)cos(u

2
)

+cos(mu)sin(u
2
) = 2cos(mu)sin(u

2
) ⇔ 2cos(mu) =

sin((m+ 1
2
)u)−sin((m− 1

2
)u

sin(u
2
)

) ⇔

SN(u) =
1
2π
(1+2cos(u)+2cos(2u)+ ...+2cos(Nu)) = 1

2π
(1+

sin((1+ 1
2
)u)−sin((1− 1

2
)u

sin(u
2
)

+
sin((2+ 1

2
)u)−sin((2− 1

2
)u

sin(u
2
)

+ ...+
sin((N−1+ 1

2
)u)−sin((N−1− 1

2
)u

sin(u
2
)

+
sin((N+ 1

2
)u)−sin((N− 1

2
)u

sin(u
2
)

)

= 1
2π
(
sin(u

2
)

sin(u
2
)
+

sin(( 3
2
)u)−sin(( 1

2
)u

sin(u
2
)

+
sin(( 5

2
)u)−sin(( 3

2
)u

sin(u
2
)

+ ...+
sin((N− 1

2
)u)−sin((N− 3

2
)u

sin(u
2
)

+
sin((N+ 1

2
)u)−sin((N− 1

2
)u

sin(u
2
)

) = 1
2π
(
sin((N+ 1

2
)u)

sin(u
2
)

) =
sin((N+ 1

2
)u)

2πsin(u
2
)

.

Det gäller därmed för fN och f , med �xerat t ∈ [0, 2π] :
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f(t)− fN(t) = f(t)−
∫︂
0

2π

f(s)SN(t− s) ds

= f(t)

∫︂
0

2π

SN(t− s) ds−
∫︂
0

2π

f(s)SN(t− s) ds

=

∫︂
0

2π

f(t)SN(t− s) ds−
∫︂
0

2π

f(s)SN(t− s) ds=

∫︂
0

2π

(f(t)− f(s))SN(t− s) ds

=

∫︂
0

2π

(f(t)− f(s))
sin((N+ 1

2
)(t−s))

2πsin( t−s
2

)
ds.

Eftersom f´(t) är kontinuerlig gäller enligt l'Hopitals regel att

lim
s→t

(f(t)−f(s)

sin( t−s
2

)
) = lim

u→0
(f(u+t)−f(t)

sin(u
2
)

) = lim
u→0

( f ′(u+t)
1
2
cos(u

2
)
) = 2f ′(t).

Vi sätter g(s) = f(t)−f(s)

sin( t−s
2

)
, så att g är integrerbar på [0, 2π]. Nu gäller∫︂

0

2π

(f(t)− f(s))
sin((N+ 1

2
)(t−s))

2πsin( t−s
2

)
ds =

∫︂
0

2π

g(s)
sin((N+ 1

2
)(t−s))

2π
ds

= 1
2π

∫︂
0

2π

g(s)sin(N(t− s) + 1
2
(t− s)) ds

= 1
2π

∫︂
0

2π

g(s)cos(1
2
(t− s))sin(N(t− s)) ds

+ 1
2π

∫︂
0

2π

g(s)sin(1
2
(t− s))cos(N(t− s)) ds.

Eftersom g(s)cos(1
2
(t−s)) och g(s)sin(1

2
(t−s)) är integrerbara på intervallet

[0, 2π] ger Lemma 3.3 att

f(t)− fN(t) =
1
2π

∫︂
0

2π

g(s)cos(1
2
(t− s))sin(N(t− s)) ds

+ 1
2π

∫︂
0

2π

g(s)sin(1
2
(t− s))cos(N(t− s)) ds−→ 0, då N → ∞,

dvs. fN(t) −→ f(t), då N → ∞.

Därmed är satsen bevisad. 2

Eftersom funktioner ur (3.1) är kontinuerligt deriverbara, 2π-periodiska, kom-

plexa funktioner, så konvergerar deras Fourierserier till f(t). Därmed är f(t) en

m-faldig symmetrisk funktion som kan representeras som en superposition av

vågor. För att kunna skriva funktioner ur (3.1) som plana vågfunktioner, vars

Fourierserier konvergerar till f(x, y), kan den tvådimensionella motsvarigheten

till Fourierserien (3.11) skrivas i formen (3.8) som löser (3.4).



KAPITEL 3. VÅGOR I PLANET 29

Man kan nämligen visa att Fourierserien för plana vågor är:

f(z) =
∞∑︂

n=−∞

∞∑︂
m=−∞

an,me
2πi(nx+my), där x = Re(z), y = Im(z) och n,m ∈ Z,

(3.12)

med Fourierkoe�cienterna

an,m =
1

4π2

∫︂
0

2π∫︂
0

2π

f(z)e−2πi(nx+my) dx dy.

De tvådimensionella Fourierkoe�cienterna fås på samma sätt som de endi-

mensionella med en,m(z) := e2πi(nx+my):

⟨f, en,m⟩ = ⟨an,men,m, en,m⟩ = an,m ∥en,m∥2 = an,m(2π)
2, därmed är an,m =

1
4π2

∫︂
0

2π∫︂
0

2π

f(z)e−2πi(nx+my) dx dy. Genom att sätta krav på vad Fourierkoe�ci-

enterna an,m i (3.12) kan vara, så formas vågorna e2πi(nx+my) att vara invarianta

under olika symmetrier.

3.3 Gruppgenomsnitt

En funktion kan vara invariant under många olika symmetrier. Därför, istället

för att identi�era alla olika symmetrier som en funktion är invariant under, så är

det lättare att visa isomor� mellan punktgrupper. [1][8]

De�nition 3.5. Anta att G är en ändlig punktgrupp i det komplexa planet med

n stycken element, f är en funktion de�nierad i något område på det komplexa

planet. Då är gruppgenomsnittet av f över G:

f̂(z) =
1

n

∑︂
g∈G

f(g(z)). (3.13)

[1][5]

Gruppgenomsnittet används för att skapa projektionsoperatorer som avbildar

f på punktgruppen G. [1]

Sats 3.6. Gruppgenomsnittet (3.13), är invariant under varje symmetri i G.

Bevis. Vi väljer f och G enligt De�nition 3.5. För alla symmetrier α ∈ G gäller

f̂(α(z)) = 1
n

∑︁
g∈G f(g(α(z))) =

1
n
(f(g1(α(z))) + f(g2(α(z))) + ...)

= 1
n
(f((g1 ◦ α)(z)) + f((g2 ◦ α)(z)) + ...) = 1

n

∑︁
g◦α∈G f((g ◦ α)(z)).
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Eftersom sammansättningen av två symmetrier i G är en symmetri i G, g◦α =

h ∈ G :

f̂(α(z)) = 1
n

∑︁
g◦α∈G f((g◦α)(z)) =

1
n

∑︁
h∈G f(h(z)) = f̂(z).Därmed är f̂(α(z)) =

f̂(z), gruppgenomsnittet är invariant under varje symmetri i G. 2

De enda möjliga symmetrierna för en plan symmetrigrupp är; translationer,

rotationer, speglingar och glidre�ektioner, vilka är isomorfa till endera punkt-

gruppen Dp eller Cp [8]. Om G = Dp eller G = Cp i (3.13) ger Sats 3.6 att

gruppgenomsnittet är invariant under de fyra olika symmetrierna. Detta tillsam-

mans med Sats 2.14, leder till att funktioner som är invarianta under symmetrier

i planet kan hittas genom att ta gruppgenomsnittet för f över antingen Dp eller

Cp, där p = 1, 2, 3, 4 eller 6.

Exempel 3.7. Vi väljer en funktion fN,M enligt Fourierserien för plana vågor

(3.12), men i formen av ändliga summor:

fN,M(z) =
N∑︂

n=−N

M∑︂
m=−M

an,me
2πi(nx+my), där x = Re(z), y = Im(z) ochN,M ∈ Z+∪{0}.

Vi skapar ett mönster som är invariant under vertikal speglingssymmetri:

σ2(z) = σy(z) = e
2πi
2 z̄ = eπi(x− iy) = −x+ iy

σ2
y(z) = −σy(z) = −(−z̄) = z. Därmed ⟨σy, ◦⟩ ∈ C2. Då genom att ta gruppge-

nomsnittet för fN,M över C2

f̂N,M(z) =
1

2

∑︂
σy∈C2

fN,M(σy(z)),

kan det lösas ut funktioner som är invarianta under vertikal speglingssymmetri.

Det gäller även att

f̂N,M(z) =
fN,M(σy(z)) + fN,M(σ2

y(z))

2
=

fN,M(σy(z)) + fN,M(z)

2
.

Nu om fN,Mσy(z)) = fN,M(z), så f̂N,M(z) =
fN,M (z)+fN,M (z)

2
= fN,M(z). Då,

eftersom f̂N,M(z) är invariant under vertikal speglingssymmetri (Sats 3.6), så

är även fN,M invariant under vertikal speglingssymmetri. Med andra ord måste

fN,M(z) = fN,M(σy(z)) ⇔∑︁N
n=−N

∑︁M
m=−M an,me

2πi(nx+my) =
∑︁N

n=−N

∑︁M
m=−M an,me

2πi(n(−x)+my). Men det

�nns ett enklare sätt.
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De�nierar en,m(z) := e2πi(nx+my), då är ên,m(z) =
en,m(z)+en,m(σy(z))

2

= e2πi(nx+my)+e2πi(n(−x)+my)

2
invariant under vertikal speglingssymmetri enligt Sats

3.6. Då är det enda som krävs för att säkerställa att fN,M är invariant under

vertikal speglingssymmetri, att välja att varje en,m(z), en,m(σy(z)) par har sam-

ma Fourierkoe�cienter. Ser på exponenterna: nx +my och −nx +my ⇔ an,m

och a−n,m. Så om nu an,m =a−n,m = a, gäller det i summan för varje en,m(z),

en,m(σy(z)) par:

an,me
2πi(nx+my) + a−n,me

2πi(n(−x)+my) = a(e2πi(nx+my) + e2πi(n(−x)+my))

= a e2πi(nx+my)+e2πi(n(−x)+my)

2
+ a e2πi(nx+my)+e2πi(n(−x)+my)

2
= aên,m(z) + aên,m(z), som

är invarianta under vertikal speglingssymmetri.

Funktionen fN,M är invariant under vertikal speglingssymmetri när an,m =

a−n,m. Nu resulterar detta i väldigt olika mönster beroende på valen av hur många

termer av an,m som inkluderas, samt vilka av dem som sätts att följa an,m =

a−n,m :

1. Ritar ut för N = 2, M = 2, där a2,0 = a−2,0 = 1, a−1,2 = a1,2 = 2 och alla

an,m = 0 för an,m ̸= a−n,m :

fN,M(z) = e2πi(−2x) + 2e2πi(−x+2y) + 2e2πi(x+2y) + e2πi(2x).

2. Ritar ut för N = 3, M = 3, där a3,0 = a−3,0 = 1, a−1,3 = a1,3 = 2 och alla

an,m = 0 för an,m ̸= a−n,m :

gN,M(z) = e2πi(−3x) + 2e2πi(−x+2y) + 2e2πi(x+2y) + e2πi(3x).

3. Ritar ut för för N = 5, M = 5, där a3,5 = a−3,5 = 3, a−1,3 = a1,3 = 2 och

alla an,m = 0 för an,m ̸= a−n,m :

hN,M(z) = 2e2πi(−x+2y) + 2e2πi(x+2y) + 3e2πi(3x+5y) + 3e2πi(−3x+5y).

I �gur 3.3 �nns dessa tre olika funktioners mönster utritade i fasporträtt där

respektive origo är markerat med en punkt. Det kan tydligt ses på bilderna att

det alla föreställer mönster med vertikal speglingssymmetri. Genom att föreställa

sig en vertikal linje som går igenom origo så kan det observeras att vardera

mönstret hålls likadant vid en vertikalspegling.
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Stapeln med värden från -3 till 3 visar vilka färger i fasporträttet som motsva-

rar respektive vinkelfrekvens. I �gur 3.3 och alla kommande fasporträtt är vinkel-

frekvensen mellan [−π, π], detta eftersom de plana symmetrimönstren består av

2π−periodiska vågor.

Figur 3.3: Mönster från Exempel 3.6, fasporträtten är utritade för x, y ∈ [−1, 1].

I Exempel 3.6 beskrivs hur, genom att sätta krav på Fourierkoe�cienterna,

olika mönster kan skapas. Detta kallas för receptet till att skapa plana symmet-

rifunktioner. I Exempel 3.6 var receptet för vertikala speglingssymmetrimönster

an,m = a−n,m.

Innan gruppgenomsnittet kan användas för att identi�era de 17 plana sym-

metrigrupperna, måste det förtydligas vilka möjliga gitter de kan tillhöra samt

kraven för dessa gitter.



Kapitel 4

Gitteregenskaper

I Kapitel 2 togs det upp vad gitter är för något, nu behandlas det vilka möjliga

gitter det �nns för plana symmetrigrupper. Eftersom en plan symmetrigrupp

byggs upp av två linjärt oberoende translationer och dess gitter måste kunna

skrivas i formen (2.1), så kan det antas att vektorerna (k1, k2) som bygger upp

gittret spänner upp ett gitter i grundformen av ett parallellogram (se �gur 4.1).

[9]

Figur 4.1: Vektorerna som spänner upp gittret (2.1).

33



KAPITEL 4. GITTEREGENSKAPER 34

4.1 De fem plana gittren

Formen på gittret i �gur 4.1 är inte den enda möjliga formen på gittret för plana

symmetrigrupper. Plana mönster är invarianta under exakt fem plana gitter .

[1][7][8][9]

Sats 4.1. Om ett plant mönster är invariant under ett gitter

Λk1,k2 = {ak1 + bk2 | a, b ∈ Z} ,

så har vektorerna i gittret (k1, k2) någon av de fem egenskaperna:

1. ∥k1∥ < ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥, det allmänna gittret,

2. ∥k1∥ < ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥, det rektangulära gittret,

3. ∥k1∥ = ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥, det rombiska gittret,

4. ∥k1∥ = ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥, det kvadratiska gittret,

5. ∥k1∥ = ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥, det hexagonala gittret.

[9]

Bevis. Antag att den plana symmetrigruppen G spänns upp av ett gitter

Λk1,k2 = {ak1 + bk2 | a, b ∈ Z} . Eftersom basen till gittret består av vektorer

med minsta möjliga längd, så väljs vektorn k1 som den kortaste möjliga vek-

torn i gittret och vektorn k2 väljs att den är så liten som möjligt utifrån detta,

0 < ∥k1∥ ≤ ∥k2∥ .
Translationerna i G är linjärt oberoende så vektorerna i Λk1,k2 måste även vara

det ak1 ̸= bk2 ⇔ ak1 − bk2 ̸= 0. Därmed gäller 0 < ∥k1 − k2∥ och 0 < ∥k1 + k2∥ .
Beroende på hur stor vinkeln är mellan basvektorerna så är antingen ∥k1 − k2∥ ≤
∥k1 + k2∥ eller ∥k1 + k2∥ ≤ ∥k1 − k2∥ , väljer att ∥k1 − k2∥ ≤ ∥k1 + k2∥ och där-

med spänns gittret upp av basvektorer där vinkeln mellan dem är mindre eller

lika med 90° (och större än noll). Tillsammans går dessa krav att skrivas som

0 < ∥k1∥ ≤ ∥k2∥ ≤ ∥k1 − k2∥ ≤ ∥k1 + k2∥ .

De olika möjligheterna är:

1. ∥k1∥ < ∥k2∥ , som leder till möjligheterna
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(a) ∥k1∥ < ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥: det allmänna gittret.

(b) ∥k1∥ < ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥: det rektangulära gittret.

(c) ∥k1∥ < ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥:

Skapar ett gitter med de minsta möjliga vektorerna (a1, a2)med kravet

∥a1∥ < ∥a2∥ = ∥k1 − a2∥ < ∥a1 + a2∥ . I �gur 4.2 �nns punkterna

till detta gitter utritat. De blåa linjerna representerar det rombiska

gittret som byggs upp av vektorerna (k1, k2) som följer kravet ∥k1∥ =

∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥ . Det är tydligt att de två gittren går

att beskriva med exakt samma punkter och därmed måste de vara

samma gitter med olika baser.

I �gur 4.2 kan det ses att kraven för de olika vektorerna leder till vad

som ser ut som det rektangulära gittret men med en gitterpunkt även

i mitten av rektangeln. Detta är orsaken varför det rombiska gittret

även kallas för det centralt-rektangulära gittret. [1][9]

Detta krav leder därmed till det rombiska gittret.

(d) ∥k1∥ < ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥:

Med enkel geometri kan en triangel skapas av vektorerna k1 + k2,

k1 − k2 och −2k2. Där ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥ = x och då är

∥−2k2∥ =| −2 | ∥k2∥ = 2 ∥k2∥ = 2x. Med cosinussatsen kan vinkeln α

mellan −2k2 och k1 + k2 beräknas:

∥k1 − k2∥2 = ∥k1 + k2∥2 + ∥−2k2∥2 − 2 ∥k1 + k2∥ ∥−2k2∥ cos(α)

x2 = x2+4x2−4x2cos(α) ⇔ 1 = 1+4−4cos(α) ⇔ −4 = −4cos(α) ⇔
cos(α) = 1 ⇔ α = 0 + 2nπ, n ∈ Z. Men 0 < α < π, och därmed kan

inte ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥ gälla samtidigt. Lösning saknas.

2. ∥k1∥ = ∥k2∥ , som leder till möjligheterna

(a) ∥k1∥ = ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥: det rombiska gittret.

(b) ∥k1∥ = ∥k2∥ < ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥: det kvadratiska gittret.

(c) ∥k1∥ = ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥: det hexagonala gittret.

(d) ∥k1∥ = ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥: lösning saknas, se 1d).

De enda möjliga gittren för en plan symmetrigrupp är det allmänna , rektangu-

lära, rombiska, kvadratiska och hexagonala gittret. 2
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Figur 4.2: Specialfallet 2a) och 1c) ur Sats 3.1 utritade i jämförelse.

I �gur 4.3 är de olika gittrens vektorer utritade i olika riktningar. Gittren

kan roteras så att vektorerna går åt en godtyckligt vald riktning i planet, men i

samma förhållande till varandra. Dessa gitterrepresentationer är endast för att

visa formen på respektive gitter, lättast för beräkningar är att hänvisa till att k1
rör sig längs den horisontella axeln.

De fem plana gittren har benämningarna i Sats 4.1 utifrån formen på respek-

tive gitter, se �gur 4.3. Kravet ∥k1 − k2∥ = ∥k1 + k2∥ resulterar i att ∠(k1, k2) =
∠(k1,−k2), därmed k1·k2

∥k1∥∥k2∥ = k1·(−k2)
∥k1∥∥−k2∥ ⇔

k1·k2
∥k1∥∥k2∥ = −(k1·k2)

∥k1∥∥k2∥ ⇔ k1 ·k2 = −(k1 ·k2)
⇔ 2(k1 · k2) = 0 ⇔ k1 · k2 = 0. Vinkeln mellan k1 och k2 måste därmed vara 90°.

Detta resulterar i ett rektangulärt gitter (∥k1∥ < ∥k2∥) för nummer två och ett

kvadratiskt gitter (∥k1∥ = ∥k2∥) för nummer fyra.
För resten av gittren gäller ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥, därmed måste 0 < ∠(k1, k2)

< 90° och 90° < ∠(k1,−k2) < 180° . I det allmänna gittret så är vektorernas

längder inte lika långa ∥k1∥ < ∥k2∥, vilket resulterar i ett parallellogram mönster.

Detta är orsaken varför det allmänna gittret även kallas för parallellogramgittret.

Det rombiska gittret har däremot lika långa basvektorer, ∥k1∥ = ∥k2∥ , vilket
resulterar i ett rombiskt format mönster. Slutligen för det hexagonala gittret så

gäller ∥k1∥ = ∥k2∥ = ∥k1 − k2∥, därmed formar vektorerna en liksidig triangel.

Men eftersom ∥k1 − k2∥ < ∥k1 + k2∥ , är gittret i formen av romber som byggs

upp av liksidiga trianglar.
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Figur 4.3: De fem plana gittrens uppbyggnad med vektorerna (k1, k2).

Nu kan basvektorerna bestämmas för de olika gittren, använder beteckningar

enligt �gur 4.4. Vill skriva gittren i en så enkel form som möjligt, basvektorerna

skall vara kortaste möjliga translationerna i gittren och utgår därmed ifrån att

k1 = 1 och ser om det med egenskaperna i Sats 4.1 går att hitta en motsvarande

basvektor k2.

För det kvadratiska gittret är det enklast att välja basvektorerna som (k1, k2) =

(1, i). Eftersom i ett komplext koordinatsystem är vinkeln mellan 1 och i, och

vinkeln mellan 1 + i och 1 − i, α = β = 90°. Det rektangulära gittret följer

samma logik men nu skall ∥k1∥ < ∥k2∥ och därmed väljs basvektorerna som

(k1, k2) = (1, ki), där k ∈ R\[−1, 1].

För de tre resterande gittren gäller 0 < α < 90° och 90° < β < 180°. Ur kravet

för α följer att om k1 = 1 så måste k2 = c+di, c, d ∈ R. För det allmänna gittret
räcker kravet att d ̸= 0 och då väljs basvektorerna som (k1, k2) = (1, c+di). Värt

att notera är att om c = 0 fås det rektangulära gittret och om därpå d = 1 fås

det kvadratiska gittret.
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För det hexagonala gittret så bildas en liksidig triangel om vektorerna k1, k2

och k1−k2 skrivs efter varandra, därmed är α = 60°. Nu kan k2 = c+di beräknas

med hjälp av den skalära produkten:

k1·k2 = ∥k1∥ ∥k2∥ cos(α) = ∥k1∥2 cos(60°) = cos(60°) = 1
2
⇔ 1

2
= k1·k2 = 1·c+0·d

= c. Nu ger Pythagoras sats i ett komplext koordinatsystem:

c2 + d2 = ∥k2∥2 = ∥k1∥2 = 1 ⇔ d = ±
√
1− c2 = ±

√︂
1− (1

2
)2 = ±

√
3
2
.

Eftersom ω3 = e
2πi
3 = cos(2π

3
) + isin(2π

3
) = −1

2
+

√
3
2
i, så kan vi välja att

d = −
√
3
2

och därmed är k2 = −ω3. Men för att kunna förenkla k2 väljer vi

att gittret spänns upp av k1 och −k2. Som det kan ses i �gur 4.3, resulterar

detta fortfarande i det hexagonala gittret och därmed blir vinkeln mellan k1 och

k2 120°, c = −1
2
och vi kan välja d =

√
3
2
. Därmed skrivs basvektorerna i det

hexagonala gittret Λk1,−k2 som (k1,−k2) = (1, ω3).

Slutligen återstår det rombiska gittret. Istället för att utgå ifrån att k1 = 1

så utgår vi istället ifrån att (k1, k2) = (l+pi, c+di), l, p, c, d ∈ R. Detta eftersom
∥k1∥ = ∥k2∥ och på grund av det rombiska gittrets unika egenskap att k1 − k2

och k1+k2 bildar en rektangel, se �gur 4.2. Skriver om k1−k2 = (l−c)+(p−d)i

och k1+k2 = (l+c)+(p+d)i. Det rektangulära gittret har basvektorerna (1, ki),

där k ∈ R\{0}. Därmed måste (k1 + k2, k1 − k2) = (1, ki) för att de skall bilda

en rektangel. Får därmed ekvationssystemet⎧⎨⎩(l + c) + (p+ d)i = 1 (r1)

(l − c) + (p− d)i = ki (r2).

Den imaginära delen av (r1) försvinner om p = −d och den reella delen av

(r2) försvinner om (l = c). Sätter in och löser (r1): 2l = 1 ⇔ l = 1
2
= c. Sätter in

och löser (r2): 2pi = ki ⇔ p = k
2
= −d. Basvektorerna för det rombiska gittret

kan skrivas som (k1, k2) = (1
2
+ pi, 1

2
− pi), p ∈ R\{0}.
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Figur 4.4: Basvektorerna för ett gitter Λk1,k2 utritade, där k1+k2 och k1−k2 har

förskjutits kring en punkt B för visuell tydlighet.

De�nition 4.2. De fem plana gittren är

1. Det allmänna gittret;

A= {a + b · (c + di) | a, b ∈ Z, c, d ∈ R, d ̸= 0}, (4.1)

2. Det rektangulära gittret

R= {a + b · ki | a, b ∈ Z, k ∈ R\[−1, 1]}, (4.2)

3. Det rombiska gittret

M=

{︃
a · (1

2
+ pi) + b · (1

2
− pi) | a, b ∈ Z, p ∈ R\{0}

}︃
, (4.3)

4. Det kvadratiska gittret

G= {a + bi | a, b ∈ Z}, (4.4)

5. Det hexagonala gittret

E=
{︂
a + bω3 | a, b ∈ Z, ω3 = e

2πi
3

}︂
. (4.5)

[1]
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4.2 Gittervågor

Nu är det dags att kombinera vad som har tagits upp hittills för att skapa plana

vågfunktioner som är invarianta under ett visst gitter, plana symmetrifunktioner.

Söker, för ett gitter Λk1,k2 (2.1) där k1 och k2 är två linjärt oberoende vektorer

skrivna i komplex form, funktioner f så att mängden egenfunktioner (3.4), av

Laplace operatorn, har perioderna k1 och k2. Därmed måste egenfunktionerna

satis�era periodvillkoret (3.5) f(z + k1) = f(z + k2) = f(z), z ∈ C, vilket är de
plana vågfunktionerna fv⃗ (3.9). Men de är uttryckta med (x,y) och (n,m), vill nu

uttrycka dem med (k1, k2) istället. [1]

Skriver om för z⃗ = (x, y), v⃗ = (n,m) :

fv⃗(z⃗) = e2πiz⃗·v⃗ = e2πi(nx+my) = e2πiRe(v·z) = e2πiRe(z·v), där v = n+mi

och z = x+ yi.

Vi måste välja två frekvensvektorer v1, v2 som är så små som möjligt och som

satis�erar periodvillkoret (3.5). Kortaste möjliga perioden v⃗0 = kv⃗, för v⃗, fås då:

v⃗ · v⃗0 = 1 ⇔ v⃗ · kv⃗ = 1 ⇔ | k || v⃗ |2= 1 ⇔ | k |= 1
|v⃗|2 ⇔ v⃗0 = kv⃗ = ± v⃗

|v⃗|2 . Som

stämmer för fv⃗(z⃗ ± v⃗
|v⃗|2 ) = e

2πi(z⃗± v⃗
|v⃗|2

)·v⃗
= e

2πiz⃗·v⃗±2πi v⃗·v⃗
|v⃗|2 = e2πiz⃗·v⃗±2πi

= e2πiz⃗·v⃗ = fv⃗(z⃗). Därmed fås minsta möjliga fv⃗(z⃗) när z⃗ = v⃗
|v⃗|2 och då blir

Re(vz) = Re(v v
|v|2 ) = 1.

För att satis�era (3.5) väljs v1, v2 så att v1 ⊥ k2 och v2 ⊥ k1, se �gur 4.5. Då

gäller för exponenterna för den plana vågfunktionen f(v1,v2)(k1, k2):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Re(k1 · v1) = 1

Re(k1 · v2) = 0

Re(k2 · v2) = 1

Re(k2 · v1) = 0,

som alla kan skrivas om med z+z
2

= x+yi+x−yi
2

= x = Re(z) :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Re(k1 · v1) = k1v1+k1v1
2

= 1

Re(k1 · v2) = k1v2+k1v2
2

= 0

Re(k2 · v2) = k2v2+k2v2
2

= 1

Re(k2 · v1) = k2v1+k2v1
2

= 0

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k1v1 + k1v1 = 2 (i)′

k1v2 + k1v2 = 0 (ii)′

k2v2 + k2v2 = 2 (iii)′

k2v1 + k2v1 = 0 (iv)′.

Multiplicerar och subtraherar k2(i)′ − k1(iv)
′ :
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k2k1v1 + k2k1v1 − k2k1v1 − k1k2v1 = 2k2 ⇔ v1(k2k1 − k1k2) = 2k2 ⇔
v1 =

2k2
k2k1−k1k2

.

Samt multiplicerar och subtraherar k2(ii)′ − k1(iii)
′ :

k2k1v2 + k2k1v2 − k2k1v2 − k1k2v2 = −2k1 ⇔ v2(k2k1 − k1k2) = 2k2 ⇔
v2 =

−2k1
k2k1−k1k2

.

Nu kan v1 och v2 omskrivas, eftersom z−z
2i

=x+yi−x+yi
2i

= y = Im(z) :

v1 =
2k2

k2k1−k1k2
= ik2

k1k2−k2k1
2i

= ik2
Im(k1k2)

, och v2 =
−2k1

k2k1−k1k2
= ik1

k2k1−k1k2
2i

= ik2
Im(k2·k1)

. Därmed ⎧⎨⎩v1 =
ik2

Im(k1·k2)

v2 =
ik1

Im(k2·k1)
.

(4.6)

Nämnarna i (4.6) får inte vara 0, kan visas med kryssprodukten mellan två

vektorer x1, x2:

Im(x1 · x2) =| x1 || x2 | sin(≺ (x1, x2)) = 0 ⇔ ≺ (x1, x2) = π + 2nπ, n ∈ Z.
Eftersom k1 och k2 är linjärt oberoende så kan varken ≺ (k2 · k1) = π+2nπ eller

≺ (k1 · k2) = π + 2nπ.

I �gur 4.5 spänns (v1, v2) planet upp av koordinataxlarna X,Y. Eftersom v1 ⊥
k2, är konstanta X parallella med k2 basvektorn och X kan skrivas med något

a ∈ C som X = ak1. På samma vis är konstanta Y parallella med basvektorn

k1 och Y kan skrivas med något b ∈ C som Y = bk2. Då genererar vektorerna v1

och v2 i (4.6) det duala gittret till Λk1,k2 . [1]

Det duala gittret till Λk1,k2 byggs upp av Span( Λk1,k2), de minsta möjliga lin-

jära kombinationerna som tillhör Λk1,k2 . Nu genom att de�niera z ∈ Span(Λk1,k2),

med gitterkoordinaterna [X,Y], som z = Xk1 + Y k2, har varje fv⃗(z⃗) = e2πiz⃗·v⃗ =

e2πi(nX+mY ) perioderna k1 och k2.Med andra ord består dessa funktioner av vågor

periodiska till Λk1,k2 , betecknar dem som

En,m(z) = e2πi(nX+mY ). (4.7)
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Figur 4.5: Vektorerna k1, k2 som spänner upp gittret Λk1,k2 , samt vektorerna v1, v2
som spänner upp det duala gittret till Λk1,k2 .

Perioderna till (4.7) innehåller alla komplexa tal i gittret Λk1,k2 . Gitterkoor-

dinaterna fås genom att ta den skalära produkten av z och v1 respektive v2:

z · v1 = Re(z · v1) = Re(X − Y i
Im(k1·k2)

) = X, z · v2 = Re(z · v2)
= Re(−X i

Im(k2·k1)
+ Y ) = Y ⇔⎧⎨⎩X = Re(z · v1)

Y = Re(z · v2).

[1]



Kapitel 5

De 17 plana symmetrigrupperna

Komplexa funktioner i planet betraktas över gitter, där de med hjälp av pe-

riodiska vågor (4.7) och Fouriertransformationer an,m (3.12) kan skrivas ut som

superpositioner. Tillsammans med gruppgenomsnittet (3.13), kan olika superspo-

sitioner av vågor väljas för att skapa vågor med speci�ka symmetrier. Från och

med nu kommer samma dubbelsumma att förekomma �era gånger, de�nierar

därmed ∑︂
N,M

:=
N∑︂

n=−N

M∑︂
m=−M

, där N,M ∈ Z+ ∪ {0}.

Ett funktionsrum kan de�nieras som en superposition av vågorna i formen

(4.7), då kallas funktioner i funktionsrummet för gittervågor :

FG =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| an,m ∈ C, z = Xk1 + Y k2

}︄
, (5.1)

där En,m = e2πi(nX+mY ) (4.7) och (k1, k2) är två linjärt oberoende basvektorer.

Alla funktioner f ∈ FG i (5.1) är invarianta under den plana symmetrigruppen

G som agerar på gittret Λk1,k2 . Då har G den translationella undergruppen

Tk1,k2 (2.4), med translationerna τk1(z) = z + k1 och τk2(z) = z + k2. [1]

De plana symmetrigrupperna benämns enligt IUC-notationen (International

Union of Crystallographers) prvh, där p är en primitiv cell med benämning p eller

c, r beskriver ordningen för dess rotation, v beskriver spegling eller glidre�ektion i

vertikal riktning och h beskriver spegling eller glidre�ektion i horisontell riktning.

En etta på v- eller h- platsen markerar att varken speglingar eller glidre�ektioner

43
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�nns, men oftast skrivs inte ettan ut. Ettm på v- eller h- platsen betyder däremot

att speglingar �nns och ett g betyder att glidre�ektioner �nns. [1][8][9]

En primitiv cell är minsta möjliga delen av ett gitter som kan, vid påverkan

av enhetstranslationerna i ett gitter, återskapa gittret utan överlappningar. Den

enda situationen där benämningen c för den primitiva cellen �nns med är för det

rombiska gittret, eftersom de består av centrala speglingar och därmed kallas för

centrerade celler. När de primitiva cellerna ritas ut kallas de för enhetsceller, där

enbart hörnen representerar punkterna i respektive gitter. [1][8][9]

Figur 5.1: Symboler som används vid utritandet av enhetcellerna.

5.1 Det allmänna och rektangulära gittret

Gittervågor (5.1) för det allmänna gittret A (4.1) har enhetstranslationerna

τ1(z) = z + 1 och τc+di(z) = z + c + di, där c, d ∈ R, d ̸= 0. Enhetstransla-

tionerna bygger upp den translationella undergruppen T1,c+di (2.4) till de plana

symmetrigrupperna ⟨p1, ◦⟩ och ⟨p2, ◦⟩ , där ⟨p1, ◦⟩ har gruppgeneratorn

p1 = ⟨τ1, τc+di⟩ . (5.2)

Från och med nu skrivs enbart de plana symmetrigruppernas generatorer ut,

eftersom alla plana symmetrigrupper per de�nition består av funktionssamman-

sättning ◦.
Den första plana symmetrigruppen p1 är en enkel grupp. Funktioner ur (5.1)

invarianta till den plana symmetrigruppen p1 (5.2) translateras endast i planet

och har därmed formen
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Fp1 =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| an,m ∈ C, z ∈ A

}︄
. (5.3)

[1]

Gitterkoordinaterna [X,Y] ur (5.3) är för den komplexa funktionen z = x+ iy

som transformeras

x + iy = X + Y (c + di) ⇔ X + Y c = x och Y d = y ⇔

⎧⎨⎩X = x− c
d
y

Y = y
d

.

Eftersom dessa är gitterkoordinaterna för det allmänna gittret är de även git-

terkoordinaterna för den andra möjliga plana symmetrigruppen i det allmänna

gittret, p2.

Det �nns inget recept för an,m i (5.3) till att skapa plana symmetrifunktio-

ner invarianta till p1. Detta eftersom funktionerna är invarianta endast under

enhetstranslationerna och ρ1 ∈ C1. Därmed skulle gruppgenomsnittet helt enkelt

vara f̂(z) = f(z), an,m ∈ C.

Figur 5.2: Enhetscellen för p1 och dess utritade plana mönster.

Den plana symmetrigruppen p2 fås genom att tillägga att funktioner till gitt-

ret A (4.1) även måste vara invarianta till tvåfaldiga rotationer ρ2 :

p2 = ⟨τ1, τc+di, ρ2⟩ . (5.4)

Nu krävs det ett recept för koe�cienterna an,m, eftersom ρ2 ∈ C2. Då, för funk-
tioner ur (5.3) som är invarianta under tvåfaldiga rotationer, gäller f(ρ2(z)) =
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f(e
2πi
2 z) = f(−z) =

∑︂
N,M

an,mE−n,−m. Och gruppgenomsnittet blir:

f̂(z) = f(z)+f(ρ2(z))
2

=
∑︁

N,M an,mEn,m+
∑︁

N,M an,mE−n,−m

2
, nu om En,m = E−n,−m ⇔

an,m = a−n,−m, så är f̂(z) = f(z). Därmed är funktioner ur (5.3) enligt Sats 3.6

invarianta under tvåfaldig rotationssymmetri om an,m = a−n,−m.

Varje plan symmetrifunktion med symmetrierna τ1, τc+di och ρ2 i det allmän-

na gittret A (4.1), kan skrivas som en superposition av plana symmetrivågor

ur

Fp2 =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| an,m = a−n,−m ∈ C, z ∈ A

}︄
. (5.5)

[1]

När det �nns rotationer med bland symmetrierna, märks det ut i enhetscellen

var dessa sker med så kallade rotationscentrum. De hittills beskrivna m-faldiga

rotationerna ρm är kring ursprungspunkten, men för rotationer som translateras

så �nns det ett rotationscentrum i translationspunkten v:

ρm,v(z) = ρm(z − v) + v. (5.6)

[1]

Detta eftersom τvρmτ
−1
v (z) = τv(ρm(z − v)) = ρm(z − v) + v, mönstret är

ekvivalent. För funktioner ur (5.5) som är invarianta under tvåfaldiga rotationer,

gäller ρ2,v(z) = ρ2(z − v) + v = −z + 2v.

Genom att transformera ρ2 , genom användning av det komplexa konjugatet,

med τ1 och τc+di, fås det ekvivalenta mönstret till gittret A :

τ1ρ2τ
−1
1 (z) = τ1(−(z − 1)) = −z + 2 · 1, och på samma sätt τc+diρ2τ

−1
c+di

= −z + 2(c + di), v = 1 eller v = c + di. Varje punkt i gittret är ett tvåfaldigt

rotationscentrum, det sker tvåfaldig rotation vid varje punkt i gittret.

Det är inte enbart punkterna i gittret som är tvåfaldiga rotationscentrum.

Eftersom ρ2τc+diτ1(z) = −z − 1− c− di, τ1ρ2(z) = −z + 1 och

τc+diρ2(z) = −z + c+ di även hör till p2, fås rotationscentrumen:

(τc+diτ1)(ρ2τc+diτ1)(τc+diτ1)
−1(z) = −z−1−c−di+2 ·(1+c+di) = −z−1−c−d

= −z + 2 · (1+c+di
2

), v = 1 + c+di
2

.

τc+di(τ1ρ2)τ
−1
c+di(z) = −z + 1 + 2(c+ di) = −z + 2(c+ di+ 1

2
), v = c+ di+ 1

2
,
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τ1(τc+diρ2)τ
−1
1 (z) = −z + c+ di+ 2 · 1 = −z + 2(1 + c+di

2
), v = 1 + c+di

2
.

Enhetscellen för p2 har därmed tvåfaldiga rotationscentrum även mellan

gitterpunkterna och i mitten av enhetscellen
(︁
1
2
, c+di

2

)︁
.

Figur 5.3: Enhetscellen för p2 och dess utritade plana mönster.

Gittervågor (5.1) för det rektangulära gittret R (4.2), har enhetstranslatio-

nerna τ1(z) = z+1 och τki(z) = z+ki, där k ∈ R\[−1, 1]. Enhetstranslationerna

bygger upp den translationella undergruppen T1,ki (2.4) till de plana symmetri-

grupperna pm, pg, pmm, pmg och pgg. Alla plana symmetrigrupper till gittret R
har någon sorts speglings- eller glidre�ektionssymmetri. Detta är eftersom grup-

pen som byggs upp av endast enhetstranslationerna hör till p1 (c = 0 och d = k)

och gruppen som byggs upp av enhetstranslationerna och en tvåfaldig rotation

hör till p2 (c = 0 och d = k) .

Plana symmetrigrupper med gittret R består enbart av endera horisontella

speglingar, vertikala speglingar eller glidre�ektioner. Detta eftersom om det skul-

le �nnas en rotation σα(z) = e2αiz, och en glidre�ektion γα(z) = e2αiz + re2αi,

där vinkeln 0 < α < π
2
, som går igenom ursprungspunkten.

För speglingar överlag gäller σ(σ(z)) = z ⇔ σ(z) = σ(z)−1. Därmed

σατ1σ
−1
α (z) = σατ1σα(z) = σα(e

2αiz+1) = z+e2αi,τe2αi måste vara en translation

i gittret.

Och för glidre�ektionen:

γατ1γ
−1
α (z) = γα(e

2αi(z − e2αi)+1 = γα(e
2αiz−1+1) = e2αie−2αiz+e2αi = z+e2αi,

τe2αi måste vara en translation i gittret.
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τe2αi ̸= τ1 eftersom 0 < α < π
2
, så τe2αi = τki ⇔ e2αi = ki ⇔ cos(2α) = 0 och

sin(2α) = k ⇔ α = π
4
och sin(2α) = 1, k = 1 gittret är kvadratiskt.

Introduktion av antingen en vertikal eller horisontell spegling leder till den

plana symmetrigruppen

pm = ⟨τ1, τki, σy⟩ ∼= ⟨τ1, τki, σx⟩ . (5.7)

Gruppen (5.7) genereras av τ1, τki, σx och σy, benämningen pm kan stå för

både p1m11 eller p11m1, båda förkortas till pm och är isomorfa.

Eftersom σx, σy ∈ C2 så fås receptet för att skapa funktioner invarianta till

pm genom att ta gruppgenomsnittet för funktioner ur (5.1) när z ∈ R :

f(σy(z)) = f(−z) =
∑︂
N,M

an,mE−n,m. Och gruppgenomsnittet blir:

f̂(z) = f(z)+f(σy(z))

2
=

∑︁
N,M an,mEn,m+

∑︁
N,M an,mE−n,m

2
, nu om En,m = E−n,m ⇔

an,m = a−n,m, så är f̂(z) = f(z). Därmed enligt Sats 3.6 är funktioner ur (5.1),

då z ∈ R, invarianta under vertikal speglingssymmetri om an,m = a−n,m.

Receptet för pm kunde även vara an,m = a−n,m om det istället togs gruppge-

nomsnittet för σx. Därmed är varje funktion f ur

Fpm =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ R; an,m = a−n,m ∈ C eller an,m = an,−m ∈ C

}︄
(5.8)

invariant under den plana symmetrigruppen pm (5.7) [1]. Gitterkoordinaterna

[X,Y] ur (5.1), när z ∈ R, är för den komplexa funktionen (som inte beror på

frevens) z = x+ iy:

x+ iy = X + Y (ki) ⇔

⎧⎨⎩X = x

Y = y
k

, vilka är gitterkoordinaterna för varje plan

symmetrigrupp med gittret R.

Enhetscellen för pm spänns upp av τ1 och τki. För funktioner ur (5.8) som är

invarianta under vertikala speglingar så går det speglingsaxlar mellan de vertikala

gitterpunkterna. Även speglingar kan ske mellan gitterpunkter, mellan v:

σm,v(z) = σm(z − v) + v, (5.9)
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eftersom τvσmτ
−1
v (z) = τv(σm(z − v)) = σm(z − v) + v. För funktioner ur (5.8)

som är invarianta under vertikala speglingar, gäller σy,v(z) = σy(z − v) + v

= −z + 2v,v ∈ R.
Eftersom σyτ1(z) = −z + 1 även hör till pm, så gäller:

τ1(σyτ1)τ
−1
1 (z) = −z+3 = −z+2(1+ 1

2
), v = 1+ 1

2
. Det går även speglingsaxlar

vertikalt mellan punkterna (1
2
, ki) och (1

2
, 0).

Figur 5.4: Enhetscellerna för pm och respektive utritade plana mönster.

Om det istället för en spegling sker en vertikal eller horisontell glidre�ektion

i gittret R, fås den plana symmetrigruppen

pg = ⟨τ1, γy⟩ ∼= ⟨τki, γx⟩ . (5.10)

Där γy(z) = −z+ ki
2
och γx(z) = z+ 1

2
, därmed γ2

y(z) = τki(z) och γ2
x(z) = τ1(z).

Fokuserar på de vertikala glidre�ektionerna och då gäller ur (5.1), när z ∈ R:
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En,m(γy(z)) = En,m(−(X + Y ki) + ki
2
) = En,m(−X + ki(Y + 1

2
)

= En,m([−X, Y + 1
2
]) = e2πi(−nX+mY+m

2
) = e2πi(−nX+mY )emπi = (−1)mE−n,m(z).

Genom gruppgenomsnittsmetoden leder detta till receptet an,m = (−1)ma−n,m.

För horisontella glidre�ektioner fås istället receptet an,m = (−1)nan,−m.

Därmed är varje funktion f ur

Fpg =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ R; an,m = (−1)ma−n,m ∈ C eller an,m = (−1)nan,−m ∈ C

}︄
(5.11)

invariant under den plana symmetrigruppen pg (5.10) [1]. Uppbyggnad av

enhetscellen för pg följer samma princip som för pm men istället för

speglingsaxlar så är det glidre�ektionsaxlar.

Figur 5.5: Enhetscellerna för pg och respektive utritade plana mönster.
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I Exempel 2.6 togs det upp att sammansättningen av två speglingar är en

rotation:

σp(σk(z)) = ρ kp
k+p

(z), därmed för en vertikal och en horisontell spegling gäller:

σx(σy(z)) = σ1(σ2(z)) = ρ 2
3
(z) = e3

2πi
2 z = −z = ρ2(z). Detta gäller även för

glidre�ektioner, därmed måste det i grupperna pm och pg vara antingen ver-

tikala eller horisontella speglingar/glidre�ektioner. Fler plana symmetrigrupper

invarianta under gittret R fås, då detta kombineras med de tidigare grupper-

na. Tilläggskravet att pm skall vara invariant under tvåfaldig rotation leder till

gruppen

pmm = ⟨τ1, τki, σy, ρ2⟩ = ⟨τ1, τki, σx, ρ2⟩ . (5.12)

Generatorerna betecknas som minsta möjliga mängd element som skapar

gruppen, gruppen pmm skapas av både vertikala och horisontella speglingar ef-

tersom σxρ2(z) = −z = σy och σyρ2(z) = z = σx. Därmed är minsta möjliga

beskrivningen av generatorn innehållande antingen σx eller σy.

De�nierar vågpaketet för tvåfaldig rotationssymmetri som

Tn,m =
En,m + E−n,−m

2
. (5.13)

Detta är gruppgenomsnittet över ρ2 ∈ C2 för z ∈ R, eftersom då är En,m(ρ2(z)) =

En,m(−(X + Y ki))= e2πi(−nX−mY ) = E−n,−m(z). Så receptet för tvåfaldig rota-

tionssymmetri för funktioner ur (5.1) , z ∈ R, är samma som för gruppen p2,

an,m = a−n,−m.

Gruppen pmm är även invariant under σy och σx, då eftersom Tn,m = En,m

när an,m = a−n,−m, så är Tn,m(σy(z)) = En,m(σy(z)) = E−n,m(z) = T−n,m(z). Och

på samma sätt för Tn,m(σx(z)) = En,m(σx(z)) = En,−m(z) = Tn,−m(z). Så för att

skapa funktioner ur (5.1) invarianta under pmm (5.12) så måste

Tn,m = T−n,−m = T−n,m = Tn,−m ⇔ an,m = a−n,−m = a−n,m = an,−m.

Därmed är varje funktion f ur

Fpmm =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ R; an,m = a−n,−m = a−n,m = an,−m∈ C

}︄
(5.14)
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invariant under den plana symmetrigruppen pmm (5.12) [1]. Enhetscellen för

pmm är en kombination av enhetcellen för p2 och pm, med samma metod (5.6)

och (5.9).

Figur 5.6: Enhetscellen för pmm och dess utritade plana mönster.

Introducerar en tvåfaldig rotation till pm och ser att γxρ2(z) = −z + 1
2
=

σy(z− 1
4
)+ 1

4
är en vertikal spegling kring 1

4
. Därmed fås namnet på nästa grupp

pmg = ⟨τ1, γy, ρ2⟩ ∼= ⟨τki, γx, ρ2⟩ . (5.15)

För funktioner ur (5.1) invarianta under pmg gäller an,m = a−n,−m (5.13),

samt på liknande sätt som för pmm så fås resten av receptet genom att kombinera

med receptet för pg an,m = (−1)ma−n,m för vertikala glidre�ektioner och an,m =

(−1)nan,−m för horisontella glidre�ektioner. Då är varje funktion f ur någondera

funktionsrummen

Fpgm =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ R; an,m = a−n,−m = (−1)ma−n,m = (−1)man,−m ∈ C

}︄

eller

Fpmg =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ R; an,m = a−n,−m = (−1)nan,−m = (−1)na−n,m ∈ C

}︄
(5.16)
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invariant under den plana symmetrigruppen pmg (5.15) [1]. Enhetscellernas ut-

seende följer ur respektive recept.

Figur 5.7: Enhetscellerna för pmg och respektive utritade plana mönster.

Gruppen pmg innehåller både speglingar och glidre�ektioner, men den sista

plana symmetrigruppen för gittretR är en grupp bestående av bara translationer,

tvåfaldiga rotationer och glidre�ektioner:

pgg =
⟨︂
τ1, τki, ρ2, γ 1+ki

2

⟩︂
. (5.17)

Där γ 1+ki
2
(z) = −z+ 1+ki

2
= τ 1

2
γy(z) = τ ki

2
γx(ρ2(z)). Nu eftersom invarians under

tvåfaldig rotationssymmetri: Tn,m(γ 1+ki
2
(z)) = En,m(γ 1+ki

2
(z)) = En,m(γ 1+ki

2
([X, Y ]))

= En,m(
1
2
−X + ki(Y + 1

2
)) = En,m([

1
2
−X, Y + 1

2
]) = e2πi(

n
2
−nX+m

2
+mY )

= e2πi(
n
2
+m

2
)e2πi(−nX+mY ) = (−1)n+mE−n,m(z) = (−1)n+mT−n,m(z).

Samt eftersom Tn,m(γ 1+ki
2
(z)) = Tn,m(τ ki

2
γx(ρ2(z))) = Tn,m(τ ki

2
γx(z))
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= Tn,m([
1
2
+X, Y − 1

2
]) = (−1)n+mTn,−m(z), så är varje funktion f ur

Fpgg =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ R; an,m = a−n,−m = (−1)n+man,−m = (−1)n+ma−n,m ∈ C

}︄
(5.18)

invariant under den plana symmetrigruppen pgg (5.17) [1]. Varför just pgg

genereras av glidre�ektionen γ 1+ki
2

är eftersom den skapar glidre�ektionsaxlar

mellan varje tvåfaldigt rotationscentrum i enhetcellen, ingen glidre�ektion går

genom ett rotationscentrum. Därmed går det två glidre�ektioner i vertikal

riktning och två i horisontell riktning, se �gur 5.8.

Figur 5.8: Enhetscellen för pgg och dess utritade plana mönster.

5.2 Det rombiska och kvadratiska gittret

För det rombiska gittret M (4.3), till skillnad från de andra gittren, beskrivs den

kortaste vektorn k1 inte med 1 utan med

σx(k2) = σx(
1
2
− pi) = 1

2
+ pi = k1, p ∈ R\{0}. På samma sätt är k2 = σx(k1),

med andra ord går det en speglingsaxel i mitten mellan enhetsvektorerna. Till

skillnad från de andra mönstren så går horisontella speglingar inte parallellt

med den kortaste enhetsvektorn, vilket är orsaken varför mönster tillhörande det

rombiska gittret även kallas för centrerade mönster med primitivcellen c. [1]

Den första plana symmetrigruppen som detta resulterar i är
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cm =
⟨︂
τ 1

2
+pi, σx

⟩︂
∼=
⟨︂
τ 1

2
+pi, σy

⟩︂
. (5.19)

De�nierar ytterligare två vågpaket, men denna gång vågpaketen för horisontella

och vertikala speglingar som

Cn,m =
En,m + Em,n

2
, Vn,m =

En,m + E−m,−n

2
, (5.20)

gruppgenomsnitten över σx ∈ C2 respektive σy ∈ C2. Eftersom för z ∈ M är

En,m(σx(z)) = En,m((X(1
2
+ pi) + Y (1

2
− pi)))= En,m(

1
2
(X + Y ) − p(X − Y )i)

= En,m(X(1
2
− pi) + Y (1

2
+ pi)) = En,m([Y,X]) = e2πi(mX+nY ) = Em,n(z).

Receptet för tvåfaldig rotationssymmetri för funktioner ur (5.1) , z ∈ M, är

an,m = am,n. Igen kunde cm även beskrivas med en isomorf grupp uppbyggd av

en vertikal spegling istället, då skulle receptet istället bli an,m = a−m,−n, eftersom

σy([X, Y ]) = [−Y,−X]. Varje funktion f ur

Fcm =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ M, an,m = am,n ∈ C eller an,m = a−m,−n ∈ C

}︄
(5.21)

är invariant under den plana symmetrigruppen cm (5.19) [1].

Gitterkoordinaterna [X,Y] ur (5.1), när z ∈ M, är för z = x+ iy:

x + iy = X(1
2
+ pi) + Y (1

2
− pi) ⇔

⎧⎨⎩x = 1
2
(X + Y )

y = p(X − Y )
⇔

⎧⎨⎩X = 2x− Y

X = y
p
+ Y

⇔

2x− Y = y
p
+ Y ⇔ Y = x− y

2p
och eftersom X = 2x− Y ⇔ X = 2x− (x− y

2p
)

⇔

⎧⎨⎩X = x+ y
2p

Y = x− y
2p

, vilka är gitterkoordinaterna för varje plan symmetrigrupp

med gittret M.

Enhetscellen för gruppen cm (5.19) är relativt simpel. Den har antingen en

vertikal (σy) eller en horisontell speglingsaxel (σx) i mitten av cellen. Men sedan

har den även glidre�ektioner eftersom τ 1
2
+piσx(z) = σx(z) +

1
2
+ pi = γx, 1

2
+pi(z)

är en glidre�ektion som påverkar gitterkoordinaterna:

γx, 1
2
+pi([X, Y ]) = τ 1

2
+pi([Y,X]) = Y (1

2
+ pi) + X(1

2
− pi) + 1

2
+ pi = [Y + 1, X].

Så de enda punkterna där Y + 1 och Y ligger på samma linje i enhetscellen är

när Y = X − 1
2
, så Y + 1 = X + 1

2
, vilket resulterar i två horisontella glidre�ek-

tionsaxlar. Exakt samma går att utföra för vertikala speglingar vilket resulterar

i två vertikala glidre�ektionsaxlar.
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Figur 5.9: Enhetscellerna för cm och respektive utritade plana mönster.

Den enda andra plana symmetrigruppen med gittret M fås genom att krä-

va att funktioner ur (5.21) är invarianta under både vertikala och horisontella

speglingar samtidigt, vilket på samma sätt som för gruppen pmm resulterar i en

tvåfaldig rotation σx(σy(z)) = ρ2(z). Då fås funktioner invarianta till den plana

symmetrigruppen

cmm =
⟨︂
τ 1

2
+pi, σx, ρ2

⟩︂
=
⟨︂
τ 1

2
+pi, σy, ρ2

⟩︂
. (5.22)

För gittretM gäller det även att En,m(ρ2(z)) = En,m([−X,−Y ] = E−n,−m(z).

Funktioner invarianta under gruppen cmm måste följa kravet för både grupp-

genomsnittet Tn,m (5.13) och Cn,m (5.20) där det även medföljer det vertikala

kravet. Varje funktion f ur
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Fcmm =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mEn,m| z ∈ M, an,m = a−n,−m = am,n = a−m,−n ∈ C

}︄
(5.23)

är invariant under den plana symmetrigruppen cmm (5.22) [1]. Enhetscellen är en

kombination av den vertikala och horisontella enhetcellen för cm med tvåfaldiga

rotationscentrum enligt enhetcellen för p2 transformerad till det rombiska gittret.

Figur 5.10: Enhetscellen för cmm och dess utritade plana mönster.

I Sats 2.14 bevisades det att de enda möjliga rotationerna för plana mönster

är två-, tre-, fyr- eller sexfaldiga rotationer. Orsaken varför de hittills uppräkna-

de plana symmetrgirupperna endast innehåller tvåfaldiga rotationer är eftersom

invarians av tre- och sexfaldiga rotationer kräver det hexagonala gittret E (4.5),

medan invarians av fyrfaldiga rotationer kräver det kvadratiska gittret G (4.4).

För en grupp invariant under enhetstranslationer τ1(z) = z + 1 samt fyrfal-

diga rotationer ρ4(z) = e
2πi
4 z = iz, så måste det ha ekvivalent mönster under

translationen ρ4τ1ρ
−1
4 (z) = ρ4(

z
i
+ 1) = z + i = τi(z). Enhetstranslationerna τ1

och τi spänner upp det kvadratiska gittret G (4.4) och därmed fås den första

plana symmetrigruppen med det kvadratiska gittret

p4 = ⟨τ1, ρ4⟩ . (5.24)

Det kvadratiska gittret betecknas med ett G eftersom det har formen av de

Gaussiska heltalen z = X + Y i, som är den vanliga formen av komplexa tal.
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Gitterkoordinaterna [X,Y] ur (5.1), när z ∈ G, är för z = x+ iy:

x+ iy = X + Y i ⇔

⎧⎨⎩X = x

Y = y
.

De�nierar vågpaketet för fyrfaldiga rotationer som

Sn,m =
En,m + Em,−n + E−n,−m + E−m,n

4
, (5.25)

gruppgenomsnittet över ρ4 ∈ C4. Eftersom för z ∈ G är

En,m(ρ4(z)) = En,m(ρ4([X, Y ])) = En,m(iX − Y ) = En,m([−Y,X]) = Em,−n(z),

En,m(ρ
2
4(z)) = En,m(ρ4([−Y,X])) = En,m(−X − iY ) = En,m([−X,−Y ])

= E−n,−m(z),

En,m(ρ
3
4(z)) = En,m(ρ4([−X,−Y ])) = En,m(−iX + Y ) = En,m([Y,−X])

= Em,−n(z).

Nu för att det inte skall bli väldigt långa recept för de plana symmetrigrup-

perna tillhörande gittret G, kräver att En,m = Sn,m i (5.1) eftersom då, enligt

Sats 3.6, är En,m invariant under ρ4. Således är varje funktion f ur

Fp4 =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mSn,m| z ∈ G, an,m ∈ C

}︄
(5.26)

invariant under den plana symmetrigruppen p4 (5.24) [1]. Enhetscellen för grup-

pen p4 har fyrfaldiga rotationscentrum i varje gitterpunkt enligt (5.6):

ρ4,v(z) = ρ4(z−v)+v = ρ4(z)+v−vi = τv−viρ4(z). Basvektorerna i enhetscellen

är k1 = ±1 och k2 = ±i. Hörnen är (1, i), (1,−i), (−1, i) och (−1,−i), vilka fås

med respektive v = {i, 1,−1,−i} = {k1, k2}.
Sammansättningen av enhetstranslationen τ1 och fyrfaldiga rotationen ρ4 till-

hör även p4:

τ1ρ4(z) = ρ4(z) + 1, därmed �nns ett fyrfaldigt rotationscentrum i 1 = v− vi ⇔
v = 1

1−i
= 1+i

(1+i)(1−i)
= 1+i

2
,i mitten av enhetscellen.

Slutligen kan det ses i (5.25) att p4 även innehåller tvåfaldiga rotationer

ρ24(z) = i · iz = −z = ρ2(z). Tvåfaldiga rotationscentrum kan hittas i

translationen τ1ρ
2
4(z) = −z + 1, 1 = 2v ⇔ v = 1

2
och τiρ

2
4(z) = −z + i, i = 2v

⇔ v = i
2
, mellan gitterpunkterna.
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Figur 5.11: Enhetscellen för p4 och dess utritade plana mönster.

Genom att introducera kravet av invarians genom en spegling, visar det sig

att plana symmetrigrupper med gittret G är invarianta under både vertikala

speglingar, horisontella speglingar och speglingar snett genom ursprungspunkten.

Detta är eftersom ρ4σ4 = σy och σ4ρ4 = σx, vilket togs upp i samband till

Exempel 2.12. Nästa plana symmetrigrupp invariant under gittret G är således

p4m = ⟨τ1, ρ4, σ4⟩ . (5.27)

Funktioner ur (5.1) invarianta under gruppen p4m (5.27) har gruppgenom-

snittet (5.25) samt måste vara invarianta under sned spegling: Sn,m(σ4(z)) =

Sn,m(σ4([X, Y ])) = Sn,m(iX + Y ) = Sn,m([Y,X]) = Sm,n(z). Därmed är funktio-

ner f ur

Fp4m =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mSn,m| z ∈ G, an,m = am,n ∈ C

}︄
(5.28)

invarianta under den plana symmetrigruppen p4m (5.27) [1]. Gruppen p4m har

samma rotationcenterum i enhetscellen som för gruppen p4. Enhetscellen har

även speglingsaxlar mellan varje gitterpunkt, både vertikalt, horisontellt och

snett tvärs över. På samma vis som för gruppen pmm så �nns det även hori-

sontella och vertikala speglingsaxlar mellan de tvåfaldiga rotationscentrumen.
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Och slutligen existerar det även glidre�ektioner genom att undersöka mönst-

ret mellan de tvåfaldiga rotationscentren som spänns upp av basvektorerna ±1
2

och ± i
2
:

τ 1
2
σ4τ

−1
1
2

(z) = τ 1
2
(iz − i

2
) = iz + 1−i

2
= γ4, 1−i

2
(z), en sned glidre�ektion mellan de

tvåfaldiga rotationscentren.

Figur 5.12: Enhetscellen för p4m och dess utritade plana mönster.

Den sista plana symmetrigruppen med gittret G fås genom att enbart kräva

att funktioner ur (5.26) är invarianta under σ4 och inte vertikala eller horisontella

speglingar. Detta krav gäller endast om gruppen genereras av

p4g =
⟨︂
τ1, ρ4, γ4, 1−i

2

⟩︂
. (5.29)

De sneda speglingarna �nns på glidre�ektionernas plats i p4m enhetscellen,

mellan de tvåfaldiga rotationscentren:

γ4, 1−i
2
(z) = iz + 1−i

2
= τ 1+i

2
σ4. Funktioner ur (5.1) invarianta under gruppen p4g

har gruppgenomsnittet (5.25) samt måste vara invarianta under sneda glidre�ek-

tioner: Sn,m(γ4, 1−i
2
(z)) = Sn,m(γ4, 1−i

2
([X, Y ])) = Sn,m(iX + Y + 1−i

2
) = Sn,m([Y +

1
2
, X − 1

2
]) = (−1)n−mSm,n(z) = (−1)n+mSm,n(z). Därmed är funktioner f ur

Fp4g =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mSn,m| z ∈ G, an,m = (−1)n+mam,n ∈ C

}︄
(5.30)

invarianta under den plana symmetrigruppen p4g (5.29) [1]. På samma sätt

som för den plana symmetrigruppen pmm, har enhetscellen för p4g glidre�ek-

tionsaxlar mellan varje rotationscentrum i både vertikal och horisontell riktning.
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Samt sneda glidre�ektionsaxlar mellan de fyrfaldiga rotationscentren eftersom

γ4, 1−i
2
([X, Y ]) = [Y + 1

2
, X − 1

2
], γ4, 1−i

2
([X + 1, Y − 1]) = [Y − 1

2
, X + 1

2
] och

γ4, 1−i
2
([X, Y − 1]) = [Y − 1

2
, X − 1

2
].

Figur 5.13: Enhetscellen för p4g och dess utritade plana mönster.

5.3 Det hexagonala gittret

På liknande sätt som för den plana symmetrigruppen p4 (5.24), måste en grupp

invariant under enhetstranslationer τ1(z) = z + 1 samt trefaldiga rotationer

ρ3(z) = e
2πi
3 z = (−1

2
+

√
3
2
i)z, ha ekvivalent mönster under translationen ρ3τ1ρ−1

3 (z) =

ρ3(e
− 2πi

3 z + 1) = z + e
2πi
3 = τω3(z). Dessa translationer är enhetstranslationerna

som spänner upp det hexagonala gittret E (4.5), invarians under trefaldiga rota-

tioner och enhetstranslationen τ1 leder till det hexagonala gittret. Detta är den

första plana symmetrigruppen tillhörande det hexagonala gittret

p3 = ⟨τ1, ρ3⟩ . (5.31)

Gitterkoordinaterna [X,Y] ur (5.1), när z ∈ E , är för z = x+ iy

x+iy = X+Y e
2πi
3 ⇔ x+iy = X−Y

2
+

√
3
2
Y i⇔

⎧⎨⎩X = x+ Y
2

Y = 2y√
3

⇔

⎧⎨⎩X = x+ y√
3

Y = 2y√
3

.

Och vågpaketet för trefaldiga rotationer de�nieras som

Wn,m(z) =
En,m(z) + Em,−(n+m)(z) + E−(n+m),n(z)

3
, (5.32)
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gruppgenomsnittet över ρ3 ∈ C3. Eftersom för z ∈ E , och ω2
3 = −1

2
−

√
3
2
i =

−1 + 1
2
−

√
3
2
i = −1− ω3, är

En,m(ρ3([X, Y ])) = En,m(ω3(X + Y ω3)) = En,m(ω3X + Y (−1− ω3)))

= En,m([−Y,X − Y ]) = Em,−(n+m)(z),

En,m(ρ
2
3([X, Y ])) = En,m(ω3(−Y + (X − Y )ω3))

= En,m(−ω3Y + (X − Y )(−1− ω3))) = En,m([Y −X,−X]) = E−(n+m),n(z).

Återigen används vågpaketet som ett krav i funktionsrummet för den mot-

svarande plana symmetrigruppen, då är varje funktion f ur

Fp3 =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mWn,m| z ∈ E , an,m ∈ C

}︄
(5.33)

invariant under den plana symmetrigruppen p3 (5.31) [1]. Trefaldiga rotations-

centrum (5.6) i enhetcellen fås i translationspunkten v:

ρ3,v(z) = ρ3(z−v)+v = ρ3(z)+v(1−ω3) = τvτ−vω3ρ3(z), translationerna τvτ−vω3

är gittrets enhetstranslationer multiplicerade med ±v, återigen �nns rotations-

centren vid gitterpunkterna.

Det �nns ytterligare två trefaldiga rotationscentrum för enhetscellen för p3.

Funktioner ur (5.33) är även invarianta under τ1ρ3(z) = ρ3(z) + 1, då kan v

bestämmas eftersom det �nns trefaldiga rotationscentrum i translationspunkten

1 och v(1 − ω3). Därmed gäller 1 = v(1 − ω3) ⇔ v = 1
1−ω3

⇔ v =
(1−ω2

3)

(1−ω2
3)(1−ω3)

= 2+ω3

(2+ω3)(1−ω3)
= 2+ω3

2−2ω3+ω3−ω2
3
= 2+ω3

2−ω3+1+ω3
= 2+ω3

3
. Detta resulterar i trefaldiga

rotationscentrum i mitten av de liksidiga trianglar som bildas då det dras en

diagonal mellan hörnen med de största vinklarna i enhetscellen. Denna enhetscell

är grunden för resten av de plana symmetrigruppernas enhetsceller.
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Figur 5.14: Enhetscellen för p3 och dess utritade plana mönster.

De två nästa plana symmetrigrupperna tillhörande gittret E fås genom tilläggs-

kravet av invarians under speglingar. Men denna gång resulterar inte vertikala

och horisontella speglingar till isomorfa grupper, vilket tydligt kan ses vid jäm-

förelse av respektive enhetscell (�gur 5.16 och �gur 5.17). Respektive plan sym-

metrigrupp är

p31m = ⟨τ1, ρ3, σx⟩ (5.34)

och

p3m1 = ⟨τ1, ρ3, σy⟩ . (5.35)

Gruppgenomsnittet för funktioner i (5.1) invarianta till p31m är både Wn,m

(5.32) och Cn,m (5.20) medan gruppgenomsnittet för funktioner i (5.1) invarianta

till p3m1 är bådeWn,m (5.32) och Vn,m (5.20). Detta resulterar i funktionsrummen

Fp31m =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mWn,m| z ∈ E , an,m = am,n ∈ C

}︄
(5.36)

och

Fp3m1 =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mWn,m| z ∈ E , an,m = a−m,−n ∈ C

}︄
. (5.37)
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Funktioner f ur (5.36), respektive (5.37), är invarianta under den plana sym-

metrigruppen p31m (5.34), respektive p3m1 (5.35) [1]. Båda grupperna p31m

och p3m1 delar rotationscentrum med enhetscellen för p3. Men sedan skiljer de

sig märkbart.

Hur speglingar beter sig i sammansättning av trefaldiga rotationer kan ses i

�gur 5.15. Sätter att den horisontella speglingsaxeln går längs den horisontella

rotationsaxeln, då måste den vertikala speglingsaxeln gå i en 90° vinkel från den

horisontella speglingsaxeln och därmed även från rotationsaxeln. Då måste de

andra vinklarna mellan den vertikala speglingsaxeln och rotationsaxlarna, vara

30° och 150°. Medan de andra vinklarna mellan den horisontella speglingsaxeln

och rotationsaxlarna måste vara 60° och 120°.

Figur 5.15: En vertikal och horisontell spegling utritad i förhållande till en tre-

faldig rotation.

Enhetscellen för p31m har speglingsaxlar enligt de horisontella speglingarna

i �gur 5.14, men det �nns även glidre�ektioner:

Exempelvis 60°−speglingsaxlarna kan beskrivas som σxρ3(z) = ω3z = σ60°(z),

om den samtidigt translateras kan den beskrivas som en glidre�ektion

σ60°τ
−1
1 (z) = ω3z−ω3 = ω3z−(−1

2
−

√
3
2
i) = ω3z−ω2

3 = σ60°(z)+1+ω3 = γ60°(z).

Då gäller:
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γ60°([X, Y ]) = σ60°(X + Y ω3) + 1 + ω3 = ω3(X − 1
2
Y −

√
3
2
Y i) + 1 + ω3 =

−(1 + ω3)(X − Y − Y ω3) + 1 + ω3 = −X − ω3X + (1 + ω3)
2Y + 1 + ω3 =

−X − ω3X + (1 + 2ω3 − 1 − ω3)Y + 1 + ω3 = −X − ω3X + ω3Y + 1 + ω3

= [1−X, Y −X + 1]. Därmed gäller γ60° : [X, Y ] → [1−X, Y −X + 1].

Nu för X = 1
2
och Y = 1;

γ60° : [1
2
, 1] → [1

2
, 3
2
] = [1

2
, 1
2
]. Således är detta en glidre�ektionsaxel. Denna

glidre�ektionsaxel kan roteras trefaldigt samt horisontellt speglas, därmed fås

totalt sex stycken glidre�ektionsaxlar (se �gur 5.16).

Figur 5.16: Enhetscellen för p31m och dess utritade plana mönster.

Enhetscellen för p3m1 däremot har speglingsaxlar enligt de vertikala spegling-

arna i �gur 5.14. På samma sätt som för p31m så är även p3m1 invariant under

vissa glidre�ektioner. Sammansättning av vertikal spegling tillsammans med en-

hetstranslationen τω3 ger glidre�ektionen σyτω3(z) = −z − ω3 = −z + 1 + ω3 =

γ90°(z). För vilken det gäller:

γ90°([X, Y ]) = σy(X + Y ω3)+ 1+ω3 = −X − Y ω3 +1+ω3 = −X +(1+ω3)Y +

1 + ω3 = [Y −X + 1, Y + 1]. Därmed gäller γ90° : [X, Y ] → [Y −X + 1, Y + 1].

Nu för X = 1
4
och Y = 0;

γ90° : [1
4
, 0] → [3

4
, 1], en vertikal linje rakt genom enhetscellen och går därmed

genom tre speglingsaxlar. Där den korsar speglingsaxlarna måste den speglas

vertikalt och därmed resulterar det i glidre�ektionsaxlarna som kan ses i �gur

5.17.
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Figur 5.17: Enhetscellen för p3m1 och dess utritade plana mönster.

Tar ett steg tillbaka från invarians under spegling och undersöker gruppen

p3 med kravet att även vara invariant under tvåfaldiga rotationer, då fås sam-

mansättningen: ρ2ρ
−1

3 (z) = −e−
2πi
3 z = eπie−

2πi
3 z = e

πi
3 z = e

2πi
6 z = ρ6(z). Om

funktioner ur (5.1), där z ∈ E , är invarianta under både två- och trefaldig rota-

tionssymmetri så tillhör funktionerna gruppen

p6 = ⟨τ1, ρ6⟩ (5.38)

och är även invarianta under sexfaldig rotationssymmetri. Gruppgenomsnittet

för funktioner i (5.1) invarianta till p6 är både Wn,m (5.32) på grund av dess

invarians under trefaldig rotationssymmetri och Tn,m (5.13) på grund av dess

invarians under tvåfaldig rotationssymmetri. Funktioner f ur

Fp6 =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mWn,m| z ∈ E , an,m = a−n,−m ∈ C

}︄
(5.39)

är invarianta under den plana symmetrigruppen p6 (5.38) [1].

Enhetscellen för p6 har sexfaldiga rotationscentrum i gitterpunkterna, de tre-

faldiga rotationscentren inuti cellen från gruppen p3 (5.31) samt de tvåfaldiga

rotationscentren mellan gitterpunkterna från p2 (5.4).
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Figur 5.18: Enhetscellen för p6 och dess utritade plana mönster.

Den sista plana symmetrigruppen är en kombination av de tre senaste pla-

na symmetrigrupperna p31m, p3m1 och p6. Eftersom om funktioner ur (5.39)

även skall vara invarianta under någondera vertikala eller horisontella speglingar,

måste de vara invarianta under båda två, exempelvis gäller: ρ6(σx(z)) = e
2πi
6 z =

e−
2πi
3 (−z) = ρ

−1

3 (σy(z)). Därmed är den sista plana symmetrigruppen

p6m = ⟨τ1, ρ6, σx⟩ = ⟨τ1, ρ6, σy⟩ . (5.40)

Gruppgenomsnittet för funktioner i (5.1) invarianta till p6m är därmed Tn,m

(5.13), Cn,m (5.20), Vn,m (5.20) ochWn,m (5.32). Receptet för att skapa funktioner

invarianta till p6m blir en kombination av recepten för p31m, p3m1 och p6.

Funktioner f ur

Fp6m =

{︄
f(z) =

∑︂
N,M

an,mWn,m| z ∈ E , an,m = a−n,−m = am,n = a−m,−n ∈ C

}︄
(5.41)

är invarianta under den plana symmetrigruppen p6m (5.40) [1].

Egentligen behövs inte hela receptet i (5.41), eftersom vilka två kombinatio-

ner som helst av receptet med tre termer istället för fyra resulterar i den fjärde

termen [5]. Detta kan ses i enhetscellerna, kombination av p3m1 och p31m re-

sulterar i tvåfaldiga rotationscentrum, medan kombination av p6 med någondera

p3m1 eller p31m resulterar i den resterande gruppens speglingar och glidre�ek-

tioner. Enhetscellen för den plana symmetrigruppen p6m är en kombination av
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enhetscellerna för p31m, p3m1 och p6.

Figur 5.19: Enhetscellen för p6m och dess utritade plana mönster.

Nu har alla de 17 plana symmetrigrupperna gåtts igenom. De plana symmetri-

mönstren i formen av fasporträtt är alla utritade med Matlab-koden i Appendix

B, medan enhetscellerna är utritade i Geogebra [2]. Det enda som återstår är att

bevisa att dessa 17 grupper är de enda möjliga plana symmetrigrupperna, vilket

är det huvudsakliga målet med nästa kapitel.



Kapitel 6

Plana punktgrupper

Med hjälp av allt som hittills har gåtts igenom kan vi skapa funktioner invari-

anta till vilken som helst av de 17 olika plana symmetrigrupperna. Men varför

gruppgenomsnittet kan utföras över en funktion för att klassi�cera till vilken plan

symmetrigrupp funktionen tillhör, är på grund av den plana symmetrigruppens

punktgrupper. Genom att gå igenom ytterligare teori kring plana symmetrigrup-

pers punktgrupper, kan ett bevis för varför det �nns exakt 17 plana symmetri-

grupper konstrueras.

6.1 Ekvivalensklasser

Hittills har ett gitter, som inte associerats med någon speci�k plan symmetri-

grupp, benämnts Λk1,k2 = {ak1 + bk2 | a, b ∈ Z} . Men alla plana symmetrigrup-

pers gitter kan skrivas i den förenklade formen

Λ = {a+ bκ | a, b ∈ Z} , (6.1)

där κ = η+ξi, och η, ξ ∈ R. Det enda gittret som inte redan står i denna form är

det rombiska (4.3) M=
{︁
a · (1

2
+ pi) + b · (1

2
− pi) | a, b ∈ Z, p ∈ R\{0}

}︁
, vilket

kan skrivas som
{︁

a+b
2

+ (a− b)pi
}︁
=
{︁
A+Bκ | A = a+b

2
, Bκ = (a− b)pi, A,B ∈ Z

}︁
.

Denna form (6.1), för att hänvisa till något av de fem plana gittren, förenklar

fortsatta beräkningar.

Något som har lämnats lite oklart är ekvivalenta mönster och ekvivalenta

grupper. För att kunna de�niera vad olika klasser av ekvivalens är för något, så

måste först ett annat begrepp tas upp; normala undergrupper. [1]

69
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Sats 6.1. Antag att A är en undergrupp till den plana symmetrigruppen G, så

att A består av symmetrier α som funktioner f ∈ G är invarianta under. Då har

A ekvivalent mönster till G, A är en normal undergrupp till G.

[1]

Bevis. Antag att α(z) ∈ A är en symmetri till f ∈ G så att f(α(z)) = f(z). A

är en normal undergrupp till G om {f ◦ α ◦ f−1} ∈ A :

f(α(f−1(z))) = f(f−1(z)) = f(f−1(α(z))) = (f ◦ f−1)(α(z)) = α(z) ∈ A. 2

Med andra ord är varje translationell undergrupp T en normal undergrupp

till motsvarande plana symmetrigrupp G. Därmed enligt De�nition 2.11 gäller

för en translation τa+bκ ∈ T ur ett gitter Λ (6.1), vars plana symmetrigrupp G

även innehåller p-faldiga rotationssymmetrier ρp ∈ G :

ρpτa+bκρ
−1
p (z) = ρp(ω

−1
p (z) + a + bκ) = z + ωp(a + bκ) = τωp(a+bκ)(z) ∈ T ⇔

ρpτa+bκ(z) = τωp(a+bκ)ρp(z) ⇔ τ−1
ωp(a+bκ)ρp(z) = ρpτ

−1
a+bκ(z), vilket resulterar i:

τa+bκρpτ
−1
a+bκ(z) = τa+bκτ

−1
ωp(a+bκ)ρp(z) = τρp(z) ∈ G, där τ ∈ T eftersom τa+bκ ∈ T

och τ−1
ωp(a+bκ) ∈ T.

Varje 2π
p
rotation av ρp(z) = ωpz kan även beskrivas som τρp(z), en samman-

sättning av rotationen med en translation ur dess gitter. Detta är grunden för

ekvivalensklassen ρp.

De�nition 6.2. Ekvivalensklassen för en symmetri α ∈ G, är mängden sym-

metrier som skiljer sig från α med en translation uppbyggd av basvektorerna ur

dess plana gitter Λ = {a+ bκ | a, b ∈ Z} :

[α] = {τa+bωα| a, b ∈ Z} .

[1]

Exempelvis [σy] är ekvivalensklassen för symmetrier som skiljer sig från σy ∈
Λ med en translation τ ∈ Λ, som påverkar gittervågor (4.7):

En,m(τσy(z)) = En,m(σy(z)) = E−m,−n(z), på samma sätt som σy. Varje sym-

metri tillhörande ekvivalensklassen [σy] ändrar vågor med frekvensparet (n,m)

till vågor med frekvensparet (-m,-n). Ekvivalensklasserna till en symmetri påver-

kar frekvensen för de periodiska plana symmetrivågorna, vilket är den viktigaste

egenskapen för punktgrupper.
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De�nition 6.3. Anta att G är en plan symmetrigrupp med den translationella

undergruppen T, symmetrierna α1, ..., αn och det neutrala elementet I.

Då är punktgruppen till G:

G/T = ⟨{[I] , [α1] , ..., [αn]} , ∗⟩ ,

mängden av ekvivalensklasserna till G under gruppsammansättning.

[1]

För punktgruppen G/T anses två symmetrier i G ekvivalenta om de skiljer

sig med en translation ur T (De�nition 2.11). Nu kan det tydligt ses varför de

plana symmetrigruppernas punktgrupper är isomorfa till antingen den cykliska

Cp eller den dihedrala Dp punktgruppen.

Exempel 6.4. Visar isomor� mellan punktgrupperna för de plana symmetri-

grupperna p4 och p4m, och den cykliska punktgruppen C4 respektive dihedrala

punktgruppen D4 :

Om p4/T = ⟨{[I] , [ρ4] , [ρ24] , [ρ34]} , ∗⟩ ∼= ⟨{I, ρ4, ρ24, ρ34} , ◦⟩ = Csym,4 så måste det

�nnas en isomor�sm som uppfyller De�nition 2.10.

De�nierar isomor�n som ϕ1 : p4/T → Csym,4, som är en bijektiv avbildning:

ϕ1([I]) = I, ϕ1([ρ4]) = ρ4, ϕ1([ρ
2
4]) = ρ24, ϕ1([ρ

3
4]) = ρ34. Det gäller för n,m ∈ [1, 4]:

ϕ1([ρ
n
4 ] ∗ [ρm4 ]) = ρn4 ◦ ρm4 = ϕ1([ρ

n
4 ]) ◦ ϕ1([ρ

m
4 ])

De�nierar på liknande sätt en isomor� för

p4m/T = ⟨{[I] , [ρ4] , [ρ24] , [ρ34] , [σ4] , [σ4ρ4] , [σ4ρ
2
4] , [σ4ρ

3
4]} , ∗⟩

och Dsym,4 = ⟨{I, ρ4, ρ24, ρ34, σ4, σ4ρ4, σ4ρ
2
4, σ4ρ

3
4} , ◦⟩ , så för ϕ2 : p4m/T → Dsym,4

gäller det på samma sätt att ϕ2 är en bijektiv avbildning och detta visas analogt.

Därmed gäller p4/T ∼= Csym,4
∼= C4,och p4m/T ∼= Dsym,4

∼= D4.

De plana symmetrigrupperna består av de fyra symmetrierna, vilka påverkar

bilder på helt olika sätt men ser ändå tillräckligt likadana ut i komplexform för

att kunna skrivas som två mer allmänna fall.
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Sats 6.5. Varje symmetri α(z) har en av två grundformer,

1. en direkt isometri: αd(z) = sz + t, eller

2. en indirekt isometri: αi(z) = sz + t,

där s = eiθ, θ = 2π
p
, p = 2, 3, 4 eller 6, t ∈ C.

[1]

Bevis. Antag att α(z) är en symmetri, där α(0) = t, t ∈ C. Då är α(z) någon

av de fyra plana symmetrierna sammansatt med en translation t:

α(z) = z + t eller α(z) = e
2πi
p z + t eller α(z) = e

2πi
p z + t.

Betecknar β(z) = α(z)− t, vilket är en symmetri eftersom:

β(z) = z eller β(z) = e
2πi
p z eller β(z) = e

2πi
p z.

Det gäller ytterligare att β(1) = 1, då α(z) = z + t, eller β(1) = e
2πi
p , då

α(z) = e
2πi
p z + t eller α(z) = e

2πi
p z + t. Därmed ligger β(1) på enhetscirkeln och

kan därför skrivas med vinkeln θ = 2π
p
som β(1) = eiθ (Sats 2.14 ger p = 2, 3, 4

eller 6).

De�nierar ytterligare en till symmetri som δ(z) = β(z)
β(1)

= e−iθβ(z). För vilken

det gäller:

δ(i) = 1−1β(i) = i, om β(z) = z, eller

δ(i) = e−
2πi
p β(i) = i, om β(z) = e

2πi
p z, eller

δ(i) = e−
2πi
p β(i) = −i, om β(z) = e

2πi
p z.

De�nition 2.3 måste gälla, för en plan bild f:

f(δ(i)) = i, därmed är δ(z) =

⎧⎨⎩z , om δ(i) = i,

z , om δ(i) = −i.
Detta kan skrivas som:

δ(z) = e−iθβ(z) = e−iθ(α(z) − t) ⇔ α(z) = eiθδ(z) + t = α(z) = sz + t eller

α(z) = sz̄ + t. 2

Indirekta isometrier αi(z) = sz̄ + t består av speglingar, s = e
2πi
p , t = 0, och

glidre�ektioner, s = e
2πi
p , t ∈ C. Medan direkta isometrier αd(z) = z + t består

av translationer, s = 1, t ∈ C, och rotationer, s = e
2πi
p , t = 0. Några sista viktiga

egenskaper av dessa symmetrier gäller som en följd av nästa lemma.



KAPITEL 6. PLANA PUNKTGRUPPER 73

Lemma 6.6. Anta att G är en plan symmetrigrupp med gittret Λ (6.1).

1. Om αd ∈ G är en direkt isometri αd(z) = sz + t, så t ∈ Λ och gittret Λ är

invariant under multiplikation av s eller s.

2. Om αi ∈ G är en indirekt isometri αi(z) = sz̄+ t, så är gittret Λ invariant

under det komplexa konjugatet och under multiplikation av s. Om Λ = M
eller Λ = E , så t ∈ Λ.

[1]

Bevis.

1. Antar att αd ∈ G är en direkt isometri αd(z) = sz + t , där G är en plan

symmetrigrupp tillhörande gittret Λ = {a+ bκ|a, b ∈ Z} , och betecknar

s−1 = s, eftersom s = eiθ.

Undersöker ekvivalent mönster för translationen τa+bκ ∈ T med α, där T

är den translationella undergruppen till G:

αdτa+bκα
−1
d (z) = αdτa+bκ(s

−1(z− t)) = αdτa+bκ(sz− st) = αd(sz− st+ a+

bκ) = z + s(a+ bκ).

Som enligt Sats 6.1 är en translation tillhörande T ⇔ Λ invariant med

multiplikation av s, samt:

α−1
d τa+bκαd(z) = α−1

d (sz+t+a+bκ) = z+s(a+bκ)+st−st = z+s(a+bκ).

Därmed är Λ invariant med multiplikation av s eller s.

Antar att αd(z) ̸= z + t ⇔ s ̸= 1, αd är inte enbart en translation:

αd(z) = sz + t = sz + t1−s
1−s

= sz − s t
1−s

+ t
1−s

= s(z − t
1−s

) + t
1−s

. Då

har gittret ett rotationscentrum i punkten t
1−s

enligt (5.6). Enligt Sats 6.5

är s = ωp, där p = 2, 3, 4 eller 6, enligt Sats 2.14. Därmed om gittret

innehåller någon rotation ρp(z) ∈ G så måste även sammansättningen av

dem tillhöra gittret:

αd(ρ
−1
p (z)) = ωpω

−1
p z + t = z + t ⇔ αd(0) = t ⇔ t ∈ Λ.

2. Antag att αi ∈ G är en indirekt isometri αi(z) = sz + t, där G är en plan

symmetrigrupp tillhörande gittret Λ = {a+ bκ|a, b ∈ Z} . Då, på samma

sätt som i första delen av beviset, för τa+bκ ∈ T med αi där T är den

translationella undergruppen till G:
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αiτa+bκα
−1
i (z) = αiτa+bκ(s(z − t)) = αi(sz − st + a + bκ) = z + s(a+ bκ).

Som enligt Sats 6.1 är en translation tillhörande T ⇔ Λ invariant under

multiplikation av s samt under det komplexa konjugatet.

Om gittret är det hexagonala eller det rombiska gittret, så existerar en

spegling genom ursprungspunkten. För de båda gittren är detta antingen

en vertikal eller horisontell spegling och därmed tillhör σ(z) = ±z gruppen.

Då blir αi(σ(z)) = ±sz + t som är en direkt isometri och enligt 1. gäller

att t ∈ Λ. 2

Med dessa egenskaper för symmetrier, kan det undersökas hur direkta och

indirekta isometrier påverkar gittervågor. Skriver nu om vågfunktionerna En,m(z)

ur (5.1), för den plana symmetrigruppen G tillhörande gittret Λ (6.1), i dess

motsvarande vektorform och får gittervågorna:

f(z) =
∑︂
N,M

avEv(z), (6.2)

där av = an,m, Ev(z) = e2πi(z⃗·v⃗) = e2πiRe(z·v) = e2πi(nX+mY ), z⃗ = X+Y κ och enligt

(4.6) v⃗ = vn + vm = nv1 + mv2 = n( iκ
Im(κ)

) + m( i
Im(κ)

) = i
Im(κ)

(m − nκ). Om

αd(z) = sz + t är en direkt isometri αd ∈ G, så gäller det för vågfunktionerna ur

(6.2) att Ev(αd(z)) = e2πiRe(αd(z)v) = e2πiRe((sz+t)v) = e2πiRe(szv+tv). Enligt Lemma

6.6 gäller det att t ∈ Λ och därmed är vågfunktionerna invarianta under en

translation med tv: Ev(αd(z)) = e2πiRe(szv+tv) = e2πiRe(szv) = e2πiRe(zsv) = Esv(z).

De nya vågfunktionerna Esv tillhör även gittret Λ, eftersom enligt Lemma

6.6 är gittret invariant under multiplikation av s eller s. Så då gäller för git-

tervågorna (6.2): f(αd(z)) =
∑︂
N,M

avEsv(z), på samma sätt som tidigare så skri-

ver hellre med receptet för koe�cienterna, sätter v = sv ⇔ v = sv och får

f(αd(z)) =
∑︂
N,M

asvEv(z). Mer allmänt kan detta beskrivas med ekvivalensklas-

sen för αd : f([αd] (z)) =
∑︂
N,M

asvEv(z). Därmed påverkar en direkt isometri αd,

Fourierkoe�cienterna för Fourierserien till (6.2) som:

[αd] : av → asv. (6.3)

Med andra ord om av = asv, är funktioner ur (6.2) periodiska till gittret Λ och

invarianta under den direkta isometrin αd(z) = sz + t. [1]



KAPITEL 6. PLANA PUNKTGRUPPER 75

Om däremot αi(z) = sz + t är en indirekt isometri αi ∈ G, så gäller för

vågfunktionerna ur (6.2):

Ev(αi(z)) = e2πiRe((sz+t)v) = e2πiRe(szv+tv) = e2πiRe(szv)e2πiRe(tv), för ett godtyckligt

valt komplext tal z = x+ iy: Re(z) = Re(x− iy) = x = Re(z). Därmed:

Ev(αi(z)) = e2πiRe(szv)e2πiRe(tv) = e2πiRe(zsv)e2πiRe(tv) = Esv(z)e
2πiRe(tv), vilket till-

hör gittret Λ eftersom enligt Lemma 6.6 är gittret invariant under det komplexa

konjugatet och under multiplikation av s. Då, för gittervågorna ur (6.2), resulte-

rar detta i:

f(αi(z)) =
∑︂
N,M

avEsv(z)e
2πiRe(tv) =

∑︂
N,M

asve
2πiRe(tv)Ev(z). Och därmed påverkar

en indirekt isometri αi, Fourierkoe�cienterna för Fourierserien till (6.2) som:

[αi] : av → asve
2πiRe(tv). (6.4)

Om av = asve
2πiRe(tv), är funktioner ur (6.2) periodiska till gittret Λ och

invarianta under den indirekta isometrin αi(z) = sz + t. [1]

Då om s = ±1 är αi(z) = ±z + t, vertikala eller horisontella glidre�ektioner

vilka exempelvis förekommer i gruppen pg där det gäller an,m = (−1)ma−n,m

respektive an,m = (−1)nan,−m. Med (6.4) kan detta skrivas som [γy] : an,m →
a−n,m(−1)m respektive [γx] : an,m → an,−m(−1)n ⇔ (−1)m = e2πiRe(tv) när X är

jämn och Y är udda och (−1)n = e2πiRe(tv) när Y är udda och X är jämn.

Eftersom för 2c och 2d+1, c, d ∈ Z : (−1)n2c+m(2d+1) = (−1)2nc(−1)2md(−1)m =

(−1)m. Detta kan skrivas med gitterkoordinaterna som (−1)Xn+Y m = e2πiRe(tv)

= eπi
2Re(tv)

= (−1)2Re(tv) ⇔ Xn + Y m = 2Re(tv) ⇔ Xn+Y m
2

= Re(tv) =

Re(t( i
Im(κ)

(m− nκ)) = Re(t( i
ξ
(m− nη − nξi)))

= Re((Re(t) + Im(t)i)(n+ i
ξ
(nη −m)))= Re(t)n− Im(t)

ξ
(nη −m)

= n(Re(t)− Im(t)η
ξ

) +m( Im(t)
ξ

) ⇔⎧⎨⎩X
2
= Re(t)− Im(t)η

ξ

Y
2
= Im(t)

ξ

⇔

⎧⎨⎩X
2
= Re(t)− ξ Y

2
η
ξ

Im(t) = ξ Y
2

⇔

⎧⎨⎩Re(t) = X+Y η
2

Im(t) = ξ Y
2

⇔

t = X+Y η
2

+ ξ Y
2
i = X+Y (η+ξi)

2
= X+Y κ

2
.

Därmed gäller det för indirekta isometrier tillhörande gittret Λ:

t =
a+ bκ

2
, när s = ±1. (6.5)
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6.2 Begränsningen av plana symmetrigrupper

Nu kan det slutligen bevisas att de enda möjliga plana symmetrigrupperna är de

17 som har tagits upp. I beviset minimeras repetition av uträkningar som leder

till recepten från Kapitel 5, eftersom det är identiska uträkningar.

Sats 6.7. Det �nns exakt 17 plana symmetrigrupper.

[1][7][8][9]

Bevis. Anta att G är en plan symmetrigrupp med gittret Λ = {a+ bκ| a, b ∈ Z}
(6.1). Enligt Sats 2.14 är de enda möjliga rotationerna i planet av ordningen 2,

3, 4 eller 6, samt enligt Sats 4.1 är de enda möjliga gittren i planet det allmänna,

rombiska, rektangulära, kvadratiska eller det hexagonala gittret.

De plana vågfunktionerna Ev(z) = e2πi(z⃗·v⃗) löser vågekvationen (3.4) med

k1 = 1 och k2 = κ och är därmed periodiska till gittret Λ. Då är gittervågorna ur

(6.2) invarianta under den plana symmetrigruppen G, om dess punktgrupp består

av ekvivalensklasser av symmetrier med egenskapen (6.3) för direkta isometrier

och (6.4) för indirekta isometrier.

Tar upp alla möjliga fall för G.

1. Antar att Λ inte innehåller någon speglingssymmetri, och därmed inne-

håller punktgruppen inga indirekta isometrier. Gitter med tre-, fyr- eller

sexfaldiga rotationer resulterar i det hexagonala- eller kvadratiska gittret,

medan speglingar existerar i det rombiska och rektangulära gittret (Kapitel

5). Det enda möjliga gittret innehåller enbart tvåfaldig rotationssymmetri

och translationer, det allmänna gittret Λ = A (4.1).

(a) Om det inte �nns någon symmetri annat än translationer är

αd(z) = z + t, s = 1, t ∈ A, och det gäller för gittervågorna ur (6.2):

f(αd(z)) = f(z + t) =
∑︂
N,M

avEv(z + t) =
∑︂
N,M

avEv(z) ⇔ an,m = asv ⇔

f ∈ p1.

(b) Om det existerar tvåfaldig rotationssymmetri är den direkta isometrin

α(z) = ρ2(z) + t, s = ρ2, t ∈ A, så då gäller det för gittervågorna ur

(6.2):

f(αd(z)) = f(ρ2(z)+t) =
∑︂
N,M

avEv(ρ2(z)) =
∑︂
N,M

avEv(−z) =
∑︂
N,M

avE−v(z)
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=
∑︂
N,M

a−vEv(z) ⇔ an,m = a−n,−m = asv ⇔ f ∈ p2.

2. Antar att gittret är rombiskt Λ = M (4.3). Det går en speglingsaxel i mit-

ten mellan enhetsvektorerna (Kapitel 5) och därmed innehåller det rombis-

ka gittret enbart indirekta isometrier αi(z) = sz + t (6.4). Enligt Lemma

6.6 gäller det att t ∈ M, antar därmed att t = 0.

(a) Om punktgruppen innehåller endast ett annat element än identiteten,

så måste det vara speglingsaxeln som därmed är antingen en vertikal

eller horisontell spegling:

i. Horisontell spegling: σx(z) = αi(z) = z, s = 1. Därmed blir

e2πiRe(tv) = e2πi = 1 och det gäller för vågfunktionerna:

Ev(σx(z)) = Ev(σx([X, Y ])) = Ev([Y,X]) = e2πi(nY+mX), vilket

för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = am,n = av ⇔ f ∈ cm.

ii. Vertikal spegling: σy(z) = αi(z) = −z, s = −1. Därmed blir

e2πiRe(tv) = e2πi = 1 och det gäller för vågfunktionerna:

Ev(σy(z)) = Ev(σy([X, Y ])) = Ev([−Y,−X]) = e2πi(−nY−mX), vil-

ket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = a−m,−n = asv ⇔
f ∈ cm.

(b) Om punktgruppen innehåller ytterligare element, så är det enda till

som går för ett rombiskt gitter en ρ2 rotation, αd(z) = −z+t, s = −1,

t ∈ M. Det existerar fortfarande de indirekta isometrierna från (a)

fallet αi(z) = ±z, s = ±1. Då gäller det för vågfunktionerna:

Ev(σx(z)) : an,m = am,n, Ev(σy(z)) : an,m = a−m,−n,

Ev(ρ2(z)) : an,m = a−n,−m, Ev(σx(ρ2(z))) = Ev(ρ2(σx(z))) = Ev(σy(z)),

Ev(σy(ρ2(z))) = Ev(ρ2(σy(z))) = Ev(σx(z)) ⇔ f ∈ cmm.

3. Antar att gittret Λ = R (4.2) är rektangulärt, då måste det existera indi-

rekta isometrier (Kapitel 5). Antar att G:s punktgrupp innehåller [αi] , där

αi = sz̄ + t. Enda rotationen i det rektangulära gittret är ρ2, och enligt

punkt 2 är därmed s = ±1 för vertikala och horisontella speglingar.

Därmed är t = a+bki
2

enligt (6.5) och för gitterkoordinaterna X = 1, 0 och

Y = 1, 0 är då möjligheterna t = 0, 1
2
, ki

2
, 1+ki

2
.
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(a) Antar att punktgruppens enda ekvivalensklass förutom identiteten är

[αi]. Undersöker de fyra möjligheterna för t.

i. [X, Y ] = [0, 0] : t = 0, αi = ±z̄ = σx(z) eller σy(z), e2πiRe(tv) = 1:

A. Ev(σx(z)) = Ev(σx([X, Y ])) = Ev([X,−Y ]) = e2πi(nX−mY ),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = an,−m = av

⇔ f ∈ pm.

B. Ev(σy(z)) = Ev(σy([X, Y ])) = Ev([−X, Y ]) = e2πi(−nX+mY ),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = a−n,m =

asv ⇔ f ∈ pm.

ii. [X, Y ] = [1, 0] : t = 1
2
, αi = z̄ + 1

2
= γx(z) eller −z̄ + 1

2
= γy,2(z):

A. Ev(γx(z)) = Ev(γx([X, Y ])) = Ev([X+1
2
,−Y ]) = (−1)ne2πi(nX−mY ),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = (−1)nan,−m =

(−1)nav ⇔ f ∈ pg.

Det stämmer att e2πiRe(tv) = (−1)n eftersom X är udda och Y

är jämnt.

B. Ev(γy,2(z)) = Ev(γy,2(X + ikY )) = Ev(−X+1
2
+ ikY )

= Ev(−X + ikY − ki
2
+1+ki

2
) = (−1)me2πi(−nX+mY )e2πi(

n+m
2

),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i:

an,m = (−1)ma−n,me
2πi(n+m

2
), det är gruppen pg med vertikala

glidre�ektioner men e2πi(
n+m

2
) är en halv translation i gittret så

det är fortfarande gruppen pg men för gittret = M2, som byggs

upp av enhetstranslationer hälften så stora som de till M.

iii. [X, Y ] = [0, 1] : t = ki
2
, αi = −z̄+ ki

2
= γy(z) eller z̄+ ki

2
= γx,2(z):

A. Ev(γy(z)) = Ev(γy([X, Y ])) = Ev(−[X, Y+1
2
]) = (−1)me2πi(−nX+mY ),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = (−1)ma−n,m =

(−1)masv ⇔ f ∈ pg.

Det stämmer att e2πiRe(tv) = (−1)m eftersom Y är udda och

X är jämnt.

B. Ev(γx,2(z)) = Ev(γx,2(X + ikY )) = Ev(X − ikY + ki
2
)

= Ev(X − 1
2
− ikY+1+ki

2
) = (−1)ne2πi(nX−mY )e2πi(

n+m
2

),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i:

an,m = (−1)nan,−me
2πi(n+m

2
), det är gruppen pg med horison-

tella glidre�ektioner men tillhör M2.
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iv. [X, Y ] = [1, 1] : t = 1+ki
2

, αi = z̄ + 1+ki
2

= σx,2(z) eller

αi = −z̄ + 1+ki
2

= σy,2(z) :

A. Ev(σx,2(z)) = Ev(σx,2([X, Y ])) = Ev([X + 1
2
,−Y + 1

2
])

= e2πi(nX−mY )e2πi(
n+m

2
), vilket för gittervågorna ur (6.2) resul-

terar i: an,m = an,−me
2πi(n+m

2
), en horisontell spegling i gittret

M2.

B. Ev(σy,2(z)) = Ev(σy,2([X, Y ])) = Ev([−X + 1
2
, Y + 1

2
]) =

e2πi(−nX+mY )e2πi(
n+m

2
),

vilket för gittervågorna ur (6.2) resulterar i: an,m = a−n,me
2πi(n+m

2
),

en vertikal spegling i gittret M2. Gittret M2 visar sig utgöra

glidre�ektions- samt speglingsaxlarna som går mellan gitter-

punkterna i enhetscellerna för gittret M.

(b) Antar att punktgruppen innehåller förutom identiteten åtminstone

två olika ekvivalensklasser [α1] och [α2]. Om båda symmetrierna är

indirekta isometrier: α1(z) = s1z+t1 och α2(z) = s2z+t2, så existerar

även symmetrin:

α1(α2(z)) = s1s2z+s1t2+ t1=±z+ t1± t2, vilket är en direkt isometri.

Det måste �nnas både indirekta och direkta isometrier i det rektangu-

lära gittret om det existerar mer än ett annat element än det neutrala

elementet i punktgruppen.

Antar att s1 = s2 = s:

α1(α2(z)) = z + st2 + t1,s = ±1 ⇔ α1(α2(z)) = z + t1 ± t2. Det

�nns fyra olika möjligheter för t1 och fyra olika möjligheter för t2,men

t1 ̸= t2 för då skulle α1 = α2. Därmed är t1 ± t2 antingen 1
2
± ki

2
,

ki
2
± 1

2
, ki

2
eller 1

2
. Alla är en halv version av enhetstranslationerna och

därmed kan inte s1 = s2.

Det vill säga att s1 ̸= s2 och därmed måste α1(α2(z)) = −z + t1 ± t2,

en tvåfaldig rotation.

Ekvivalensklasserna är därmed [ρ2] och [αi], där αi(z) = z̄+ t, under-

söker de fyra olika möjligheterna för t.

i. t = 0, så αi(z) = z̄ = σx(z), ekvivalensklasserna är därmed [ρ2]

och [σx], sammansättning leder till:

an,m = a−n,−m = an,−m ⇔ a−n,−m = an,m = a−n,m ⇔ f ∈ pmm.
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ii. t = 1
2
, så αi(z) = z̄ + 1

2
= γx(z), ekvivalensklasserna är därmed

[ρ2] och [γx], sammansättning leder till receptet för pmg.

iii. t = ki
2
, så αi(z) = z̄+ ki

2
= γx,2(z), ekvivalensklasserna är därmed

[ρ2] och
[︂
γx, ki

2

]︂
, sammansättning ger receptet för pgm ∼= pmg.

iv. t = 1+ki
2

,så αi(z) = z̄ + 1+ki
2

= γ 1+ki
2
(z), ekvivalensklasserna är

därmed [ρ2] och
[︂
γ 1+ki

2

]︂
, sammansättning leder till receptet för

pgg.

4. Antar att gittret Λ = G (4.4) är kvadratiskt. Punktgruppen måste då

åtminstone innehålla [ρ4].

(a) Antar att punktgruppens enda ekvivalensklasser förutom identiteten

är [ρ4], då måste även ekvivalensklasserna [ρ24] och [ρ34] �nnas. Sam-

mansättning ger receptet för p4.

(b) Antar att punktgruppen har andra ekvivalensklasser förutom iden-

titeten och [ρ4], som är i formen [αi], där αi = sz̄ + t. Eftersom

det är frågan om ρ4 så är s = ±1 eller s = e
kπi
2 = ±i, k = 1, 3.

Genom att skriva αi med sammansättning av ρk4, förenklas det till

αi(ρ
k
4(z)) = ±ie

kπi
2 z̄ + t = ±i(∓i)z̄ + t = z̄ + t , på samma sätt kan

varje fall s = ±1 skrivas med en sammansättning av ρk4 där k istället

är 2 eller 4: αi(ρ
k
4(z)) = ±1e

kπi
2 z̄ + t = ±1(±1)z̄ + t = z̄ + t . Därmed

är s = 1 och enligt (6.5) är t = a+bi
2

.

Nu eftersom det är det kvadratiska gittret är a och b antingen båda

udda eller båda jämna.

i. Om båda är jämna a = b = 2d kan det bytas med d = 0 ⇔ t = 0.

αi(ρ
k
4(z)) = z̄ = σx(z),ekvivalensklasserna är [ρ4] och [σx],

sammansättning ger [σ4] ,vilket leder till receptet för p4m.

ii. Om båda är udda a = b = 2d + 1, kan det bytas med d = 0 ⇔
t = 1+i

2
= −1+i

2
.

αi(ρ
k
4(z)) = z̄ − 1+i

2
= τ− 1+i

2
σx(z), sammansättning med ρ4 ger:

ρ4τ− 1+i
2
σx(z) = iz − i1+i

2
= iz + 1−i

2
= γ4, 1−i

2
(z). Ekvivalensklas-

serna är [ρ4] och
[︂
γ4, 1−i

2

]︂
, sammansättning ger receptet för p4g.

5. Gittret Λ = E (4.5) är hexagonalt. Punktgruppen innehåller därmed åt-

minstone [ρ3]. Om punktgruppen innehåller en indirekt isometri αi(z) =
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sz + t gäller enligt Lemma 6.6 att t ∈ E , antar därmed för indirekta iso-

metrier i det hexagonala gittret att t = 0.

(a) Antar att punktgruppen till G inte innehåller indirekta isometrier.

i. Om punktgruppens enda ekvivalensklasser förutom identiteten är

[ρ3], så måste även ekvivalensklasserna [ρ23] och [ρ33] �nnas. Sam-

mansättning ger receptet för p3.

ii. De enda andra möjligheterna förutom [ρ3] vid frånvaro av indi-

rekta isometrier är [ρ2] och [ρ6]. Men [ρ6] är en sammansättning

av [ρ3] och [ρ2] så den enda andra möjligheten vid frånvaro av

indirekta isometrier är ekvivalensklasserna [ρ3], [ρ2] och [ρ6]. Sam-

mansättning ger receptet för p6.

(b) Antar att punktgruppen till G innehåller indirekta isometrier och

byggs upp av [ρ3] och [αi], där αi = sz̄. Därmed är s = 1 eller

s = e
2kπi
3 = ±(−1

2
+ i

√
3

2
), k = 2, 3. Genom att skriva αi med hjälp

av ρk3 förenklas det till αi(ρ
k
3(z)) = ±(−1

2
+ i

√
3

2
)e

2kπi
3 z̄ = ±(−1

2
+

i
√
3

2
)(−1

2
− i

√
3

2
)z̄ = ±(1

4
+ 3

4
)z̄ = ±z̄, s = ±1.

i. s = 1, αi(ρ
k
3(z)) = z̄ = σx(z), Ekvivalensklasserna är [ρ3] och [σx],

sammansättning ger receptet för p31m.

ii. s = −1, αi(ρ
k
3(z)) = −z̄ = σy(z), Ekvivalensklasserna är [ρ3] och

[σy], sammansättning ger receptet för p3m1.

(c) Antar att punktgruppen till G innehåller indirekta isometrier och

byggs upp av [ρ6] och [αi], där αi = sz̄. Därmed är s = ±1 eller

s = e
kπi
3 = ±(1

2
+ i

√
3

2
), k = 1, 4 eller s = ±(−1

2
+ i

√
3

2
), k = 2, 5.

Genom att välja olika k kan det med sammansättningen αi(ρ
k
6(z))

skrivas:

±1(±1)z̄ = z̄, k = 3, 6,

±(1
2
+ i

√
3

2
)(±(−1

2
+ i

√
3

2
))z = ±(1

2
+ i

√
3

2
)(±(1

2
− i

√
3

2
))z = (1

4
+ 3

4
)z̄ = z̄,

k = 1, 2, 4, 5.

Därmed är s = 1, αi(ρ
k
6(z)) = z̄ = σx(z). Ekvivalensklasserna är [ρ6]

och [σx], sammansättning ger receptet för p6m.
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De enda möjliga fallen att beskriva plana symmetrier är med:

1. det allmänna gittret; p1, p2,

2. det rombiska gittret; cm, cmm,

3. det rektangulära gittret; pm, pg, pmm, pmg, pgg,

4. det kvadratiska gittret; p4, p4m, p4g,

5. det hexagonala gittret; p3, p31m, p3m1, p6 och p6m.

Det �nns exakt 17 plana symmetrigrupper. 2



Kapitel 7

Diskussion

I avhandlingen har det gåtts igenom hur det går att skapa funktionsrum som

innehåller funktioner invarianta under någon av de 17 plana symmetrigrupperna.

Därmed kan funktioner ur dem ritas ut och skapa valfria plana mönster. Det har

även bevisats att det existerar exakt 17 plana symmetrigrupper och vilka dessa

är. Dessutom har det skapats motsvarande plana mönster till alla grupper.

Plana symmetrigrupper kan ytterligare indelas i 46 olika fall enligt hur dess

mönsters färger är symmetriska till den inversa färgen, men dessa skapar inte nya

grupper utan hör till de 17 plana symmetrigrupperna [1]. Exempelvis mönstren

till Exempel 3.6 är invarianta till sina inversa färgmönster, se �gur 3.3. Om detta

intresserar läsaren rekommenderar jag att läsa den huvudsakliga källan för denna

avhandling [1].

Bilderna i avhandlingen är utritade med antingen Geogebra [2] eller med

Matlab-koderna bifogade i Appendix A och B. Mönstren i koden kan få otroligt

många olika variationer eftersom den väljer Fourierkoe�cienterna godtyckligt

bland reella och imaginära tal, testa och se.
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Appendix A

Matlab-kod för utritandet av den plana vågfunktionen.

clear variables

close all

%För att enkelt ändra minsta och störtsa x,y värden:

k=500;

nmin=-k;nmax=k;mmin=-k;mmax=k;

n=(nmin:1:nmax);

m=(mmin:1:mmax);

%Val av (x,y) värden, exempelinmatning för (x,y)=(1,1/12)

xr=1;

yi=1/12;

%frekvensfunktionen:

f=((-4).*(pi.^2).*(n.^(2)+m.^(2)).*exp((2.*pi).*(sqrt(-1)).*(n.*xr+m.*yi)));

%Utritandet av bilden

plot(real(f),imag(f),'.')

%bildrubrik

title('x = 1, y = 1/12')

%Namn på axlarna

xlabel('Re(f)')

ylabel('Im(f)')
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Appendix B

Matlab-kod för utritandet av fasporträtten.

clear variables

close all

ky=2; %För att enkelt ändra minsta/störtsa x,y värden:

kx=ky; %I Exempel 3.6 kx=ky=1, medan i Kapitel 5 är kx=ky=2

xmin=-kx;xmax=kx;ymin=-ky;ymax=ky;xres=800;yres=800; %Resolutionen

%Definierar xr och yi som vektorer som spänner upp ett linjärt rum

xr=linspace(xmin,xmax,xres);yi=linspace(ymin,ymax,yres);

[xr,yi]=meshgrid(xr,yi);z=xr+sqrt(-1)*yi;

%-n,n och -m,m i summan:

N=input(' för summan -n,n, n= ');

M=input(' för summan -m,m, m= ');

%skapar en rad med olika pos.heltal i samma antal som antalet anm

radvekt=randperm(((2.*N)+1).*((2.*M)+1)+100,((2.*N)+1).*((2.*M)+1));

a=randi([0,0],[(2.*N)+1,(2.*M)+1]);d=0;%(2.*N)+1x(2.*M)+1 matris

%fyller matrisen med godtyckligt valda heltal

for k=1:(2*M)+1

for p=1:(2*N)+1

d=d+1;

dice=randi([1,3],1);

if dice==1

a(p,k)=radvekt(d); %positiva heltal

elseif dice==2

a(p,k)=(-1).*radvekt(d); %negativa heltal

elseif dice==3

a(p,k)=(sqrt(-1)).*radvekt(d); %komplexa tal

end
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end

end

plansymgrupp=input(' Vilken plan symmetrigrupp skall ritas ut?

(1-17) ');

%Allmänna, grupp 1-2

if plansymgrupp==1 %p1, anm

X=xr-(1/3).*yi; %(c=1/2) (d=2/3)

Y=(yi/(2/3));

elseif plansymgrupp==2 %p2, anm=a-n-m: n=-n är n = 2N+2-n

X=xr-(1/3).*yi; %(c=1/2) (d=2/3)

Y=(yi/(2/3));

%skriver om matrisen med kravet => önskade anm

for n=1:(2*N)+1

for m=1:(2*M)+1

if m>(2*N)+1 || n>(2*M)+1 || 2*N+2-n>(2*N)+1 || 2*M+2-m>(2*M)+1

a(n,m)=0;

else

%Kravet-------------------------------------------

for u=1:n %kontroll att alla a(krav) i matrisen hålls lika

for q=1:m-1

if a(u,q)==a(n,m)

a(u,q)=a(2.*N+2-n,2.*M+2-m);

else

end

end

end

a(n,m)=a(2.*N+2-n,2.*M+2-m); %själva kravet

%-------------------------------------------------

end

end

end

%sedan på samma sätt för resten av grupperna ...
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%funktionerna för grupperna

Ea=@(n,m)a(n,m).*(exp(1).^(2.*pi.*(sqrt(-1)).*((n-N-1).*X+(m-M-1).*Y)));

E=@(n,m)exp(1).^(2.*pi.*(sqrt(-1)).*((n-N-1).*X+(m-M-1).*Y));

S=@(n,m)a(n,m).*(1/4)*(E(n,m)+E(m,2.*N+2-n)+E(2.*N+2-n,2.*M+2-m)+E(2.*M+2-m,n));

W=@(n,m)a(n,m).*(1/3).*(E(n,m)+E(m,3.*N+3-m-n)+E(3.*N+3-m-n,n));

f=0;

if plansymgrupp==1 || plansymgrupp==2 || plansymgrupp==3 ||

plansymgrupp==4 || plansymgrupp==5 || plansymgrupp==6 ||

plansymgrupp==7 || plansymgrupp==8 || plansymgrupp==9

for m=1:(2*M)+1

for n=1:(2*N)+1

f=Ea(n,m)+f; %summan som ritas ut

end

end

elseif plansymgrupp==10 || plansymgrupp==11 || plansymgrupp==12

for n=1:(2*N)+1

for m=1:(2*M)+1

f=S(n,m)+f; %summan som ritas ut

end

end

elseif plansymgrupp==13 || plansymgrupp==14 || plansymgrupp==15 ||

plansymgrupp==16 || plansymgrupp==17

for m=1:(2*M)+1

for n=1:(2*N)+1

if 2*N+2-n-m>N || 2*N+2-n-m<-N

else

f=W(n,m)+f; %summan som ritas ut

end

end

end

end

%Utritandet av bilden:

p=surf(real(z),imag(z),0*f,angle(-f));set(p,'EdgeColor','none');

caxis([-pi,pi]), colormap hsv(600),

view(0,90), axis equal, axis off, hold on,

%origo, som inte ritas ut till Kapitel 5

plot(real(0.0),imag(0.0),'.');
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