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Sammanfattning

Denna avhandling behandlar betafunktionen och dess egenskaper. Integralsubsti-
tutioner samt betafunktionens relation till den narbesldktade gammafunktionen
anvands for att bevisa ett antal kiinda likheter dér betafunktionen figurerar. Dess-
utom presenteras betafunktionen tillimpning i form av betaférdelningen samt
betafunktionens medverkan i strangteorins uppkomst.

Avhandlingens huvudresultat ar tva nya olikheter, som framférdes ar 2018 av

Bozin och Karapetrovi¢:
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dar s € [0,1] och ¥, (t) = t%l(l —t)"», samt B(xz,y) betecknar betafunktionen.
Senare samma ar lyckades Lindstrém m.fl. forenkla bevisen till olikheterna. Bada
versionerna av bevisen skildras.

I en hjilpsats till beviset till den ena nya olikheten, anvinder Bozin och Ka-
rapetrovi¢ Sturms metod att rdkna antalet reella nollstillen till ett polynom.
Darfor innehaller avhandlingen dven ett kapitel som ingaende beskriver Sturm-
foljder, Sturms sats och Sturms metod. Det visade sig att det finns tva olika
sorters foljder som i litteraturen bendmns som Sturmfoljder samt tva versioner
av Sturms sats, som anknyter till respektive foljd. Skillnaden och sambandet
mellan dessa varianter klargdrs. Dessutom presenteras ett sitt att implementera

Sturms metod i programmet Wolfram Mathematica.
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Kapitel 1

Inledning

1.1 Avhandlingens syfte

En artikel skriven av Bozin och Karapetrovi¢ [5] publicerades i borjan av 2018 och
har fungerat som inspiration fér denna avhandling. T artikeln underséks normen

av Hilbertmatrisoperatorn H pa Bergmanrummet AP. For att bevisa huvudre-

T
2wy
)

i 2 < p < 4, anvinder Bozin och Karapetrovi¢ tva

sultatet, ||H||ar—ar =
nya olikheter som involverar betafunktionen. Huvudsyftet med denna avhandling
ar att redogora for bevisen for dessa tva olikheter.

Litteraturen har en tendens att domineras av gammafunktionen framom be-
tafunktionen, vilket kan bero pa att betafunktionen litt uttrycks med hjélp av
gammafunktionen. Orsaken till att man 6verhuvudtaget studerar betafunktio-
nen som sadan #r att den forekommer sa ofta i praktiken [T, s. 108]. Man kan
stota pa den inom exempelvis fysiken [7] s. 6-8] och sannolikhetslaran [10, s. 168-
170.]. Idén med avhandlingen dr dérfor ocksa att studera betafunktionen och
dess egenskaper pa djupet.

I beviset till en hjélpsats i sin artikel, refererar Bozin och Karapetrovié¢ till
Sturms metod for att rikna antalet reella rétter till ett polynom i ett specifikt
intervall [5, Lemma 2.2., s. 530-531]. Det finns metoder som ar mer effektiva for
att studera rotterna till polynom [2], men Sturms metod har en viss fordel i sin
enkelhet. Man behdver endast kidnna till polynomdivision med rest for att kunna
anvinda den och den &r mycket litt att lara sig. Det dr dock ingen sjilvklar-
het att ldsaren patriffat metoden tidigare. Saledes ar ett ytterligare syfte med

avhandlingen att ingaende beskriva Sturms metod.
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1.2 Definitioner och kanda resultat

Lasaren antas vara bekant med grundliggande algebra, komplex analys samt
sannolikhetsldra. Darfor kommer vanliga begrepp som konvergens, analytisk, tat-
hetsfunktion osv. inte att definieras separat. En del beteckningar och begrepp
brukar dock anvindas pa ett nagot varierande sitt i litteraturen, sa deras inne-
bord i avhandlingen preciseras nedan.

Med de naturliga talen N avses i denna avhandling méingden {0,1,2,3...}.
Méngden {1,2,3,4...} betecknas istéillet med Z, . Begreppen viixande och avta-
gande funktioner syftar pa funktioner med en derivata som &r storre én eller
lika med noll respektive mindre &n eller lika med noll, medan begreppen strangt
vaxande och strangt avtagande anvinds for funktioner med en derivata som &r
strangt storre respektive strangt mindre dn noll. Pa samma sitt anvinds begrep-
pen positiva och negativa funktioner for funktioner som kan anta funktionsvirdet
noll, medan begreppen stringt positiva och stringt negativa funktioner har funk-
tionsvarden som ar strangt storre respektive strangt mindre &dn noll.

Manga av bevisen innehaller vilkéinda resultat som hjilpsatser. Eftersom des-
sa resultat dr allmint forekommande och pa grund av det faktum att de inte &r
fokus for avhandlingen, kommer de inte att bevisas eller vidare kommenteras.
Referenser till bevisen har dock bifogats. Harefter presenteras de kiinda hjalpsat-

serna, i den ordning de patriffas.

Lemma 1.1. Antag att den oindliga produkten [[._,(1 + a,), a, € C, inte har
ndagon faktor som dr lika med noll. Da dr denna produkt absolut konvergent om

och endast om summan >~ a, ar absolut konvergent.
Bewvis. Se t.ex. |23 s. 3-4]. O

Lemma 1.2. (Grénsvirdesjamforelsetestet) Lit Y >~ a, och > - b, vara re-
ellviarda serier med a, > 0 och b, > 0 for alla n. Lat lim,,_, . ‘;—: = C. Da giller
foljande pastaenden:

a) Om 0 < C < oo, gdller det antingen att bida serierna Y ., a, och
> by konvergerar eller att bada divergerar.

b) Om C =0 och Y b, konvergerar, si konvergerar dven Y | ay.

¢) Om C = o0, a, >0 for alla n och >~ | b, divergerar, sq divergerar dven

ZZL Qp -
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Bewvis. Se t.ex.[17]. O

Lemma 1.3. (L’Hopitals regel). Antag att funktionerna f och g dr analytis-
ka pa ett oppet omride runt zg € C. Antag vidare att lim,,, f(z) = 0 samt
lim, ., g(2) = 0. Dd gdller

lim 225 —
2% g(2) 2o (2)

)y 1)
g

Bewvis. Se t.ex. [0, s. 97-99|. O

Lemma 1.4. Antag att (f,) dr en foljd av funktioner som dr analytiska pa en
dppen mangd D C C. Om (f,) konvergerar likformigt mot gransfunktionen f pa
varje kompakta delmdngd av D, sa dr f analytisk pa D.

Bewvis. Se t.ex. |26, s. 1]. O

Lemma 1.5. Lit D C C vara en dppen mdangd och lat ¢ : [a,00[xD — C med

a € R vara en kontinuerlig funktion med en kontinuerlig partiell derivata g—f.

Om integralen faoo o(t, z)dt konvergerar likformigt pd alla kompakta delmdngder

av D, definierar den en funktion som dr analytisk pa D.
Bewvis. Se t.ex |20, s. 2]. O

Lemma 1.6. (Identitetssatsen). Lat funktionerna f(z) och g(z) vara analytiska
i omradet D C C och lat M C D ha en hopningspunkt a € D. Om f(z2) = g(z)
for z€ M, sa ar f(z) = g(z) for alla z € D.

Bewvis. Se t.ex. |27, s. 72]. O

Lemma 1.7. (Cauchys residysats). Lat C' vara en enkel, sluten kurva och antag
att funktionen f dr analytisk innanfor och pa denna kurva, forutom i ett dndligt

antal punkter zy, 2o, ..., z,. Dd integrationsvigen gar moturs, gdller

/Cf(z)dz =2mi ZRes(zj),

ddr Res(z;) dr residyn for f i punkten z;.

Bewis. Se t.ex. |25, s. 311-312]. O
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Lemma 1.8. (Fubinis sats). Lat (X,0(X),u) och (Y,0(Y),v) vara fullstindiga
o-andliga mattrum och lat f(x,y) vara en integrerbar funktion pd (X XY, o(X X
Y),uxv), dvs.

/X ()l x ) < o

Da galler
[ twtex = [ ([ sear)ao= [ ([ )
Bewvis. Se t.ex. [24, s. 120-121]. O

Lemma 1.9. (Tonellis sats). Lat (X,0(X),u) och (Y,0(Y),v) vara fullstindi-
ga o-dndliga mdttrum och lat f(x,y) vara en positiv mdtbar funktion pd (X x
Y,o(X xXY),uxv). Di gdller

.. [l y)d(p x v) = /X </Y f(l}y)du) du = /Y (/X f(x,y)d,u> dv.

Bewvis. Se t.ex. |24, s. 126-127]. O
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Kapitel 2

Betafunktionen och dess egenskaper

2.1 Historisk bakgrund

Kline framfor i [14], s. 423] att matematikerna Daniel Bernoulli (1700-1782) och
Chrisitan Goldbach(1690-1764) arbetade under bérjan av 1700-talet med frage-
stillningen om fakultetsfunktionen n! kunde utvidgas till en funktion som &ven
giller tal n ¢ N. Den schweiziske matematikern Leonhard Euler(1707-1783) var
van till Bernoulli [20]. T [14] s. 423-424| framgar det hur Euler foreslog en 16sning
pa problemet ar 1729 genom att representera fakultetsfunktionen av n € R som

en odndlig produkt:

n!:ﬁ@zl)nkin. (2.1)

k=1

Genom att sétta n = % och manipulera uttrycket, kom Euler fram till

T[22\ [4-4\ (66
2 (1-3) (3-5) (7-9)
vilket var ett resultat som matematikern John Wallis (1616-1703) hade publicerat
redan 1655. Wallis hade studerat integraler av formen fol 2P(1 — x)%dz och med
den kunskapen fatt resultatet genom att utga ifran 7 = fol V1 — 22dx [T4, s. 353].
Kline [14] s. 423-424] menar att kopplingen mellan Eulers resultat och Wallis
fick Euler att studera sambandet mellan och integraler av formen fol xP(1—

x)%dx med godtyckliga p och ¢q. Genom att anvinda binomialsatsen for att ut-
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veckla (1 — )7 erhdll Euler resultatet

|
T L q=0,1,2... (2.2)

1
2P(1 — x)ldx =

/0 P+ +2).(p+g+1)

Med hjalp av vidare transformationer kom han dven fram till en integralform for

n! med n € R: .
n! = / (—logz)"dx. (2.3)
0

Genom att anvinda substitutionen ¢ = —logx erhdll han formen som brukar

anvandas idag:
n!:/ e du. (2.4)
0

Denna integral (eller produkten gavs symbolen I'(n + 1) av Adrien-Marie
Legendre runt ar 1811 och namnet gammafunktionen hirrér fran denna symbol
[8]. Ibland kallas integralen &ven Eulerintegralen av andra slaget [14], s.424].
Integralen fick symbolen B (versaliserat 3) av Jacques P.M. Binet (1786-
1856) ar 1839, vilket har lett till namnet betafunktionen [§]. Idag skriver man

integralen i aningen annorlunda form [I4] s. 424]:

B(z,y) = /0 t" 11 —t)y"'dt, Re(z),Re(y) > 0. (2.5)

En del litteratur (exempelvis [1]) anviinder symbolen /. Integralen kallas dven

Eulerintegralen av forsta slaget [14], s. 424].

2.2 Gammafunktionen

Da man undersoker betafunktionen och dess egenskaper ar en forstaelse for gam-
mafunktionen till nytta, eftersom att funktionerna &r sa nira relaterade.
I avsnitt 2.1 ovan, presenterades tva mojliga definitioner pa gammafunktio-

nen, ndmligen den oédndliga produkten (2.1)) och integralen (2.3). Agarwar, Bar-
nett och Dragomir [I], s. 105 ger en tredje definition:

Definition 2.1. Gammafunktionen I'(2) definieras som

nln?

I'(z) = nh_{lolo 2z+ D (z+2)...(z+n)’

ddr z inte dr ett negativt heltal eller 0.
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Detta uttryck kommer att anvindas som gammafunktionens definition i denna
avhandling.

Gréansvérdet i Definition 2.1) kan inte existera for  som &r negativa heltal eller
noll, eftersom brakets ndmnare da ar noll och uttrycket divergerar. Gransvirdet
ar dock vildefinierat i annat fall.

Sats 2.2. Grdnsvdrdet

’ nln®
im
n—oo z(z 4+ 1)(z + 2)...(z + n)

existerar for z € C\ {Z_ U {0}}.

Bevis. Rainville [23] s. 5] bevisar detta pastdende genom att utnyttja en odndlig
produkt. Notera forst att
? n (n—1)In?

2(z+1)(z+2)...(2+n) - 2(z+n) G+DGE+2).(z+n—1)
For alla z € C\ {Z_U{0}} géller
: n 1 1
lim ——— = lim = —
n—00 z(z + n) n—oo Z _|_ z A

nln

Y

nln®

2(z+1)(z+2)...(z +n)

sa foljden konvergerar da n — oo ifall gransvardet for

(n—1)In?

b= DY) in o)

existerar da n — oo.
Betrakta uttrycket P, 1:
nl(n+1)?
Pn+1 -
(z+ 1)(z+ 2) (z+n)

(z+1(2—|—2) (z4n) 17 22 3 7 npr
}i(zik S-I () ()

k=1

Saledes fas

JEEOP”:E((l%—%)l (1+%)Z):E[1(1+ (1+%)1 (1+%)Z—1).

'Den observanta lisaren mirker att detta #ir Eulers uttryck for n! i produktform li
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Nu ger Lemma (1.1} att den odndliga produkten lim, .., P, konvergerar abso-

g'<1+%>1 (1+%)z—1'<oo.

> re, 2 dr en kiind konvergerande serie med stréingt positiva termer och kan

lut, om

anvindas i gransvirdesjimforelsetestet (Lemma [1.2)):
2\ 1 1\~#
+97 0+ =1 a1y

= lim k <1+—> I+-] —1

lim
k—o0

1
%2

1 —1(1 -1
— lim (14 2t) (1 +1)

t—0+ t2

t+1)° —tz —
_ lim (t+1)—tz—1

t—0+ t2(t2 + 1)
Absolutbeloppet &r en kontinuerlig funktion, s om lim;_,q g(¢) f6r nagon funktion
g existerar, géller lim; ,o|g(t)| = |limy—0 g(¢)|. Anvindning av 1’'Hopitals regel
(Lemma tva ganger ger
fim (t+1)7—tz—1 _ - 2(t+1)t -2 — fim 2(z—1)(t +1)*72 _ 2z — 1)‘
t—0  t2(tz+1) t—0  3zt? 4+ 2t -0 62t + 2 2

Saledes géller
ety
B0 N

L
k2

z(z—l)'
2

och enligt gransvirdesjamf{orelsetestet (Lemma maste det gilla att
f: <1+5>1 1+ 1) e
k k '

k=1
Detta innebér att gransvirdet lim, ., P, existerar och didrmed existerar &ven

gransvardet

nln?

nlggo 2(z+1)(z+2)...(24+n)

]

Ibland kan det vara dndamalsenligt att uttrycka gammafunktionen pa nagot
annat sitt. Bl.a. Rainville [23] s. 9] anvinder Weierstrass definition for gamma-

funktionen, som innehaller Euler-Mascheronis konstant +.
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Sats 2.3. For z € C\{Z_U{0}} dr Weierstrass definition av gammafunktionen,

dvs. -
1 _z
) zevzg ((1+5)e7).
ddr

t
) Zl
7:}5& (_lnt+k—1 E) |

ekvivalent med definitionen

_ nln?
P = e o

Bewvis. Se t.ex. |23, s. 11-12]. O

En viktig egenskap hos gammafunktionen ar att dess virden kan berdknas

rekursivt.

Sats 2.4. For gammafunktionen T'(z) med z € C\ {Z_ U {0}} gdller
['(z+1) =zI'(2).

Bevis. Beviset foljer direkt ur gammafunktionens definition (Definition [2.1)):

) n!nz—i—l
Pt )=l o ey e v i)
~ Jim ( z-n nln® )
nsoo'z4+14n z(z+1)(z2+2)...(2+n)
=z lim nin”
n—oo z(z+ 1)(z +2)...(2 + n)
= z2I'(2).

Betrakta I'(1). Med hjilp av Definition [2.1 fas

| 1
I'(1) = lim nn = lim —— = lim

im —— = 1.

En kombination av detta samt Sats ger sambandet mellan gammafunktionen
och fakulteten:

Sats 2.5. For n=0,1,2,... giller '(n+1)=n-(n—1)-...-1=nl



KAPITEL 2. BETAFUNKTIONEN OCH DESS EGENSKAPER 11

Gammafunktionen kan ofta tillimpas i samband med integraler. Darfér bru-
kar en ldtt modifierad version av Eulers integralform (2.3 anvéindas som gamma-
funktionens definition [Il s 105] [23 s. 15]. Hér presenteras integralformen som

en sats, med utgangspunkt i Definition [2.1]

Sats 2.6. Gammafunktionen I'(x) kan i integralform uttryckas som
['(2) :/ e '*71dt, Re(z) > 0.
0

Bevis. Kline anser i [14, s. 424| att Eulers hérledning av integralformen inte
skulle godkdnnas idag. Exempelvis Rainville har presenterat ett modernare och

mer stringent bevis 1 [23] s. 15-18|, som intresserade lasare hinvisas till. [

En viktig egenskap hos gammafunktionen &r att den &r analytisk pa hela sin

definitionsméngd och saledes meromorfisk pa det komplexa talplanet.

Sats 2.7. Gammafunktionen T'(z) dr analytisk i z som inte dr O eller negativa

heltal.

Bewis. 1|20, s. 3] bevisas detta genom att man med hjilp av Definition [2.6] forst
visar att I'(z) &r analytisk for Re(z) > 0. Resten av beviset foljer ur detta samt
gammafunktionens rekursiva egenskap (Sats .

Lat z tillhéra nagon godtycklig kompakt méngd M C C pa halvplanet
Re(z) > 0. Da M dr kompakt, existerar det ett tal § sddant att Re(z) < f.
Om t > 1, giller alltsa tRe(=)~1 < Ces! for nagon tillrickligt stor konstant C.

Betrakta nu integralen [ e *t*"'dt med a > 0. Denna integral konvergerar lik-
formigt pa M, eftersom det for n € Z, giller att
/ "t / h ettZIdt’ = / h ett“dt'

< /Oo e~ 7! | at

_ /Oo o—tRe()—1 gy

< /00 e~'Certdt

:C'/ e~ 2t dt

=2Ce 2",

N
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vilket — 0 da n — oo. Saledes bestar dven varje funktion

fn = / e 't tdt, Re(z) >0, n=1,2,3, ...
1

n

av en integral som konvergerar likformigt pa M. Lemma ger att f, ar analy-
tisk.

Lat z igen tillhéra en godtycklig kompakt méngd M definierad som ovan.
Da existerar det ett tal @ med Re(z) > a > 0. Vidare giller e™* < 1 och
tRe()=1 < o=l om 0 < t < 1. F6r n > m > 0 fas saledes

o0 o
o — fnl| = / et tat — / et tde
1 1

1

— / " ettt
1

VAN
3\*—‘\
Q)

L
~

N

L
Q.
~

1
_ /m o tRe(x)—1 3y
1

1
< / o dt
1

For varje € > 0 existerar det ett N (t.ex. N = %/L&) for vilket N < m < n implice-
rar att ~m = < e. Diarmed konvergerar f,(z) likformigt mot [ e "t~ 'dt = I'(z)
pa alla kompakta méngder pa halvplanet Re(z) > 0. Lemma |1.4] ger att ['(z) &r
analytisk for Re(z) > 0.
Gammafunktionens rekursiva egenskap (Sats ger
F(Z>:F(z—l—1):I‘(,7:+2):m: I'(z+n)
z z2(z+1) 2(z+1)...(z4+n—-1)

for godtyckligt n € Z,. I'(z + n) &r analytisk for Re(z +n) > 0, med andra ord
for Re(z) > —n. Saledes &r

['(z+n)
2(z+1)...(z4+n—-1)
meromorfisk for Re(z) > —n med enkla poler i z = 0,—1,-2,... — (n — 1).

Eftersom n var godtyckligt vald, &r I'(z) analytisk for alla komplexa z som inte

ar 0 eller negativa heltal. O]
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2.3 Betafunktionen

En mojlig definition av betafunktionen ges av Rainville i |23 s. 18], som en

version av FEulers integralform (2.2)).

Definition 2.8. Betafunktionen, B(z,y), definieras som

B(z,y) = /O 11— ) ldt,  Re(x), Re(y) > 0.

Denna definition anvinds genomgaende i denna avhandling. Notera att de-
finitionen géller for komplexa 2 och y. En del litteratur, exempelvis [1, s. 108§],
valjer att definiera betafunktionen endast for en reell definitionsméngd.

Relationen mellan betafunktionen och gammafunktionen kan uttryckas pa

foljande sétt:

Sats 2.9.
I'(z)I'(y)

Tty Re(z), Re(y) > 0.

B(z,y) =

Rainville presenterar ett bevis i [23] s. 18-19], dér en substitution via poldra

koordinater anviinds. Féljande enklare bevis aterfinns bl.a. i [I5] s. 3|.

Bewvis. Sats [2.6] ger
[(x)T(y) = /OO e " dt /OO e *s'"1ds, Re(z),Re(y) >0,
0 0
vilket kan skrivas som
['(x)(y) = /000 /000 oty o= dsdt,  Re(z),Re(y) > 0.

Betrakta substitutionen ¢ = vu och s = v(1 —wu). Nu géller u = SLth och v =541,

sa 0 <wu<1och0<v<oo. Vidare fas

d(s,t) —v 1—u
= = —vu— (v —ou) = —v.
) v o)
Eftersom v > 0, géller
dtds = 9(s,) dudv = vdudv.
d(u,v)




KAPITEL 2. BETAFUNKTIONEN OCH DESS EGENSKAPER 14

Vid anvindning av denna substitution fas saledes

/ / vu)" (vl —u))V e Yvdudv  Re(x),Re(y) > 0

:/ N1 —w)v 1du/ e vtV ldy
0 0

= B(z,y) - I'(z +y),

dir den senare likheten erhallits ur Definition 2.6] samt Definition 2.8
Saledes géller

2.4 Betafunktionens egenskaper

Betafunktionen har manga speciella egenskaper. En hel del av dessa ér en f6ljd av
gammafunktionens egenskaper samt relationen mellan betafunktionen och gam-
mafunktionen.

Man kan bérja med att konstatera att betafunktionen &r strangt positiv for
reella tal, eftersom funktionen bestar av en integral av en stringt positiv och
kontinuerlig integrand. Betafunktionen dr dven symmetrisk, vilket kan ses med

hjalp av substitutionen u =1 — ¢:
1 0
B(z,y) = / "1 =) ldt = / (1 —u)* tuv= (—du)
0 1
1
= / w1 —uw) " tdu = B(y, v).
0

Notera dven att .
B(l,l):/ 1dt =1.
0

Agarwal m.fl. ndmner f6ljande rekursiva egenskaper hos betafunktionen i [T}
s. 109]:

Sats 2.10. Fir x, y € C med Re(x) > 0 och Re(y) > 0 gdller

B(z,y+1) =

B(x, och B(z+1,y) =
. (z,y) ( y) py

B(z,y).
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Bevis. Likheterna fas direkt av Sats och gammafunktionens rekursiva egen-
skap, Sats

@y +1)  Dyl'ly) oy
Blz,y+1) = Dx+y+1)  (z+y)D(z+y) x+yB(x’y)'

T+ DI(y) 2@y =@
B<x+1’y)_1“(x+y+1) (z+y)T(z+y) z+vy (=9)

Det ses latt att Sats bland annat implicerar att
x
Blz.y+1) =7 Blr+1Ly)

samt
B(z,y) = B(z,y + 1) + B(z + L, y).

Man kan &dven se betafunktionens relation till fakulteten som en f6ljd av dessa

rekursiva egenskaper.

Sats 2.11. ( o |
x— 1Dy —1)!
B(z,y) = vy =1,2,3,..
() (x4+y—1)! Y
Bewis. Lat x,y € {1,2,3...}. Sats ger
y—1
B(z,y) = ——— B(z,y — 1
(2,9) p— (z,y — 1)
-1 -1
- 5 Bla Ly 1)

r+y—1 v+y—2
:(y—l)(y—Q)-...-1-(:U—1)(:1:—2)-...-1
(e+y—1D(z+y—2)-...-2
=iz 1))
(x+y—-1)" ~

B(1,1)

Alternativt fas denna likhet direkt fran Sats [2.9] f6ljd av Sats

_T@)l(y) (@ -y —1)! _
B(m,y)—r(x+y)— CE—] rx,y=1,23,..

]

Betafunktionen kan representeras pa flera olika sétt. Nedan foljer nagra olika

representationer.
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Sats 2.12. )
o0 t,z‘f
Bevis. Satsen bevisas i [15, s. 3] med hjélp av substitutionen ¢ = =5 med dt =

ﬁds i betafunktionens definition. Denna substitution ger

1
B@w):/“ﬁ*u—ww*ﬁ
0

o0 s \*! s\ 1
-/ - s
o \s+1 s+1 (s+1)2

_ / S s 4 1) (s 4+ 1) P (s 4 1) 2ds
0

o) 8:1371
- —d
/0 (s + 1)atv"”

och satsen ar bevisad. O

Korollarium 2.13.

1 = 1 75y—1
B(z,y) = —/ ;dt, Re(x), Re(y) > 0.
0

2 (t41)=ty
Bevis. Enligt Sats [2.12] giller B(x,y) fo tﬁ)iﬂdt. Betafunktionen ar sym-
metrisk, sa det géller dven att
oo ty—l
B(z,y) = B(y,z) = /0 mdt

Saledes fas

B T g [Ty
2 = —dt - dt
(@) 1;(t+1ﬁﬂ '+1:(t+1yﬂ

1 00 txfl + tyfl

Sats 2.14.
1 -1 -1
11 — 1)
B xZ, =p* 1"— y/ —
(z,y) =p"(1+p) TGt

Beuvis. Notera forst att substitutionen t = pv med dt = pdv i gammafunktionens

dt, Re(z),Re(y),p >0

integralform ger
F(x):/ e it
0
:/ e P (pv)*pdu
0

o
:px/ e P L.
0
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Det géller alltsa att

L) _ /0 ey, (2.6)

pl’
Betrakta nu integralen 01 %dt Substitutionen ¢ = ﬁ med dt =
~ ey 8
x y=1
/t1< P 1—1+—u) ~(_ 1 )du
)ot oty 2
0 (t + p Y 0 1+u ) (1 + U)
/OO (1+u) w11+ u)ty 1 J
pr— p . u
o BEET e
> (1 1
_ / +u)? . du
0 pu—l—p—i—l)”y (1+u)?
o0 uy 1
= 2.7
/ (putp+ 1) >0

Med hjélp av (2.6 fas

0o _ _
1 fo e (pu+p+1)vvx+y ldU

(pu+p+1)=ty I'(z+y)

Y

vilket i kombination med (2.7)) ger

1 -1 -1 oo oo
[y i s
o (t+p)=tv Llr+y) Jo Jo

Beteckna f(u,v) = w¥~lemrutptvyrtv=l " Om [* [ f(u,v)|dudv < oo,
kan Fubinis sats (Sats anvandas, sa man kan dndra pa integreringsordningen.
Det géller att

/ / (u,v |dvdu-/ / [u? | e~ PutP Y| 1T gy
/ / pu+p+1)vvRe(x+y 1) dvdu

Eftersom yReW—1e=(putptlvyRe(@ty=1) ~ () for 4, v > 0, kan Tonellis sats (Sats
anvindas. Saledes kan man borja med att integrera med avseende pa u.
Uttryck (2.6) ger dessutom

/OO efpvuuRe(yfl)du _ F<Re(y))
0

pRe(y)URe(y) ’
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sa

r
/ / U Y \dvdu = (1}{6(( ))/ e~ (P+1)v Re(z=1) 7.,
p °(¥) 0
Re(y ))

< OQ.

Alltsa kan Fubinis sats anvindas i (2.8) och man erhaller

1 42—1 -1 o) 0o
/ t (1 — t>y dt = 1 / e*(pﬂ)”v“y*l (/ ep”“uyldu> dv
o (t+p)=tv Lz +y) Jo 0
F(y) ) /OO e*(erl)vafld,U

- pT(x+y) Jo
I'(2)T(y)
p(1+p)T(z+y)

da (2.6) anvinds tva ganger. Sats 2.9 ger att detta &r ekvivalent med

Pt (1!

B(z,y) =p*(1 +p)x/0 (t+p)t

Det finns ett intressant samband mellan specialfallen B(z, z) och B(z, %)
Sats 2.15. For Re(z) > 0 gdller B(z, z) = 272 B(z, %)

Beuvis. Detta bevis presenteras i [30].
Notera att forst att substitutionen ¢ = u? med dt = 2udu i betafunktionens
definition (Definition ger

1
B(z,y) = / w?2(1 — u?)Y " 2udu.
0

Saledes kan man skriva

1) — B(%,z) = 2/0 (1 —u®)*"'du.

B
(Z7 2
Med hjalp av betafunktionens definition fas dven

1
B(z,z):/ =1 — )= tdt.
0
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Substitutionen t = HT“ med dt = %du ger

e[, () ()

T2
1L (4 w)(1 =)=
= 5/ du

1 2z71 . 2271

1 1
= oo / (1 —u®)* 'du.
-1
Eftersom (1 — u?)*~! ér en jimn funktion, fas
1 1
2\z—1
B(z,z2) = 551 -2/0 (1 —u*)*"du

1 1

= %B(z,é)

1
=21"%B(z, ).
<Z7 2)

]

I litteraturen (t.ex. [23| s. 24]) &r det vanligt att man ger Sats som en
egenskap hos gammafunktionen istéillet for betafunktionen. Med hjalp av Sats
2.9 kan Sats [2.15] skrivas som

['(2)l'(2) _ 21—22F(Z)F(

['(22) L(z+3)’

1 3
0,—=,—-1,—, ...
Z# Y 27 Y 27 9

D[ po =
N—

alltsa

D(2)(z + %) = 21‘221“(%)1“(22).

Eftersom T'(3) = /T, fas

Korollarium 2.16. (Legendres dupliceringsformel). For z ¢ {—% : n € N}

galler

(=)0 (= + %) _ 912 /71(22),

Man kan hitta en del samband mellan betafunktionen och trigonometriska
funktioner. Ett av dessa ar Fulers reflektionsformel, som handlar om sinusfunk-

tionen.

Sats 2.17. (Eulers reflektionsformel).

B(z,1—2) = , ze€C\Z.

sin 7wz
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Bewis. Rainville anvéinder sig av detta bevis i [23] s. 19-21].

Betrakta forst betafunktionens integralform for 0 < Re(z) < 1:

B(z,l—z):/oltZ1(1—t)Zdt:/ol ﬁdt:/ol (ﬁ)% (2.9)

Substitutionen y = 1 med dt = (;dy ger

1+y)?
o 1+y 1
Bz71—z:/ = : d
( ) N T P
Ooyzfl
= dy, 0<Re(z)<1.
/0 ey (2)

Denna framstéillning blir viktig senare i beviset.

Betrakta vidare funktionen f(a) := OfT: Funktionen har en enkel pol i a@ =

—1. Residyn till funktionen f(a) i @ = —1 kan beriiknas som
Res(f,—1) = 1im1(a +1)f(@)
a——
1

= lim o*~
a——1

— (-

Lat nu kurvan C' i a-planet, diar Re(a) = y, omsluta den enda singulariteten i
a = —1 enligt Figur . Cauchys residysats (Lemma ger

az—l . )
da = 27i - Res(f, —1) = 2mi(—1)*"! = 2mie™EY = —2mie™.
/Cl+a a = 2mi - Res(f, —1) = 2mi(—1) Tie mie

-1 \/\E g R FRza

Figur 2.1: Kurvan C' i a-planet omsluter singulariteten i « = —1.
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Da man betraktar kurvan C| ser man att man naturligt kan dela upp den i

fyra delar:

a = Re med da = iRe™df, da 0 gar fran 0 to 27,
a = ye¥™ med do = e*™dy, da y gar fran R till 6,
a = §e? med da = ide?dd, da 0 gar fran 27 till 0
och

a = ye med da = e%dy, da y gar fran ¢ till R.

. z—1
Motsvarande delar av integralen fc 0‘1 o
i)

/27r (Rew)z—liReiGdQ B /27r Rz—leizQ—iGZ‘ReiGdQ B /271' iRzeize "
0 1+ Re® o 1+ Re Jo 1+ Re?® 7

i)

0 27r1 z—12mi z—1 2miz—2mi ,2mi 0, z—1,2miz
e d d e
/ (y cdy / y oy / e
e e e
(5619 z— 125619d€ 0 0%~ 1 zzH 1915619d0 0 i(szeizﬁ
T e,
o 1+ det? 9 1+ det? or 1+ 0€®?

™

/ (yeOZ z—1 OZdy /R yz 1 Oz 0¢ Ozdy /R yz—1€0izdy
s Lty 1+ ye s l+y 7
Det giller alltsa att
z—1
—omie™* = / a do
C 1 + o
27 1z iz0 6 ,,z2—1 _27iz
1R%e y* e
= —— df Z——d 2.10
/0 1+ Re® +/Rl—|—y62m y ( )

0 ,¢z,iz20 R ) 2—-1_0iz
i9%e y e
—— db dy.
+/27r1—|—c5e’9 +/5 14y Y

iii)

och

iv)
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Vid undersékning av beloppet av integralen (i), fas

27 Pz iz20 27 -z 120
/ 1R%e 6| < / 1R%e
o 1+ Re? 0

1+ Reie

_ /27r |Z~||Rz||eiz9|d0
o |1+ Re®|
27 pRe(z) ,—Im(z)0
R
= / ;dQ
0 |1+ Re®|

2 pRe(z)—1,—Im(z)0
- [ S
o |m+e”
27 RRe(z)—le—Im(z)G
/o %] = 1e?]]

217 pRe(z)—1,—Im(z)0
R
= / ST}
11
0 R

Eftersom Re(z) < 1, géller Re(z) — 1 < 0 och

2 pRe(z)—1_,—Im(z)0
R
lim S— )

R—oo /) 1—%

<

do

vilket innebéar att dven
2wz 120
1R%e
R—o0 0 1 + Rezé’

En liknande undersékning av integralen (iii) ger

0 ¢z iz0 2w SRe(z) ,—Im(z)0
/ T 4| < / e " o
or 1+ e 0 |1+ de|
27 5Re(z)671m(z)0

li ———df =
530 0 11+ de®| 0

0 ;52,120
)
lim/ )
§-0 Jo 1+ det?
Med hjalp av (2.11) och (2.12)), kan man skriva (2.10) som

z—1

Eftersom

giller alltsa

da

—2mie™* = lim
iy Jol+a

0 ,,2—1_2miz oo, z—1,0iz
e e
o Ty Ty
co ,z—1 oo z—1
2miz Yy Yy
= —e dy + d
A 1+y" 4 14y

oo ,z—1
= (= 1 1) / "
0

1+vy

22

(2.11)

(2.12)
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Detta innebéar att

/Oo y! dy = 2mie™
0 1 + Y €2Triz -1

211

eTI'ZZ — 6771'742

sin(7z)

For 0 < Re(z) < 1 giller saledes

o, z—1
B(z,l—z):/ Y dy = T
0

1+y sin(7z)’

23

Funktionerna B(z,1 — z) och g(z) = —7— &r dock analytiska for alla z € C\Z,

sin(7z)

sa identitetssatsen (Lemma [1.6]) ger att

B(z,1—2) =

C\Z.
sin(7z)’ 2eCy
En direkt foljd av denna sats &r:

Korollarium 2.18.

1+p 1-p m
B ) - 7T\ 7
2 2 cos(5r)

Bevis. Da % =1 — 2 kan Sats anvandas:

0<p<l.

B(l +p 1—p) B ™ B s o
2 72 Sin(”(l;P)) sin(3 + %) cos

2

2.5 Tillampningar av betafunktionen

2.5.1 Betafordelningen

Betafordelningen &dr en sannolikhetsférdelning med tathetsfunktionen

1 a1 B-1
sam 2t (1—2) 0<z<1
flwien By =q %

0, 1 6vriga fall
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dér a och B dr parametrar med «, > 0 [10, s. 168]. Harefter kommer X ~
Beta(q, §) att anvindas for att beteckna att en stokastisk variabel X &r betafor-

delad.

Beriakning av betafordelningens vintevéirde ger

E[X] :/Olz-f(m;a,ﬁ)

_ ! T - 1 xa—l —r B—1
_/o Bla, )" (77

1 /1
= (1 —z) L.
B(av ﬁ) 0 ( )
Enligt betafunktionens definition (Sats[2.8), kan man saledes skriva

_ Bla+1,5)
A= "R
vilket enligt Sats innebér att
a_ B(a,p)
FX]| = .
=355 )
o«
e

Det faktum att tdthetsfunktionen &r olika noll endast f6r 0 < z < 1 och
dessutom kontinuerlig, gor att den kan anvindas i situationer da den stokastiska
variabeln beskriver en sannolikhet. Dessutom kan férdelningsfunktionens graf se
ut pa manga olika sétt, beroende pa hur man viljer parametrarna o och 5 (se
Figur [2.2). Detta gor betafordelningen flexibel och det dr dérfor litt att anpassa
en sadan fordelning till insamlade data. [13]

Foljande exempel dr hamtat ur [I0, s. 168-170] och beskriver en hypotetisk

situation dér betafordelningen kan tilldmpas.

Exempel 2.19. Man vill undersoka sannolikheten for att en viss medicin fun-
gerar for en person. Antag att medicinen har en viss sannolikhet att funge-
ra varje gang den anvinds och att forsoken &r oberoende av varandra. Man
véljer att se denna sannolikhet som en betaférdelad stokastisk variabel, alltsa
X ~ Beta(a, 8), dar X beskriver sannolikheten att medicinen fungerar vid ett
forsok. Parametrarna « och g véljs utifran det man vet om situationen, even-
tuellt har man information om vilken form tathetsfunktionen fér sannolikheten
bor ha.
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3qo=0.6 p=08

251

151
q
05 -
. \
\
o 0.2 0.4 08 08 1

Figur 2.2: Betaférdelningens téthetsfunktion med olika « och .

Medicinen ges till n stycken forsokspersoner och data éver fér hur manga
personer medicinen fungerar samlas in. Lat den stokastiska variabeln Y beteckna
antalet lyckade forsok. Eftersom forsoken dr oberoende och sannolikheten for att
ett forsok lyckas ar lika stort for alla forsck, ar antalet lyckade férsdk givet X = x

binomialférdelat. Da erhalls foljande téathetsfunktion

frix(ile) = (T;) R

dér ¢ dr antalet lyckade forsok och n det totala antalet forsok.
Nu fas

Ixy(z,i) = fY|X(i|x) - fx(z)

o T T

_ n 1 a+i— . B+n—i—
= (@')B(a,ﬁ)x * 1(1 x)Pt L

Om man betecknar antalet misslyckade forsok, n — i, med 7, kan man skriva

fxy(z,i) = (ZL) ﬁxa—i—i—l(l B $)B+j—1‘
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Vidare fas

(i) = / oy (i)

0 ¢ &,

_(n a+1,p+)

i B(a,8)
dér den sista likheten fas med hjilp av betafunktionens definition (Definition

25).

Nu erhélls ett intressant resultat:

fxy(z,i)

fy (@)

— 1 xa+i71<1 . x)ﬁjtjfl.

B(a+1,5+ )

fxpy(z]i) =

Detta dr igen en betafordelning! Efter att man gett medicinen at n stycken for-
sOkspersoner och samlat in data for antalet Iyckade férsok ¢ och antalet misslycka-
de forsok 7, kan man alltsa modifiera sin férdelningsfunktion genom att anvinda
de nya parametrarna a + ¢ och 5+ j.

Notera att vintevirdet for denna nya betaférdelning ar

a+1
atitpf+]

a1

atpB+n

E[X] =

Om man har ett stort antal forsdkspersoner, kan man alltsa férvinta sig att
sannolikheten att medicinen fungerar ar ungefir 7%, alltsa forhallandet mellan
antalet lyckade férsok och antalet forsokspersoner. Nagot annat resultat skulle

vara hogst orimligt.

Exemplet visar att betafordelningen ar speciellt anvindbar inom bayesiansk
statistik da man anvénder sig av metoden bayesiansk inferens. Metoden gar ut
pa att anvinda en a-priori-fordelning och en likelihood-férdelning samt insam-
lade data for att fa fram en a-posteriori-fordelning. Om a-priori-férdelningens
tathetsfunktion ar fx, sa &r likelihood-fordelningens tathetsfunktion fyx och

a-posteriori-fordelningens tathetsfunktion &r fx|y. Den stokastiska variabeln X
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beskriver nagon osidker parameter och den stokastiska variabeln Y beskriver de
experimentella forsokens utfall. [12]

Betafordelningens anvindbarhet syns tydligt i litteraturen. Man hittar manga
studier dér betaférdelningen anviints, bl.a. inom toxikologi [11], s. 423-436]|, bio-
analys |11, s. 437-455|, ekonomi [I1], s. 457-483] och meteorologi [18].

2.5.2 Strangteori

Under historiens lopp har man inom fysiken férsékt konstruera en évergripande
teori som skulle forklara alla fysikaliska fenomen p& makro- och mikroniva [29].
Ett resultat av detta dr Standardmodellen, som beskriver hur alla subatoméra
partiklar vixelverkar med varandra. Modellen innefattar tre fundmentala vixel-
verkningar: Stark vixelverkan, svag vixelverkan och elektromagnetisk vixelver-
kan. Man har dock inte lyckats forena modellen med Albert Einsteins allménna
relativitetsteori om gravitation [28]. En alternativ 6vergripande teori, som inne-
fattar d&ven gravitationen, ar strangteori [9]. Strangteorins historia &r kopplad till
en intressant upptackt gillande betafunktionen.

I [9] framfor Greene att man pa 1960-talet undersokte den starka véixelverkan
som binder ihop protoner och neutroner i atomkidrnan. P4 CERN arbetade en
fysiker vid namn Gabriele Veneziano med detta. Materialet han hade till for-
fogande bestod av experimentell data som samlats in fran partikelacceleratorer
runt om i vérlden. Enligt Dattoli och del Franco [7] insag Veneziano att egenska-
perna hos mesoner i stark vixelverkan med varandra kan forklaras om man tolkar
betafunktionen som partiklarnas spridningsamplitud. Detta visade sig vara ett
stort genombrott. I [7] podngteras det anméirkningsvirda i att Veneziano kom
till sitt resultat med hjélp av endast en kvalificerad gissning som baserade sig pa
vissa fysiska egenskaper som rakade passa in pa en kind funktion.

Senare visade Leonard Susskind, Holger Nielsen och Yoichiru Nambu att Ve-
nezianos resultat kunde tolkas som vibrationer av tunna strangar. Matematiskt
sett, kunde man alltsa tolka situationen som att mesonerna var ihopkopplade med
strangar. Detta ledde till fodelsen av striangteori, som beskriver alla partiklar i
naturen som striangar med olika sorters vibrationer. Dessa vibrationer bestammer
partiklarnas massa och laddning. Enligt strangteoretikerna, skulle ocksa masslo-
sa partiklar kunna beskrivas pa detta sidtt och déirfér kan stringteorin vara den

overgripande teorin om fysikaliska fenomen man suktar efter. |9]
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Strangteorin har genomgatt en hel del utveckling under dess cirka femtioa-
riga liv, men det bor papekas att den tills vidare inte verifierats av empiriska

experiment. I nuldget &r det alltsa fragan om en rent teoretisk konstruktion.[9]



KAPITEL 3. STURMS SATS MED TILLAMPNINGAR 29

Kapitel 3

Sturms sats med tillampningar

3.1 Nagra definitioner och resultat

Detta kapitel handlar om polynom och polynomdivision. Varje polynom kan
framstéllas endast pa ett sitt som dr en linjar kombination av funktioner av
formen z7. Speciellt giller att gradtalet av ett polynom ir entydigt bestimt.
Gradtalet av ett reellt polynom P betecknas i detta kapitel som deg(P).

Foljande resultat giller: Antag att S(x) och P(x) # 0 ar godtyckliga polynom.
Da finns det entydiga polynom ¢ och r sadana att deg(r) < deg(P) och

S(x) = q(x)P(x) + r(z)

S(x)

Pz OCh kommer hérefter

for alla x € R. Polynomet r kallas resten i divisionen

att betecknas som rem(S, P).

Definition 3.1. En delare eller faktor i polynomet P dr ett polynom d sadant att
rem (P, d) = 0. For tva reella polynom S och P definieras en storsta gemensamma
delare som ett polynom d som dr en delare i bade S och P och fér vilket det gdiller

att alla andra delare i S och P dven dr delare i d.

Observera att en storsta gemensamma delare enligt denna definition inte &r
entydig. Man kan dock visa att entydighet giller, om man &ven krdver att den

ledande termen i den storsta gemensamma delaren ska ha koefficienten 1.
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3.2 Sturmfoljder

Den fransk-schweiziska matematikern Charles-Frangois Sturm (1803-1855) har
gett namn at en viss typ av polynomf6ljd [19], dar polynomen kan betraktas pa
ett intervall eller pa hela reella tallinjen. Definitionen av polynomféljden ges av

Raghavan [22] s. 2| som

Definition 3.2. Ldt Py vara ett polynom olika noll och lat Py, Py, ..., P, vara en
foljd av polynom med foljande egenskaper:

a) Py har inga multipla nollstdllen.

b) P, dr ett stringt positivt eller ett strangt negativt polynom.

¢) Inga konsekutiva polynom Pj, Pj11 i foljden har samma nollstdllen.

d) Om xzy dr ett nollstalle till nagot polynom Pj(z), i foljden, har P;_i(zo)
och Pji1(xg) olika fortecken.

e) Om xq dr ett nollstdlle till Py(x), har Py(xo) samma fortecken som Pj(xg).
Da kallas foljden Py, P, ..., P, en Sturmfoljd eller en Sturmkedja av polynomet
P=F,.

Anmairkning 3.3. For att fortydliga skillnaden mellan en Sturmféljd beskriven
ovan och liknande konstruktioner, refererar denna avhandling ofta till Sturmfolj-

der som "allménna Sturmfoljder”.

Ofta anvinds en specifik sorts f6ljd, som i denna avhandling bendmns som
en klassisk Sturmfoljd.

Definition 3.4. Lat P wvara ett polynom olika noll och definiera Py = P. Om
Py dr ett konstant polynom, lit detta enda element utgora en foljd. I andra fall,

definiera vidare P, = P’ och konstruera en foljd genom

P2 = —I'em<P07P1)7
P3 = —I'em<P1,P2),

Pn = _rem(Pn—Qa Pn—1)7
0= —rem(P,_1,F,)

ddr n dr det minsta antalet divisioner som krdvs for att fa en rest med vdirdet 0.

Félyden Py, P, ..., P, kallas den klassiska Sturmfoljden av polynomet P.
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En klassisk Sturmfoljd kan konstrueras av vilket polynom som helst, sa lange
polynomet inte &r identiskt med noll [22] s. 1]. Eftersom deg(rem(P;, Pj+1)) <
deg(Pj4+1), avtar polynomens gradtal i den klassiska Sturmftljden. En klassisk
Sturmfoljd bestar saledes alltid av ett dndligt antal polynom. Observera att en

klassisk Sturmfoljd inte alltid &r en allmén Sturmfoljd.

Anmirkning 3.5. Det finns viss variation i terminologin i litteraturen géillan-
de Sturmfoljder. Bozin och Karapetrovié¢ kallar foljden i Definition for en
Sturmfsljd i [5], inte klassisk Sturmfoljd. De ndmner inte den allménna sortens
foljd, som hér har definierats som en Sturmfsljd i Definition [3.2] éver huvudtaget.

Prasolov gor pa samma sétt i [21].

Konstruktionen av en klassisk Sturmfoljd &r egentligen Euklides algoritm for
polynomdivision, férutom att varannan erhallen restterm i Euklides algoritm har
motsatt tecken jamfort med motsvarande element i den klassiska Sturmféljden
[22, s. 1]. Detta innebér att den sista termen P, i en klassisk Sturmfsljd dr en
storsta gemensamma, delare av polynomen F, och P;, vilket kan bevisas genom

att man undersoker foljdens rekursiva egenskaper.

Sats 3.6. Den klassiska Sturmfiljden Py, P, ..., P, av polynomet P har féljande
egenskaper:

a) Om polynomet f dr en faktor i tvd konsekutiva polynom P; och Pjyy i
foljden, ar f en faktor ¢ alla polynom 1 foljden.

b) Det sista polynomet P, delar alla polynom i foljden.

Bevis. a) Antag att f &r en faktor i tva konsekutiva polynom P; och Pji; i
Sturmféljden. Da existerar polynom p; samt p;; for vilka P; = f-p; och Pj1; =
f - pj+1. Enligt Definition ar Pjio = —rem(P;, Pj11), s&
Pjio=qjyo- Pjy1 — B
= f (g2 Pjir1 — Dj)-
Da det dven géller att Pj.; = —rem(Pj_q, P}), fas
Pj1=qj+1- Py — P
<~ Pj_1=¢qj1- P — P

= [ (gj+1-Dj — Djs1)-
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Eftersom varje polynom i den klassiska Sturmféljden erhalls med likadana rekur-
siva berdkningar som ovan, kan man med hjilp av induktion dra slutsatsen att
f &r en faktor i alla dessa polynom.

b) Enligt Deﬁnitiongéller rem(P,_1, P,) =0, sa P, delar P,,_;. Polynomet
P, delar naturligtvis dven sig sjalvt. Da delar P, tva konsekutiva polynom i
den klassiska Sturmf6ljden, sa enligt egenskap a) maste P, dela alla polynom i
foljden. O

Dessa tva egenskaper ger tillsammans foljdsatsen

Korollarium 3.7. Det sista polynomet P, i den klassiska Sturmféljden av poly-

nomet P dr en storsta gemensamma delare av P och P'.

Denna konstruktion innebér dven att ett polynom med multipla rotter har en

klassisk Sturmfoljd med speciella egenskaper.

Sats 3.8. Lit Py, P, ..., P, vara den klassiska Sturmféljden av polynomet P
och lat m = 2,3,4... samt xoy € R. Foljande tre villkor ar ekvivalenta:

a) (x — xo)™ 1 dr en faktor i tvd konsekutiva polynom Pj(z) och Pjy1(z) © den
klassiska Sturmfiljden.

b) (x — xo)™ dr en faktor i P(x).

c¢) (x — x9)™ ! dr en faktor i alla polynom i den klassiska Sturmfiljden.

Bewvis. Ekvivalenserna kan bevisas genom tre implikationer.

a) — ¢): Implikationen ges direkt av Sats [3.6]

¢) — b): Antag att (z — z9)™ ! dr en faktor i alla polynom i Sturmféljden.
D4 dr (x — z9)™ ! en faktor i Pi(x) = P'(x), si det finns ett polynom p; med

P'(z) = (x —zo)™ - p1(x). Om deg(p;) = t, resulterar ¢ stycken deriveringar av
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p1 i en konstant. Med hjélp av partialintegrering fas nu

P() = P(x) — P(xy) = / " Py)dy

0

— =)o) = [ty )"y
1 m 1 m+1, 7
:E(ﬂf—wo) Pl(iﬂ)—m(ﬂv—mo) pi(x)
[ s = )™ )y
e il —w)m™ @) L T m)™
- i=0 <( Y szo(m+k) )+( ) /300 Z;lo(m‘i'k)pl )y
(e i<x—xo>m+z‘p§“<x>) el mm g
Z<( Vi men ) T TS m ™
t (z — z0)™'p\" (x)

- z':o(_l) HZ:O(m + k)

Saledes géller

m (@ — wo)'p ()
P(x)=(z —x — . ,
=t ) i:O( " szo(m+k)

alltsa dr (x — x9)™ en faktor i P(x).

b)— a) Antag att (z — x¢)™ ar en faktor i P(x) = Py(x). D4 existerar ett

polynom py(z) sadant att P(x) = (x — z9)™po(x), sa

Pi(z) = P'(z) = m(z — 20)" 'po(w) + (x — 0)"py(2)
= (z — 20)" " (mpo(x) + ( — 0)p(2))-

m—1

Dérmed ar (z — xg) en faktor i tva konsekutiva polynom i den klassiska

Sturmfoljden, ndmligen Py(z) och Py (z). O

Korollarium 3.9. Lat Py, Py, ..., P, vara den klassiska Sturmfoljden av poly-
nomet P och lat xq € R. Fdljande tre villkor dr ekvivalenta:

a) xo ar ett gemensamt nollstille till tva konsekutiva polynom P; och Pjiy i
Sturmféljden.

b) xo ar ett nollstille med multipliciteten > 2 till P.

¢) xo ar ett nollstdlle till alla polynom i Sturmfoljden.
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En klassisk Sturmfoljd av ett polynom P med multipla nollstillen &r inte en
allmén Sturmfoljd, ty villkor a) i Definition ar inte uppfyllt. Aven omvin-

dingen géller:

Sats 3.10. En klassisk Sturmfélyd av ett polynom P, vars reella nollstallen har

multipliciteten 1, ar en allmdn Sturmfoljd.

Bevis. Raghavan bevisar satsen i [22] s. 2-3| genom att visa att samtliga villkor
1 Definition ar uppfyllda.

Lat Py, Py, ..., P, vara den klassiska Sturmfoljden av polynomet P = F,, vars
reella rotter har multpliciteten 1. Man kan da genast konstatera att villkor a) i
3.2| ar uppfyllt. En klassisk Sturmfoljd kan endast bildas av polynom som inte
ar identiska med 0, sa dven villkoret att P i den allménna Sturmféljden inte &r
identiskt med 0 ar uppfyllt.

Antag att det sista polynomet P, i foljden inte &r stringt positivt eller strangt
negativt. Da maste P, ha ett nollstélle zp € R och da P, dr en gemensam delare
till Py och Py, ar xg dven en rot till bada dessa polynom. Enligt Korollarium
ar xg i sa fall ett multipelt nollstélle till P, vilket strider mot antagandet att alla
reella nollstéllen till P adr enkla. Saledes maste P, vara ett stringt positivt eller
ett strangt negativt polynom och egenskap b) i Definition géller.

Antagandet att de reella nollstéllena till P ar enkla innebir, enligt Korol-
larium [3.9] dven att inga konsekutiva polynom i foljden har samma nollstéllen.
Dirmed #r egenskap c) i Definition [3.2| uppfylld.

Betrakta tre konsekutiva polynom P;_;, P; och P;i; i foljden sddana att
1 < j < n. Enligt Korollarium ar ett nollstélle x( till P; inte ett nollstélle till
P;1 och inte heller till P;_;. Vidare ger Pji1(zo) = ¢j+1(x0)Pj(z0) — Pj—1(z0)
att Pjyi(zg) = —Pj_1(x0). Alltsd har Pj4(zo) och Pj_1(xy) motsatta tecken och
egenskap d) i Definition [3.2] giller.

Eftersom P; = P’ i den klassiska Sturmfoljden, dr det klart att egenskap e) i
Definition ar uppfylld.

Alla egenskaper i Definition géller saledes for den klassiska Sturmfoéljden,

sa den ar en allmédn Sturmfdljd. [
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3.3 Sturms sats

Sturms metod att rdkna antalet nollstéllen till polynom utgar ifran en sats som
finns i tva versioner. Det &dr ofta den andra versionen, den som handlar om
klassiska Sturmfoéljder, som anvinds i praktiken.

Den forsta versionen av Sturms sats ges av Bartlett [3], s. 3] som f6ljande:

Sats 3.11. (Sturms sats, version 1) Lit P # 0 vara ett polynom med enbart enkla
nollstdllen och lat Py, Py, ..., P, vara en Sturmfoljd av detta polynom. Beteckna
antalet teckenbyten i Sturmfioljden for ett visst variabelvirde x med w(x). Antalet
reella nollstillen till P mellan a och b (P(a) # 0, P(b) # 0 och a < b ) fis som
w(a) —w(b).

Bewvis. Bartlett presenterar detta bevis av satsen i [3] s. 3|.

Det kan endast ske teckenbyten i Sturmféljden om fortecknet till nagot poly-
nom P;(z) forandras, vilket bara kan intriffa om z ror sig 6ver ett nollstélle till
P;. Beviset gar darfér ut pa att visa att antalet teckenbyten w(z) i Sturmf6lj-
den minskar med ett da x ror sig 6ver ett nollstiille till P(z), medan w(z) halls
oférdndrat om x ror sig 6ver nollstéllen till Gvriga polynom.

Lat zp € R vara ett nollstalle till ett polynom P; 0 < j <n i Sturmfoljden.
Enligt egenskap d) i Definition [3.2] har P;_;(zo) och Pji1(xo) olika tecken. Ef-
tersom alla polynom &r kontinuerliga, kan ett polynom i Sturmféljden bara byta
tecken vid ett nollstélle. For ett tillrdckligt litet || > 0 har da &dven P;_;(zo +¢€)
och Pji1(zo+ €) motsatta tecken. Detta innebér att antalet teckenbyten i f6ljden
P;_i(z), Pj(z), Pjt1(z) &r konstant 1 da man later = rora sig 6ver zy. Observe-
ra att P,, enligt egenskap b) i Definition inte har nagot nollstille och kan
darfor inte paverka antalet teckenbyten i foljden. Alltsa kan det totala antalet
teckenbyten i Sturmféljden inte férdndras da man later x réra sig 6ver nollstéllen
for 6vriga polynom i féljden &n Py(z).

Antag att P = C, dar C ar nagon reell konstant olika noll. Polynomet P har
inga nollstéllen i detta fall och enligt féregaende stycke kommer da w(a) —w(b) =
0, oberoende av hur a och b dr valda. Alltsa fas antalet nollstéillen till P som
w(a) — w(b).

Antag nu att P inte dr en konstant och lat xy vara ett nollstélle till P (= 1).
Enligt egenskap e) i Definition [3.2[, har P;(zo) samma tecken som P’(z). Enligt
egenskap c¢) giller Py(zg) # 0 och enligt egenskap a) géller P'(xy) # 0. Da
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maste det existera ett tillrackligt litet € > 0 for att det for € [xg — €, 29 + €]
ska gilla att Py(z) och P’'(z) har samma fortecken och Pi(x), P'(x) # 0. Detta
innebér att polynomen Py(x) och P(z) har olika tecken for = € [y — €, x0),
medan polynomen har samma tecken for « € (2o, xg + €]. Alltsa minskar antalet
teckenbyten i Sturmféljden med ett om och endast om x ror sig 6ver ett nollstélle
till P. Antalet nollstéllen till P i intervallet [a,b] fas darfor som w(a) — w(b)
(P(a) # 0, P(b) # 0 och a < b). O

Bozin och Karapetrovié¢ |5, s. 530| uttrycker den andra versionen av Sturms

sats pa foljande sétt:

Sats 3.12. (Sturms sats, version 2) Beteckna antalet teckenbyten for ett speci-
fikt variabelvarde x i den klassiska Sturmféljden av polynomet P(x) med w(x).
Om man inte riknar med multipliciteter, fas antalet nollstéillen mellan a och b

(P(a) # 0, P(b) #0 och a <b ) som w(a) — w(b).

Bewis. Detta bevis aterfinns i [3], s. 3-4].

Antag att alla nollstillen till P i intervallet [a,b] (P(a) # 0, P(b) # 0 och
a < b ) ar enkla. Enligt Sats ar den klassiska Sturmféljden en allmén
Sturmfoljd pa detta intervall. Enligt Sats fas antalet nollstéllen mellan a
och b som w(a) — w(b).

Antag nu att P har atminstone ett multipelt nollstille i intervallet (a,b).
Enligt Sats delar det sista polynomet P, alla polynom i den klassiska Sturm-
foljden. Saledes existerar det polynom py, p1, ..., p, sddana att P, = P, -p;. Det ér
klart att ett reellt nollstéille till pg ocksa ar ett nollstéille till P. Antag att o € R
ar ett nollstélle till P. Da kan P(x) faktoriseras som P(z) = (x — x¢)™ fo(z), dar
m ar nollstéllets multiplicitet och fy &r ett polynom med fy(zg) # 0. Sats
ger att (x — )™ ! delar P,(z) (om m =1 fas (z —x9)™ ! = 1, som naturligtvis
delar alla polynom). D4 giller P,(x) = (z — o)™ f1(x), ddr f; dr ett polynom.

Observera att fi(xg) # 0, eftersom P, &r en storsta gemensamma delare till
P och P'. Om fi(zg) = 0, delar (z — o)™ bade P(x) och P'(x). Enligt Sats
skulle o da vara ett nollstille med multipliciteten m + 1 till P, vilket ar en
motsigelse.

Vidare géller

_ Pl@) _ (- w)™ole) _ (z— w0)fola)
Pu) -z h@)  Alo)
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sa xg ar aven ett nollstalle till py. Alltsa har Py och py exakt samma nollstéllen,
da man inte tar multipliciteter i beaktande.

Foéljden pg, p1, ...p, ar en allmin Sturmfoljd, eftersom den har alla nédviandiga
egenskaper:

Egenskap a): Enligt ovan, kommer alla multipla nollstillen i F att vara
enkla nollstéllen till py. Eftersom Py = P, - po, ar det inte heller mojligt att pg
skulle ha nagot multipelt nollstéille som inte dr ett multipelt nollstélle till F.

Alltsa maste alla nollstéllen till py vara enkla.

Pu(z) _

e 1, s& p,(x) &r ett strangt positivt

Egenskap b): Det géller att p,(x) =
polynom.

Egenskap c): Eftersom det for 1 < j < n géller att

prae) = 3 = BT o) o),

géller samma rekursionsformel som for klassiska Sturmfoljder. Darfor géller det
aven for foljden pg, p1, ..., pn att om zy € R ar ett nollstélle till tva konsekutiva
polynom p;(z) och p;iy, maste xy vara ett nollstélle till alla polynom i foljden.
Det &r dock omdjligt att p, har nagot nollstélle, da p,(x) = 1. Saledes kan tva
konsekutiva polynom i féljden pg, p1, ..., pn inte ha gemensamma nollstéllen.
Egenskap d): Antag att 2o € R &r ett nollstélle till p,;. Enligt den ovanndmnda

rekursionsformeln fas

pj+1(ro) = gjr1(zo)p;(w0) — pi—1(x0) = —pj-1(x0)-

Dérmed har p;1(x0) och p;_;(zo) motsatta fortecken.

Egenskap e): Antag att x( ar ett nollstélle till p och da &ven ett nollstélle till P
med nagon multiplicitet m. Som konstaterats ovan, géller P(z) = (z —x0)™ fo(z)
och P,(z) = (z —xo)™ ! f1(x), dir fo och f; &r polynom med fo(xg), f1(xo) # 0.
Nu erhalls

P'(z)  m(z—a0)" " fol@) + (z = 20)" fo(x) _ mfolx) + (& — 20) fo(2)

nl) =5y = (@ — 20)™  f1(2) B fi(x)
och
p1(o) = m (o)
fi(zo)

Vidare ger (3.1) ovan att

(=) fo(x)
po(x) N fl(I) ’
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@) @) @) (@~ 2o fola) fi(a)
B = rm T R (h@)?

/ - fo(%)
Polo) = fl(x(J)'

och

Eftersom m > 0, har p;(zo) samma fortecken som pf (o).

Beteckna antalet teckenbyten i po(z), p1(), ..., pn(z) med w,(x). Da pg, p1, -..,
pp ar en allmén Sturmfoljd, ger Sats[3.11]att antalet nollstéllen till po i intervallet
(a,b) fas av wy(a) — wy(b). Da po(x) och P(x) har exakt samma nollstéllen, ges
dven antalet nollstéllen till P(x) i intervallet (a,b) av wy(a) —w,(b). Emedan alla
element i féljden Py, Py, ..., P, fas genom P, = P, - p;, dir P, ir oberoende av
i, maste det gélla att w(z) = w,(x). Antalet nollstéllen till P i intervallet (a,b)

fas alltsa som w(a) — w(b), da rotternas multipliciteter inte tas i beaktande. [

I en del litteratur, exempelvis [21], ndimns inte den férsta versionen av Sturms
sats over huvudtaget och med "Sturms sats” syftar man da pa den andra versio-

nen. I [3, s. 3] betecknas den andra versionen som en foljdsats av den forsta.

3.4 Tillampningar

Sturms metod att rdkna antalet reella nollstéllen till ett polynom P(x) pa in-
tervallet (a,b) gar ut pa att skapa den klassiska Sturmfoljden av polynomet,
evaluera foljden i punkterna a och b och sedan beriikna w(a) — w(b), vilket enligt
Sturms sats version 2 (Sats da ger antalet nollstallen i intervallet. Obser-
vera att man genom att anvinda a — —oo och b — oo far antalet nollstéllen
till P pa hela reella tallinjen. Fér att sedan hitta dessa nollstillen kan man dela
upp grundintervallet och fortséitta anvinda Sturms metod pa delintervallen, tills
man hittat intervall som innehaller exakt ett nollstille. Sedan kan man anvinda

nagon numerisk metod pa intervallen for att fa fram nollstéllena.

Exempel 3.13. Betrakta polynomet P(z) = 22* — 423 + 42% — 1.
a) Hur manga reella nollstdllen har P i intervallet (0,1)?

b) Hur manga reella nollstallen har P pd hela reella tallinjen?

Losning: Den klassiska Sturmfoljden av P konstrueras enligt algoritmen i
Definition 3.4 D4 fas direkt

Py(z) = P(z) = 22" — 42® + 42* — 1
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samt
Pi(z) = P'(z) = 82 — 122 + 8.

Polynomdivision ger

1 1 1
20t — 42’ f4a? — 1 = (Zx - g)(SxS — 1227 + 8z) + (§x2 +x—1),

Sa
1
Py(x) = —rem(Py(z), Pi(x)) = —§$2 —x+ 1
Pa samma satt fas

Py(z) = —80x + 56

samt
11
Py(z) = ——.
() = ~509

a) Inséttning av intervallets forsta d&ndpunkt z = 0 ger

Py(0) = —1
P(0)=0
P(0) =1
P3(0) = 56
Py(0) = _%

Man ser att fortecknet forandras fran negativt till positivt och sedan till negativt
igen. Alltsa &r antalet teckenbyten w(0) = 2.

Insdttning av den andra dndpunkten x = 1 ger i sin tur

Py(1) =1
Pi(1) =4

1
Py(1) = —24
Py(1) = —%.

Fortecknet fordndras en gang, sa w(1) = 1. Enligt Sturms sats (Sats [3.12)) erhalls
antalet nollstéllen till P i intervallet (0,1) som w(0) —w(l) =2—-1=1.
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b) For att erhalla antalet nollstdllen pa hela reella tallinjen, later man &nd-

punkterna ga mot —oo respektive oo. Da den forsta dndpunkten gar mot —oo

fas
lim Py(z) = lim 27 —42® +42% — 1 = 0
T——00 T——00
lim Py(r) = lim 82 —122% 4+ 8z = —o0
T——00 Tr——00
1
lim Py(z) = lim —=2*—2+1=—c0
lim Pi(z) = lim —80x + 56 = oo
11 11
lim P, = lim —=——
m Palo) = lm =556 = 300

Eftersom fortecknen dndras tre ganger, géller lim,_, ., w(z) = 3.

Da den andra dndpunkten gar mot oo, fas vidare

lim Py(z) = lim 22* —42° + 42> — 1 =

T—00 T—00
lim Py(z) = lim 82° — 1222 + 8z = oo
Tr—00 Tr—00

1
lim P(r) = lim —§x2 —z+1=-00

T—00 T—00
lim Ps(z) = lim —80z + 56 = —o0
T—00 T—00

11 11
lim Py(z) = lim ——— = ——
T—00 z—oo 200 200

Hér fordndras fortecknet endast en gang i kedjan, dvs. lim,_,., w(xz) = 1. Sturms
sats (Sats [3.12) ger att polynomet P har totalt 3 — 1 = 2 reella nollstéillen.

Det kan vara moédosamt att anvinda Sturms metod att rdkna antalet nollstil-
len i praktiken. Polynomdivisionen som kravs for att skapa Sturmfoljden &ar inte
alltid helt enkel att utféra for hand och koefficienterna i polynomen i den klassis-
ka Sturmfoljden kan bli svarhanterliga brak. For att minska risken for ménskliga
fel, kan man skriva ett program som utfér berdkningarna. Koden till ett sadant
program i Wolfram Mathematica aterfinns i Bilaga A. Programmet anvéinds i
l6sningen till foljande exempel, som Bozin och Karapetrovi¢ anvinder i [5] for

att visa en av de nya olikheterna.

Exempel 3.14. Visa att polynomen n(x) = 25 — 1125 + 392* — 2523 — 11722 +
171242 och &(z) = 227 —252°% + 1042° — 103z* — 30223 4 5652% + = — 2 dr stringt
positiva pd intervallet (2,4).
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Losning: Genom direkt berdkning fas n(2) = 12 > 0 och n(4) = 30 > 0.
Saledes &r n strangt positiv i intervallet (2,4), om 7 inte har nollstillen i detta
intervall. BoZin och Karapetrovié¢ visar detta i [5], s. 530-531] med hjilp av Sturms
metod.

Om man later programmet i Wolfram Mathematica (se Bilaga A) konstruera

Sturmfoljden for polynomet 7, erhalls

no(z) = 2® — 112° + 392% — 2523 — 11722 + 171z + 2
m(z) = 62° — 55z + 1562° — 752 — 234z + 171

137, 211, 1211, 217
ne(x) = 36x 5 x° + B x° —Tlx 1
(z) = — 188641’3 _ 471744x2 n 26306641’ B 3328632
& 18769 18769 18769 18769
534184509 , 23375194135 2362435261
m(x) = - z+ T —
137288 1235592 102966
(z) = — 16805420098648 - 14769101055592
5 © 136830827795841 45610275931947
( ) 115866443986827591180987
Ne\T) =

~1028575493459159159409604

Detta ar ett exempel pa en klassisk Sturmféljd som skulle vara modosam att
berdkna for hand.
Vidare rdknar programmet ut att inséttning av den férsta &ndpunkten x = 2

resulterar i

m0(2) = 12
469
9) = >
772( ) 36
105192
9) = —
ms(2) 18769
(2>47__414738593
=) = T 617796
78076372040
N5(2) =
098765166393
) 115866443986827591180987
T

~ 1028575493459159159409604

Det finns tva teckenbyten i féljden, sa w,(2) = 2.
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Vid inséttning av den andra dndpunkten, z = 4, fas

Aven med denna &ndpunkt fir antalet teckenbyten tva, alltsa w,(4) = 2.

10(4) = 30
m(4) =83
1
4) = ——
772< ) 36
1561176
4) = —
ms(4) 18769
(4)____1471376986
) = T T 5449
99914377227816
ns5(4) = —
136830827795841
n 115866443986827591180987
Ne

~ 1028575493459159159409604

42

Eftersom w,(2) —w,(4) = 2—2 = 0, kan man med hjilp av Sturms sats (Sats
3.12)) konstatera att polynomet n(x) = 2° —112°+ 392 — 252% — 11722 + 1712w+ 2
inte har nagra nollstéllen pa intervallet (2,4). Eftersom 7n(2),7(4) > 0 implicerar

detta att n(z) dr stringt positivt for z € (2,4).
Fallet med & &ar analogt. Det géller att £(2) = 180 och £(4) = 210, sa £ ar

strangt positivt for = € (2,4), om polynomet inte har reella nollstéllen i detta

intervall. Koden i Bilaga A ger f6ljande resultat for d&ndpunkterna z = 2 och

x = 4 i den klassiska Sturmfoljden av polynomet £ (se Bilaga A for exakta

virden)

(2) >0 §o(4) >0
£(2) <0 &(4)>0
£(2) <0 &(4) <0
&(2) <0 &3(4) <0
£4(2) <0 &4(4) <0
&(2) >0 &5(4) <0
&6(2) >0 &6(4) > 0
&(2) >0 &7(4) > 0,

sh we(2) — we(4) =2 — 2 = 0. Alltsd har inte & = 227 — 252° + 10425 — 1032* —
30223 4 5652 + x — 2 nagra nollstéllen i intervallet (2,4). Diarmed dr bade n(x)

och &(z) stringt positiva for x € (2,4).
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Kapitel 4

Tva nya olikheter gallande

betafunktionen

4.1 Forberedelser

Hjéilpresultaten som forevisas i detta avsnitt, kommer att anvindas i bevisen for
de nya olikheterna som Bozin och Karapetrovi¢ presenterar i [5].
For att beskriva att tva funktioner dr vixande eller avtagande samtidigt, kan

féljande begrepp anvindas.

Definition 4.1. Twd funktionen f och g dr synkrona pi médngden I C R, om

(f(x) = fy)(g(x) —g(y) >0 Va,yel.

Detta begrepp ar centralt i en hjdlpsats som presenteras av Agarwal m.fl. i
|1 s. 110].

Lemma 4.2. (Tjebysjevs integralolikhet for synkrona funktioner) Ldt f, g, h:
I C R — R vara funktioner sidana att h(x) > 0 for alla x € I och h, hfg, hf och
hg dr integrerbara pa I. Om f och g dr synkrona pa I, gdller olikheten

[@as 1)@t = [ b)) [ 1wt

1 1
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Bevis. Betrakta integralen

/I /1 hx)h(y)(f(z) = f(y)(9(z) — g(y))dzdy

_ /I /I h(@)h(y) f(2)g(z)dedy — / / )g(y)ddy
_ / / h(@)h(y) f(y)g(x)dady + / / g (y)dzdy
_ / dx/ x—Q/Ih( )f(:p)dx/lh(x)g(x)dx.

Saledes géller identiteten

/ 2)dz / 2)dz — /[ h(z) f(x)da /[ h(2)g(x)dx

=5 [ [rems@) - st - sy

Enligt antagandet att h(x) > 0 for alla € I samt att f och g ir synkrona, kan

hogra ledet i likheten ovan inte vara negativt, sa

/ 2)dz / 2)dz — /I h(z) f(x)dz /1 h(z)g(x)dz > 0.
— / v)dz / 2)da > /I h(z) f(z)dz /I h(x)g(x)dz.

I [T, s. 114] anviinds Tjebysjevs integralolikhet for att bevisa foljande olikhet

]

gillande betafunktionen.

Sats 4.3. Om 0 < z,y <1, sd dr B(x,y) <

—z‘y

Bevis. Definiera funktionerna f, g, h: (0,00) — (0,00) genom f(t) = t*~1, g(t) =
t¥=1 och h(t) = te™". Fér 0 < x < 1 och 0 < y < 1, &r bada funktionera f och
g avtagande, sa f och g ar synkrona pa denna definitionsmingd. Vidare ar h,
hfg(t) = t*tv=le=t | hf(t) = t"e™", samt hg(t) = tYe"" integrerbara pa (0, 00).
Nu kan Tjebysjevs integralolikhet (Sats anvindas:

/0 " h(t)at / T F(g(t)dt > / ) f(0)de / " (g (e

o0 o0 o0 o0
— / te tdt / et g > / tTetdt / tYe tdt
0 0 0 0
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Detta kan dock skrivas med hjilp av gammafunktionen (Definition som

I'2)-I'(z+y)>Tx+1)-T'(y+1)

= [(z +y) > 20(2) - yI'(y)
— 1 T@)(y)
zy — Iz +y)
Med hjalp av Sats fas alltsa B(z,y) < ﬁ O]

Nedanstaende enkla resultat bevisas av Bozin och Karapetrovié¢ i 5] s. 531]
genom att man direkt Maclaurinutvecklar (1 — ¢)® och att studerar denna ut-
veckling. Har visas olikheten istéllet genom att studera bdérjan till en form av

harledning av Maclaurinutvecklingen.

Lemma 4.4. Om « € (0,1] U (2,3) och t € (0,1) gdller

ala—1)
2

(1-H)*<1—at+ t2

Beuvis. Beviset gar ut pa att omskrivningen f(t) = ) + fo f/(u)du anvinds

flera ganger. Forst fas
t
(1-t)*=1 —i—/ —a(l —u)* du
0
t
=1- a/ (1 —u)* du.
0

Vidare giller (1 —u)*' =1+ [’ —(a — 1)(1 — v)**dv, sa man kan skriva

(1—t)a:1—a/0t (1+/0u—(a—1)(1—v)°‘_2dv) du
:1—at+a(a—1)/0t (/Ou(l—v)a_2dv> du.

Pa samma sétt erhalls (1 —v)* 2 =1+ [ —(a —2)(1 —w)* 3dw, vilket ger

/Ou(l—v)a2dv:/0 1dv+/0 /O 0 21— w)Pdwdo

— (a— 2)/ / (1 —w)* *dwdw,
o Jo
sa

/;(/u( — ”dv>du_/udu+/( a—Q// a3dwdv>du
:_t2 a—2/// w)**dwdvdu.

(4.1)
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Saledes kan ekvation skrivas som
1 t u v
1-t)*=1—at+ éoz(oz —Dt* —ala—1)(a—2) / / / (1 —w)* *dwdvdu.
o Jo Jo

Eftersom w < v < u < t och t € (0,1), &r integranden (1 — w)®~3 stringt
positiv, s& trippelintegralen ar strangt positiv. For a € (0, 1]U(2, 3) ar produkten
—a(a — 1)(a — 2) negativ. Saledes &r den sista termen i uttrycket ovan negativ

och man kan darfor konstatera att
1
1-t)*<1—at+ 5oé(oé —1)t*, ae(0,1]U(2,3), te(0,1).
O]

Foljande hjilpsats anvinds i ett av de alternativa bevisen till de nya olikhe-

terna.

Lemma 4.5. Forxz > 1 och 0 <y <1 gdller

1
B < — — .
(z,v) xy(x +y — xy)

Bevis. Bhayo och Sandor anvinder genomgaende funktionen ¢ (x) := 1;/((;) 1sitt
bevis av hjélpsatsen i [4] s. 4-5]. Rainville hiirleder ett behindigt sétt att uttrycka

FFI((;)) i |23, s. 10] genom att studera den naturliga logaratimen av Weierstrass

definition av gammafunktionen (Sats[2.3).

InT(x) = In (aﬁe” ﬁ ((1 + %) 612))_

n=1
:—lna:—lnew—nio;(ln <1+E> +Ine ”)
-5 (12) - 5)

Termvis derivering med avseende pa x ger nu
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Alltsa kan man skriva

[e.9]

-1 5 (k1)

Bhayo och Sandor borjar med att visa att det for

I—y

géller att ¢g,(y) <0,om z >1och0<y<1.

Betrakta forst termen

- 1
st = =S ()

Derivering med avseende pa y ger

"(z + 5+
Y v) = :L'+y ;x—i-y—l—n
= (rty+n)?
samt -
"(x+ 4.2
v) nzx+y+n (4.2)
Derivering av g, (y) ger
—let+y—zy) —(1—y)(d —x)
’ _ IZL’—|- _
9.(y) = = (x +y) @ty )
—rx—y+ay—1l+z+y—ay
= — /aj—|— —
Pz +y) @ty —y)
1
= (x+y) +———
V(z+y) CE——r
samt
1
" — Ill"" _2 1_x‘—
9. (y) = —¢"(z +y) ( )(Hy_xy)g
2¢ — 2
= — "z +y).
Ea=mEE )

For z > 1och 0 <y < 1, ger (4.2) att ¢"(x + y) < 0. Eftersom det {6r dessa
viarden pa x och y dven giller att
20— 2
(z(1-y) +y)?

> 0,
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kan man konstatera att ¢/ (y) > 0. Saledes dr funktionen g,(y) stringt konvex
forz >1och 0 <y < 1.

Notera dven att

1 - 1 1 JR— 1 1
1 — =~ — - - - - _ =
YL +a) - via) 7 I+ ;<1+x+n n>+7+x+;<x+n n)

1 1 1 1
_E_l—l—x—'—;(x%—n_l%—m%—n)'

Summan i detta uttryck ar dock teleskoperande, sa

o0

3 I o (L1 1
—~\z+n l+z+n) nex\z+l l+z+n) 1+a

n=

Déarmed géller

1 1 1 1

w(1+x)_¢(x):§_1+x+l+ng' (43)

Betrakta nu g,(0) och g,(1). Det géller att

6:(0) = (1 +2) — P(z) —

T

och med hjalp av (4.3)) erhalls

Dessutom géller

1-1
D=tz —(l+z)— — =0
0o(1) = 91+ 2) ~ Y1 +2) — — T
Eftersom g, (y) ar strangt konvex for x > 1 och 0 < y < 1, maste alltsa g,(y) <0
for dessa variabelvirden.

Definiera nu
hy(z) =In(I'(1+2))+In(T(1+y)) —In(T(z+y)) — In(z+y — zy).

Derivatan med avseende pa x ar

h,(x)_F/(1+x)_F’(x+y)_ 1—y
WY T 4z) T(e+y) x4y—my

=¢(1+I)—¢($+y)—ﬁ_‘yw




KAPITEL 4. TVA NYA OLIKHETER GALLANDE BETAFUNKTIONEN 49

Eftersom g,(y) < 0, géller saledes h,(x) < 0 for 2 > 1 och 0 <y < 1, sa hy &r
strangt avtagande pa (1,00) for dessa virden y. Vidare fas
hy(1) =In (P(1+1)) + I (T(1+y)) =TI +y)) —In(1+y—1-y)
=Inl—-Inl
= 0.

For x > 1 och 0 <y < 1 géller saledes

hy(z) <0
— In(Tl+2)+h(T1l+y)-—InT(z+y) <ln(z+y—zy)
I'(1 (1
— ln( ( —|—x +9) <In(x +y—zy)
INE + y
L(1+2)(1+ y)
= F(x+y) <(z+y—u2y).
Enligt Sats [2.4] dr detta ekvivalent med
2l @)yl (y)
Toty) - (z+y—ay)
I(z)l(y) 1
= I'(z +y) <:By(:v+y )

och enligt Sats 2.9 kan man da skriva

1
B < — — .
(z,y) xy(l’ +y — zy)

4.2 De nya olikheterna

I detta avsnitt presenteras olikheterna och bevisen som Bozin och Karapetrovi¢
framfor i [5l s. 531-536]. Dessa bevis jamfors édven med alternativa versioner givna
av Lindstrom m.fl. i [16].

Sats 4.6. Om 2 < p < 4, gdller B <%, 2(p — 2)) < m~

Bevis. Bozin och Karapetrovi¢ bevisar satsen genom att undersdka tre fall var
forsig: 2 <p < 2, pe(2,3]U(3,4) och 3 <p < I.1de tva senare fallen anviinds
resultaten i Exempel
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i2<p<3:
I detta fall géller det att 0 < 2(p —2) < 1 samt 0 < % < 1. Nu ger Lemma
att
2 1 4 — 1
p s 2(p—2) 4 (p—2)4-p)

<1, da2<p<z,

Sa

IA
N ot

2
B(Zo’“p‘”)ﬂp—z)@—p)’ 2<p
(i) p e (3.3]U
Nu géller 2p — 5 € (

O NI
=
C
~~
no
w
:./
w0
Qo
—
)}
=
=
&
S
s
<8
o
=
Qo
=
<
o
=
[N
&
»

tr (1 — )20

to ! (1 —(2p—5)t+ (2p— 5)2<Qp - 6)t2> dt

1 1
tr 't — (2p — 5) / tedt + (2p — 5)(p — 3) / totldt

0 0
211 (2p—=5) 124070, (2p—5)(p—3) [,2427"
- [tp}o_ 241 [tp+]0+ 249 [thr}o
p p
_ (2p—5) , 2p—5)(p—3)
R I T B
p p
_p_p2p=5) p2p—5)(p—3)
24p 2+2p

(p+1)p+2)—22p—5)(p+1)+ (p+2)(p—3)(2p —5)
2p+1)(p+2)
p? +3p+2—4p* +6p+ 10+ 2p* — Tp? — Tp + 30
' 2(p? + 3p + 2)
_pt=5pP +p?+21p
- pPPH3p+2

Beviset ar alltsa klart om

p4—5p3—|—p2—|—21p< 1
P+3p+2 T (p—-2)4-p)

(4.4)
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Omskrivning av denna olikhet ger
o< 1 —p* +5p° —p? —21p
- —p*+6p—38 P>+ 3p+2
=  0<p*+3p+2+ (—p*+6p—28)(—p'+5p° —p* —21p)

=p? +3p+2+p° — 11p° + 39p* — 25p® — 118p? + 168p
= pb — 11p° + 39p* — 25p® — 117p* + 171p + 2.

Enligt Exempel giller pb — 11p° + 39p* — 25p® — 117p? + 171p+2 > 0
for 2 < p < 4. Alltsa giller olikhet (4.4) och darmed géller &ven

9 1 . ;
B <]—972(P— 2)> < -2 —p) p e (5:3]U(3.4):

(i) 3<p < L:

Enligt sats géller
2 2p—5 2
B —,2p—2):—B—,2p—5
(220~ o g

2 - 1

- 2]1(2];2 —5)529/0 A
p(2p —5 Loy _

T 2p- 1)(p12) /0 SRR

Beteckna f(p) := fol tr 1 (1 — )25t For 3 < p < T giiller 2p — 6 € (0,1], sa
Lemma [4.4] ger

f(p) < /Oltz—l (1 oy s 2O 7)t2)

2
by g% 2p—=6)2p—7) [* 241
:/ to dt—(2p—6)/ trdt + /tp dt
0 0 2 0
_ [t;]l _ (2p-6) [t;+l]1+ (p—3)2p—7) [t;ﬂr
o 2+1 0 242 0

p

2

p_p2p=06) plp=3)2p-T)

2 p+2 2p+2

(P+1)(p+2)—2p+1)2p—6)+(+2)(p—3)2p—7)
2(p+1)(p+2)

(p? + 3p +2) — (4p* — 8p — 12) + (2p° — 9p? — 5p + 42)
2(p®>+3p+2)

_pt—6p® +3p* +28p
 pP+3p+2
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Saledes géller

. 4 .3 2
B (2’2(]9_2)) < p(2p — 5) P 62p + 3p” + 28p
(2p=1D(p—2) P’ +3p+2
2% —17p° 4 36p* 4 41p® — 140p?
-2+ - 2)

och beviset ar darfor klart ifall

2p% — 17p° + 36p* + 41p® — 140p? - 1

. 45
2p° + 5p% +p — 2 T (4—-p) (45)

Omskrivning av denna olikhet ger

0 < 1 N —2p8 4 17p° — 36p* — 41p3 + 140p?
) 2p% +5p% +p — 2
= 0< 2P +5p  +p—2+ (4 —p)(—2p° + 17p° — 36p* — 41p> + 140p?)
= 2p° +5p* +p—2+2p" — 25p° + 104p° — 103p* — 304p® + 560p?

= 2p" — 25p° + 104p° — 103p* — 302p> + 565p + p — 2.

Enligt Exempel giller 2p” — 25p° + 104p°® — 103p* — 302p> +565p* +p—2 > 0
for 2 < p < 4. Alltsa géller olikhet (4.4) och ddrmed géller dven

2 1 ;
2(52r-2) < gy 2<r<h

(i), (ii) och (iii) ger tillsammans att

2 1
B(]—),Q(p—Q)) Sm, 2<p<A4.

O

I [16] lyckas Lindstrom m.fl. forkorta beviset ovan med hjilp av Lemma
och man undviker pa sa sitt anvindningen av Exempel . Fallet 2 < p < %
gors pa samma sitt som i [5], men fallen p € (3,3] U (%,4) och 3 <p< % slas
ihop. Detta alternativa bevis presenteras nedan.

Alternativt bevis. Antag att g < p < 4. Eftersom 2(p — 2) > 1 och % < % <1,
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kan Lemma [4.5] anvindas pa foljande sétt:

B<§>2(p—2)> <+2(g+2(p—2)—%2(p—2)>

22(p—2) \»p
- (3322 L)
:2@1_2) (1+p°—2p—2p+4)
:(pi@ %(p2—4p+5). (4.6)

Vid undersokning av differensen av uttycken 4%:0 och 1(p? —4p +5) fas

1L pPP—dp+5 —(A-p(p*+4p+5)+2

4—p 2 B 2(4 —p)
_p*—8p*+21p—18
B 2(4 —p)
_ @ —6p+9)(p—2)
2(4-p)
(=32 —-2)
2(4—p)

Enligt antagandet 2 < p < 4 giller % > 0, vilket innebér att §(p® —4p+

5) < 4%17. Insittning av detta i ger

2 1 5)
B(]—?,Z(p—Q)) <m, §<p<4.

Sats 4.7. Lat 2 < p < 4 och s € [0,1]. Dd gdller

4 — -2 2 2 !
L i | < - 1—-=)< / Y, (t)max{s* t*}P~2dt,
2 2 p p 0

dir ¥, (t) = t> (1 — ).

Bewis. Definiera

F,(s) = (ﬂ + B2 234) B (27 1- 2) — /Olzpp(t)max{SQ,t?}p—?dt.

2 2 P »

Att bevisa satsen dr nu ekvivalent med att visa att F,(s) < 0 {or s € [0, 1]. Har

visas detta genom undersdkning av derivator, vilket leder till sup /' = F/(1) = 0.
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Emedan
/01 Up(tmax{s?, 1} dt = /O gy (Hmax{s?, 2} Dt
+ /1 Y, (H)max{s® t*} P~ dt
= / s by (1)s*P2)dt + / 1 Y ()PP,
0 s

géller det att

4 - —2 2 2 s 1
Fy(s) = (Tp + st‘*) B (—, 1 - 5) —s2? /O () dt— / ()Pt

p

Derivering ger nu

2 2 s
Fi(s)=2(p—2)B <—, 1— —) s5—2(p — 2)320’—2)—1/ W(t)dt
p p 0
— 32(1’_2)%(3) + 32(1’_2)%(3) (4.7)
2 2 §
=2(p —2)s* [B (—, 1— —) §57 / w(t)dt] ,
p p 0
alltsa med beteckningen
2 2 s
G,(s) =B (= 1-=)s%_— t)dt,
(=8 (21-2) K0

géller

Vidare fas

Gylo) = (212 ) 5277~ 0y

pp
2 2 2 2
:24—pB<—,1——)s7_2p—3P11—5P
(4-p) el (1-s)
2 1_2
204 -p)B (21-2) - .
12 B § P(1—s)r 5 5
vl 24-p)B (31-3)
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giller saledes

Gyls) =

Ytterligare en derivering ger
B0 = (s--2) 51— — 30—

= 37_2p_%(1 - s)%_1 [(8 —2p — 2) (1—s)— 23}

p p
2 7—2])—%
‘ﬁ (1-p=3) (=9~ s
1—s) " »
25725
TR [ —p—})—(‘l—p)S]
24 —p)s” ¥ [4—p—3
= — 5.
(1 —3)1_% 4—p

Resten av beviset kan nu delas in i tva fall, som undersoks var for sig.

(i) 2++3 <p<4: Notera att 4 — p — ]—1) = % har nollstéllena p =
2+ /3 och saledes giller 4 —p — % < 0 detta fall. Nu ses det litt att £/ (s) <0
for s € (0,1), sa E,(s) dr avtagande i detta intervall.

[ fallet 4 —p— 1 <0 (dvs. 2+ /3 < p) fas

i 50001 ) = o0

sa lim, o4 E,(s) = 4o00. I fallet 4 — p — % = 0 fas, med hjilp av Sats _ att

1
E,(0)=1- 5 5
2(4—p)B (;71—;>
th 2T : 21
el M et 2
2(4 —p)m 2(2 —/3)7
sin-27_
24V3 _ 1 2.0 2
>1-— 2.%1% =1 Zsingos

> 0.

For alla p € [2++/3, 4) giller alltsa att E,(s) > 0, di s — 0+. Diremot giller
1

Ep(1)=1-0— 2(4_p)B <%71_%>

< 0.
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Da E, dven dr kontinuerlig pa [0, 1], maste E, ha exakt ett nollstélle sy € (0,1),
med E,(s) > 0 for s € [0,s9) och E,(s) < 0 fér s € (s, 1]. Saledes géller
G (s) > 0 for s € (0, s0] samt G (s) < 0 for s € [sg, 1), vilket innebér att G, &r

vixande pa (0, so] och avtagande pa [sg, 1). Vidare erhalls

G,(0) =B (2, 1— 2) S0P — /Oow(t)dt =0

p p

samt

p p

1
:/ t§‘1(1—t)‘§dt—/ £ (1 — ) ndt
0

0

G,(1) =B (27 1— 2) S L /01 Y(t)dt

=0.

Pa grund av kontinuiteten hos G,, innebér detta att G,(s) > 0 for s € [0, 1].
Séledes &r &ven F)(s) > 0 pa [0, 1] och F}, ir vixande pa detta intervall. For alla

s € [0, 1] géller nu att

Fy(s) < Fy(1) = (? 4 }%2) B (; - %) _ /Ol@b(t)dt
=1 /01t§_1(1 ) rdt — /01 tr Y1 — ) rdt (4.8)
=0

och beviset ar klart for detta fall.

(i) 2 < p < 2+ /3 : Tviirtemot fallet (i), dr 4 — p — ]l? > 0. Nu géller py :=

4—p—

—=2 € (0,1). Med denna beteckning erhélls
p

() L
Ep( ) (1 _ 8)1_% (pO )

Det ses ldtt att £ (s) > 0 for s € (0,po) och E}(s) <0 for s € [po, 1), sa E, &r
viaxande pa [0, po] och avtagande pa [po, 1]. Detta implicerar att max E,(s) =

0<s<1
E,(po). Vidare fas
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Med hjélp av en antites kan man visa att E,(py) > 0. Antag att E,(py) < 0.
For s € [0,1] géller da E,(s) <0, ty E,(s) < E,(po) pa detta intervall. Saledes &r
Gy, <0 pa (0,1), och G, dr avtagande for s € [0, 1]. Precis som i (i)-fallet géller
Gp(0) = Gp(1) = 0, s& G, = 0 och da giller &ven G}, = 0. Pa [0, 1] maste alltsa

E, = 0 och dirmed dven E) = 0, vilket & omdjligt. Saledes giller £, (po) > 0.

Betrakta intervallet [0, po]. Eftersom E, dr vixande pa detta intervall och
E,(po) > 0 och E,(0) <0, finns det exakt ett nollstélle p; € (0,po) till £, med

E, <0pa0,p1), Ey(p1) =0 samt E, > 0 pa (p1, po-

Betrakta nu intervallet [pg,1]. Som tidigare visat, &r E, avtagande pa detta
intervall och E,(1) < 0. Aven hir finns det da exakt ett nollstélle till E,, py €
(po, 1), denna géng med

E, > 0 pa [po,p2), Ep(p2) =0 samt £, <0 pa (ps, 1].
Genom att sla ihop intervallen erhalls saledes
E, <0pal0,p1], E, >0 pa [p1,p2] samt E, <0 pa [ps, 1]
och det foljer att
G, <0pa (0,p1] U[ps, 1) samt G, > 0 pa [p1, pa].

Detta innebédr att G, dr avtagande pa (0,p1] U [p2, 1), men vixande pa [p1, ps).
Emedan G,(0) = G,(1) = 0, existerar ett nollstille p3 € (p1,p2) till G, med

G, <0 pa [0,ps] samt G, > 0 pa [ps, 1].
Nu kan det konstateras att
F) < 0pa[0,ps] samt F, >0 pa [ps, 1.

Da F, dr vixande pa [ps, 1], géller
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pa detta intervall. Vidare erhalls
1 - 2
/ Pp(t) - P72t = / tr (1 — 1) p - 20Dy
0 0

1
:/ £ 202711 ) Thdt
0

vilket ger

2B (22p-2) LV
Sats [4.6] ger att for 2 < p < 4 géller
1
B(22-2)- <
202 A

sa for s € [0, ps], da F), ar avtagande, giller

F,(s) < F,(0) < 0.

Saledes &r F, < 0 pa [0, 1] och beviset &r klart. O
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I [16] ger Lindstrom m.fl. ett alternativt bevis for fallet 24 V3 < p < 4. Aven
i denna version visas sup F' = F'(1) = 0, men en integralsubstitution gér denna

version betydligt kortare dn den foregaende.

Alternativt bevis. I detta bevis definieras F,(s) pa samma sitt som i beviset ovan,

dvs.

et (G- g) - [t ey
F(s)=—+—s |B[—-,1—-) — Y, (t)max{s”, t*}~dt.
0= (21 21-2) - [ oot )
och enligt galler

El(s) =2(p—2)s*° [B (-, 1- —) s /0 ¢(t)dt] : (4.9)

2 2 !
B (—, 1- —) — / tr (1 —t)7r
D p 0

ger

Med denna substitution blir 4.9]
Fi(s) = 2(p— 2)s2 | [ 30— =bar— [ 01— 0 tar
o(s) =2(p—2)s 5 OP(S—)P —OP(—)P
2p—5 T2 (89 -2 _2
= 2(p — 2)s% £ (s P(s— )5 — (1—1) p)dt .

0

(4.10)

Definiera nu funktionen H,(t) = s* %(s — £)7» — (1 —¢)"» for godtyckligt
valda p € [2 4+ /3,4) och s € [0,1). Pa grund av integralgrinserna, giller 0 <
t <s. Eftersom lim; ;s H, s = 400, &r H, 4(t) stringt positiv, om funktionen inte

har nagot nollstélle i (0, s).
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Antag att H, (t) har ett nollstélle ¢, € (0, s). Detta innebér att

Hyo(ty) =0 <= 5 2(s—tg) v = (1—t,) >

= 51 - to)_% = (s — to)_%

— 5(4”’)7’(1 —tg) = s —to

s gld=pp _ 3(4—p)pt0 =s—t

— 5(4—p)pt0 —ty = gé=pp _ ¢
sé=rlp _ g

to= sd=-pp _ 1°

Eftersom 2 4 /3 < p < 4, giller s~P? — 1 < 0 for alla s € [0,1). Kravet ¢y > 0
ger da att det for s € [0, 1) géller att

sUPP 5 < () = sUPP <
= (4-pp>1
— p’—4p+1<0
— 2-V3<p<2++3.

Detta dr en motséigelse, da p > 2 + V3. Alltsa har H, +(t) inget nollstélle i
0 < t < s och maste saledes vara striangt positiv for alla ¢ € [0, s].

Med denna information och framstéllningen fas F}(s) > 0. Saledes &r
F,(s) vaxande for alla s € [0,1]. Eftersom F,(1) = 0 (se [4.8)), giller det for
s €[0,1] och p € [2++/3,4) att

F,(s) <0
4—p p—2 2 2 ! ~
<~ (T 5 4) B (5,1 — ]—?> S . 1/)p(t)max{52,t2}p th



Bilaga A
Kod for Wolfram Mathematica

Foéljande kod skrevs i Wolfram Mathematica for att rikna antalet rétter med
Sturms metod i Exempel [3.14}

ClearAll;

Print["The Sturm chain:"];

(*Function to be studiedx*)

nlt_] :=t°6 - 11 t°56 + 39 t74 - 25 t°3 - 117 t°2 + 171 t + 2;

pl = n[t]
p2 = n’[t]
chain = {p1, p2};

(¥Constructing the Sturm chain *)
While[Exponent[PolynomialRemainder[pl, p2, t], t] >= 0,
temp = p2;
p2
pl
Print[p2];

-PolynomialRemainder[pl, p2, t];

temp;

AppendTo[chain, p2]]

Print[" "];

61
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(¥*Evaluate in chosen points a and b, count sign changes*)

a = 2;

b = 4;
StringForm["Chain evaluated in a=‘‘:", a]
wa = 0;

last = chain[[1]] /. t -> a ;
Print[last ];
For[i = 2, i <= Lengthl[chain], i++,
current = chain[[i]l] /. t -> a;
Print[current];
If[((last > 0 ) && (current < 0)) || ((last < 0) &&
(current > 0)),
wa++
]
If[current !'= 0,

last = current]

]

StringForm["Number of sign changes: ‘", wal
Print[""];

StringForm["Chain evaluated in b=¢‘:", D]

wb = 0;

last = chain[[1]] /. t -> b ;
Print[last ];
For[i = 2, i <= Length[chain], i++,
current = chain[[i]l] /. t -> b;
Print[current];
If[((last > 0 ) && (current < 0)) || ((last < 0) &&
(current > 0)),
wb++
]
If[current !'= 0,

last = current]
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StringForm["Number of sign changes: ‘", wb]
Print[""];
StringForm["‘¢ has ‘¢ roots between t=‘¢ and t=‘‘",

n[t], (wa - wb), a, bl

Koden genererar foljande resultat

The Sturm chain:

2+ 171 t - 117 t2 - 25 t3+ 39 t* - 11 t® + t©

171 - 234 t - 75 t2 + 156 t% - 55 t* + 6 t°

217 1211 t2 211 % 137 t*
1 t+ - +

T4 12 6 36
3328632 2630664 t 471744 t° 18864 t3

+
18769 18769 18769 18769
2362435261 N 23375194135 t 534184509 t2

102966 1235592 137288
1476910106b592 16805420098648 t

45610275931947 136830827795841
115866443986827591180987

1028575493459159409604

Chain evaluated in a=2:

12

- 37

469

36
105192

18769
414738593

617796
78076372040

998765166393
115866443986827591180987

1028575493459159409604

Number of sign changes: 2
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Chain evaluated in b = 4:

30

83

1
36
1661176

18769
1471376986

154449
22914377227816

136830827795841
115866443986827591180987

1028575493459159409604

Number of sign changes: 2

2+ 171 t - 117 t2 - 25 t3+ 39 t* - 11 t® + ¢ has 0 roots
between t=2 and t=4

Om man byter ut n[t\_] := t°6 - 11 t°5 + 39 t°4 - 25 t~3
- 117 72 + 171 t + 2 mot n[t\_] := 2t77 - 25 t76 + 104 t~5
- 103 t°4 - 302 t°3 + 565 t~2 + t - 2, far man foljande utskrift:

The Sturm chain:

-2+t + 565 t2 - 302 t% - 103 t* + 104 t® - 25 t® + 2 ¢t

1 + 1130 t - 906 t2 - 412 t* + 520 t* - 150 t® + 14 t©
171 14167 t 8450 t2 13606 t® 4337 t* , 419 5

98 = a9 a9 a9 - 49 49
_ 357847 167678343 t . 93970044 t?2 _ 6244560 t3 | 2232440 t*
175561 175561 175561 175561 175561
_ 750172153 370244279681 t .\ 14105107781099 t2
37951480 45406235 2542749160
605235838279 t°
) 635687290

994375593366040641 32770418691702199893 t

+
4173027266161434962 2086513633080717481
21991836341813186793 t2

4173027266161434962
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16590822901016619830537123920027

116600106113463600655680699284
N 119704456479873654771471944075171 ¢

3381403077290444419014740279236
1019846644824650682964449217579755797721475660698

6867511754517080390923054281649914930774780961

Chain evaluated in a=2
180

- 243
18369

98
45509877

175561
892947311811

508549832
42119953806190011759

4173027266161434962
720542777089229284628520481831125

3381403077290444419014740279236
1019846644824650682964449217579755797721475660698

6867511754517080390923054281649914930774780961
Number of sign changes: 2

Chain evaluated in b=4
210

521
4429

98
138706995

175561
8473100543

1759688
90700407528759430185

4173027266161434962
959951690048976594171464369981467

3381403077290444419014740279236
1019846644824650682964449217579755797721475660698

6867511754517080390923054281649914930774780961
Number of sign changes: 2
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-2+t + 565 t% - 302 t3- 103 t* + 104 t° - 25 t® + 2 t7
0 roots between t=2 and t=4

has
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