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David Norrbo

Kapitel 1

Inledning

For p > ¢ > 1 med % + % =1 och foljder a = (an)5%g,b = (bn)2, med ap, b, € C,
sddana att Y |an|P < oo och D07 [0, |7 < oo, s& giller

I EE (Z ) (i lbnlq>é

n=0

Detta &r en generalisering av Hilberts dubbelseriesats (se [11]). Notera att en mildare

variant av olikheten ovan ges av
e b| < Pllall;p [6]]q

dér P =n/sin £ och
P

1
() - , (L)
1+7+1/45>0

Wl N =
N s e
oAU = Wl

dvs. Hilbertmatrisen. Féljderna a och b betraktas som en radvektor respektive en
kolonnvektor. Betrakta aH for ett fixerat a € [P. Eftersom aH utgor en begrénsad
linjér operator pa 19, s& géller aH € [P, eftersom [P &r dualen till [7 (se [16]). Eftersom
a var godtyckligt vald, s4 kan H betraktas som en avbildning fran [P till [P. Vidare
géller att b kan viljas, pa liknande sétt till (3.5) i Lemma 18, sa att [|b||,, = 1 och

laHb| = [laH]|» ,

vilket ger
laH]|,, < Pllall,, - (1.2)

En motsvarighet till (1.2), men pad Hardyrum H?, 2 < p < oo &r ett av huvudresulta-

ten i denna avhandling. For att bevisa detta visas forst att funktioner pa Hardyrum
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H? p > 1 har en Poissonintegralrepresentation, for vilken anvindbara egenskaper
hérleds. Ett annat viktigt hjdlpmedel dr Riezsfaktoriseringen. For att explicit bevisa
att olikheten géller for ovanstaende konstant P inférs ett annat funktionsrum HY

som &r isometriskt isomorf med HP for 1 < p < oo.

Det férvéintas att ldsaren har grundlaggande kunskaper i komplex analys samt opera-
torteori. Kénda resultat, s& som Holders olikhet, &r explicit framstéllda i Appendix.
Harnést introduceras nagra beteckningar, som kommer att anvindas i nedanstaende

betydelse ifall inget annat explicit ndmns.

Tva visentliga delméngder av komplexa talplanet C &r
D:={z€C: |z <1} och Ci:={z€C:R(2) > 0}.

For en funktion definierad pa D definieras

1 , »
Dy gy o= [ [ Istretpar) 0 <p < oo
2m Jo
Do (r, f) := esssup |f(re”)|
te(0,27]

For en komplexvird funktion f definieras u(z) := R(f(2)),v(z) := I(f(2)), s att
f=u+iv.
For r € R, zp € C definieras

B(zp,r) :={2€C:|z— 2| <r}och

B(zp,7) :={z€C:|z—2| <7}

For en foljd eller méngd a betyder #(a) = N att a innehaller N stycken element.
Med bendmningen domén menas en 6ppen, sammanhéngande mangd.

Lat MK C A€ {R":neNUoo}U{C":neNUoo} och lat f : M — K. Nu
definieras Zero(f) = {z € M : f(z) = 0}. Vidare, kommer |f| att betyda |f(z)| for
varje z € M, ifall det inte uttryckligen ndmnts en annan mangd an definitionsméng-
den M.

For en méngd M definieras indikatorfunktionen fér M genom

1 forxe M
Xm(T) =
0 annars.

For ett intervall I € {[a, b], [a, b],]a,b],]a, b[},a < b definieras |I| := b—a. Om M C R

s& ar Lebesgues yttre matt av mangden M definierat som

m* (M) = inf Z |I;| : M C U I; och I; C R é&r ett intervall Vj
j=1 j=1
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Lat V, W vara tva normerade vektorrum 6ver en skaldrkropp K, forsedda normerna
||-Ily, respektive [|-||y;,. For en linjér operator 7' : V' — W definieras operatornormen

genom
T
||T||op: sup || (f)HW
remvioy Iy

Notera &ven att den binéra operationen funktionssammanséttning, o har hogre pri-

oritet &n multiplikation, -.

Definition 1. Lat (X, x*) vara en struktur pd méngden X forsedd med en binér
operator * : X x X — X.Lat a € X och Y C X. Nu definieras Y v a = {z*xa € X :
z€Y}lochaxY ={axzeX:zcY}

Definition 2. Lat M C C vara en méingd. Nu definieras A(M) som méngden av
alla analytiska funktioner f: M — C.

Definition 3. Lat M C R vara en matbar Lebesgueméatbar méngd med mattet
0 < m(M) och lat p > 1. Nu definieras

LP(M) ={f R => K[| f[lponr) < o0}
dar K =R eller K = C. Ovan ar

1l = (375 . If(t)l”dty

ifall m(M) < oo. For intervall I sddana att m(M) = oo definieras

1 v
e ary = (71- /M|f(t)|pdt> )
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Kapitel 2

Hardyrum

I detta kapitel bevisas valdigt grundldggande resultat gillande Hardyrum. De flesta

resultat anvinder sig av en alternativ representation och erhélls ddrmed i kapitel 3.

Definition 4. Hardyrum &r funktionsrum betdende av funktioner f € A(D), for
vilka
lim D,(r, f) < oo, (2.1)

r—1-
fér nagot p > 0. Dessa rum brukar betecknas med HP. Det &r alltsa olika konver-
genskrav beroende pa vilket Hardyrum (virdet pa p) man underscker. For f € H>™
giller Doo (7, f) = max,c(o 27 | f(re')|, eftersom f € A(D) medfor att f &r kontinu-
erlig pa |z| =r < 1.

Anmdrkning 1. Observera att dessa rum kan generaliseras till analytiska funktioner
pa andra domdn M C C, med en annan norm som bestar av en integral ldngs en
jordankurva som nérmar sig randen av M vid gransvirdestagning. Dessa rum kan
dven kallas for Hardyrum. I denna avhandling kommer beteckningar som HP och
H _’f_ att anvéindas, déar den senare infoérs nir funktioner med definitionsméngden C

boérjar undersokas.

Sats 1. En analytisk, konform bijektion fran D till C samt dess invers ges av

1+=2
1—2z

T1+ (Z) =

respektive
z—1

1+2

TA(z) = T (2) o=
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Bevis. Betrakta foljande transformationer av omradet D:

D-1={z€C:|z+1] <1}

1 1
LJrl—{ e C:R(z) <0}
D135~V s R(z
2 L-‘rl ={z€eC:R(z)>0}=C
Notera att ovanstdende avbildning ges av —2 (Zil + %) = 132 - tj = %J_rz och
att avbildningen dr surjektiv. Vidare erhalls att dess invers ges av ‘ﬁi och dérmed

ar avbildningen injektiv. Sats 4.2 i [8] séger att avbildningen dven &r analytisk och

konform. O

Definition 5. Lat M;,; = R™ for nagot n € N och M C M;,; vara en domén. En
funktion f: M — K, f6r K = R, ségs vara harmonisk i M om alla partiella derivator

av alla ordningar existerar och
)
2 = —_— = O
V) = ) 5 0)

giller for varje v = (x1,22,...,2,) € M. Bendmningen K-harmonisk kommer att
anvindas da K = R eller K = C och C-harmonisk dd K = C. Om M;,; = C s& séges

f vara harmonisk om fgz(21,z2) := f(2) &r harmonisk, dar (x1,z2) = (R(2), S(z)).

Sats 2. Lit M C C = R? vara en domdn. Lét u: M — R vara harmonisk i M. Nu

existerar en analytisk funktion f sidan att R(f) = u.

Bevis. Lat M vara en enkelt sammanhingande domén. Enligt Sats 2.12 i [7] &r

g:= 8%11 — ia%u analytisk i M, eftersom Cauchy-Riemann ekvationerna

0 02 0? 0

_— = —_— = — — = —
5 09) = 55U Rk ayd(g)

och 0 02 0? 0

%%(9) = m“ = mu = —%%(9)
ar uppfyllda samt alla partiella derivator ar kontinuerliga, da u &r harmonisk. Cauchys
integralsats ger att fr g(z)dz = 0 for varje sluten styckevis reguldr kurva I'. Sats 6.4
i[9] ger nu att g har en primitiv funktion. Lat denna funktion betecknas med f. Det
ar klart att f &r analytisk. Lat C(x,y) := R(f(z,y)) — u(z,y). D& f &r analytisk

erhalls

0 0

%(%(f) —u)= %(%f) Tt 0 och
P 0 o
gy () —u)==S(5 1) — 5 u=0,
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vilket medfér att C(x,y) maste vara konstant, C(x,y) = C € C. u(x,y) ar siledes
den reella delen till den analytiska funktionen f(z) — C. O

Definition 6. Ifall f : D — R ar harmonisk dvs.

o%f  O%f
922 T oz =

dér z := Rz, y := Sz och lim,_,1- D,(r, f) < o0, s& sigs f € h?,p > 0.
Lemma 3. Lat a,b > 0,p > 0. Da géller
(a4 b)P <2071 (aP 4 bP). (2.2)

Olikeheten &r en likhet om och endast om p € {0,1} eller a = b. For a,b > 0,p > 0
galler
(a+b)P < max{2P~ ' 1} (a? + bP) < 2P(aP + bP). (2.3)

Bevis. For p € {0,1} géller (2.2) med likhet. Ifall @ = b > 0 s& fas
(a4 b)P = (2a)P = 2P712aP = 2P~ (aP 4 1P) ,

vilket visar att dessa fall ger (2.2) med likhet. Antag att p ¢ {0,1}. P4 grund av
symmetrin kan a > b eller ¢ < b antas for en given méngd virden pa p. Betrakta
polynomet P(x;p) = 2P71(1 + aP) — (1 + z)P. Dess derivata med avseende pa x #r
Pl(z;p) = p((22)P~! — (1 4 2)P~!). Derivatan &r noll da

=2ca=1 (24)

1 Pl
(2:c)”1(1+x)p1—0@2p1—< J“”) P

T T

b

For z > 0 ar P, kontinuerlig. Lat z = 2,

vilket &r stérre &n noll da a,b €]0, o0l.
Antag forst p > 1 och b > a > 0. Da géller x > 1. Fér x > 1 & P, monoton enligt
(2.4). Eftersom

Py(2;p) = p(2x)P~! <1 - (1;x>p_l>‘ ) =4t (1 - (i)IH) >0

och P(1;p) =0, s dr P(2;p) = P(z;p) > 0 fér alla z,p > 1. Detta medfér att for
x,p > 1 s géller

0<a”-P <Z;p> =a” [2”1 <1 + <2)p> - (1 + Z)p} =20"Ya? +b°) — (a+b)?,

vilket dr ekvivalent med olikhet (2.2). Antag nu p < 1 och a > b > 0. D& géller

x < 1. For x < 1 &r P, monoton enligt (2.4). Eftersom

Pé(%;p) =p (1 - <§>1—p> > 0.
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sé foljer P(g;p) = P(x;p) > 0 for alla z,p < 1, vilket, enligt resonemanget ovan ar
ekvivalent med olikhet (2.2). Nu har det alltsa bevisats att for a = beller p € {0,1} sa
giiller likhet medan de dvriga fallen med a, b €]0, 0o ger en strikt olikhet i formel 2.2.

Den forsta olikheten i (2.3) erhélls nu fran (2.2) med den observationen att (a40)? =
aP + 0P > 0, vilket medfor att konstanten maste vara storre dn 1. Det samma géller
daa=0,b#0. O

Sats 4. En analytisk funktion f: D — C tillhér HP om och endast om u,v € hP.

Bevis. Da f ar analytisk s& &r funktionens reella del respektive imaginéra del har-
moniska som foljd av Cauchy-Riemann differentialekvationerna. Fran definitionen pa

beloppet av ett komplext tal foljer

1 27 ) 1 27 ) 1 2m . )
[ / |u<re“>|pdt},[ / |v<re“>|pdt}s[ / |u<re“>+w<re”>pdt],

dvs. ifall lim, ,;- D,(r, f) < co sa existerar dven lim, ,;- D,(r,u)? och
lim, ,;- D,(r,v)?. Den andra olikheten fas fran Lemma 3, samt integralens linjéra

egenskaper
1 2w ) ) 1 27 ) )
[ / Ju(re') —&—iv(re”)|pdt} < [2/ (Ju(re™)| + |v(re’t)|)pdt}
0 ™ Jo

27
< z /271’ |u(reit)|Pdt + g /27r "U(Teit”pdt
|27 0 2 0

O
Lemma 5. Lat f(z) = i Nu gilller f € HP,p<1och f ¢ H'.
Beuvis. Observera att
s 1 1
2 ) _r dx _ptl dx
1 —cost) 2dt= l1—2) ? —— = 1—2) =2
/0 ( ) /0 ( ) V1—a22 /0 ( ) 1+z (2.5)

1 1
. tip-gl dt c (/ tp-;—ldt> [ 1 1]
AL e YA VoAb

For fallet p = 1 géller

Nl

11— e| = (1 — cost)? + (sint)?)? = (2(1 — cost))?

varefter (2.5) medfor
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Fatous lemma ger nu

1 27
liminf—/
r—1— 2m 0

Saledes giller f ¢ H'.

1 1 2m

1 —rett

1
1—ett

1 [z 1
‘1_6” dt = oo.

For 0 < p <1 galler

1
2

SIS
Nl

|1 —re’| = (1 —rcost)® + (rsint)?)® = (1 —2rcost +17))2 > (2r(1 — cost))?,
(2.6)

varefter 2.5 ger

™

H it — 2 B P ! ptl
/ 11— re”| ”dtg/ (2r(1 —cost))” 2 dt§(2r)’5/ T dt
0 0 0
— lim 2(2r)"% (1 _“) _ 2007

t—0+ 1-p

Fran (2.6) inser man att |1 — re’’| dr viixande med avseende pa t € [0, 7] och jimn

kring 7, for 0 < r < 1. Detta medfor att

™

2m z )
/ |1—re“|”’dt§4/2 |1 —re'|"dt < S@r)2 8
0 0 l-=p —1-p

da % < r < 1. Detta medfor att
1 27‘!‘
lim (/
r—1- \ 27 J

Sats 6. Forp > py > 1 gdller

1

1
p P 8
1—reit dt) = 1-p

HP C HP° och h? C hPo

Bevis. Lat f : D — C vara en funktion. Da ¢ > 1 s &r |2]9 en konvex funktion med

avseende pa |z|, varefter Jensens olikhet kan tilldimpas for att erhalla

2m i g 2m ) d %
([ weenngs) < ([ weenegt) "

Lat f € HP, Nu existerar ett M € Rsq : Dp(r, f) < M for varje r < 1. Tillimpa

ovanstaende olikhet pa D, (r, f)%,p >po > 1medg= ;40. Lat sedan r — 1~ for att

erhalla D, (r, f) < M. For att visa att det handlar om en #kta delméngd, betrakta
1

f(z) = (1;)5. En foljd av Lemma 5 &r att f ¢ HP och f € H9, q < p. Beviset for

att h? C hP° fas pa samma sitt av Jensens olikhet. For att visa att delméngden &r
1

en dkta delméngd betraktas f(z) = (L) 7 for p > 1. Antag att hP° = hP, {6r nagot

11—z

par (p,po) med py < p. Eftersom f € HP° sa giller Rf € hP* = h? och pa samma
siatt Sf € hP, vilket betyder att f € HP, enligt Sats 4, vilket dr en motségelse. [
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Lemma 7. Lat M C C och U : M — C, vara en analytisk funktion. Ifall B(zq,7) C
M for ett fixerat r > 0 sa géller

1

U(ZO):%

2m
/ Ul(zo + re't)dt.
0
Ovanstaende likhet géller &ven om U : M — R ar harmonisk.

Bevis. Under antagandena givna i lemmat géller Cauchys integralformel pa B =

B(zg, 7). Vid substitutionen z = 2 + re’’ erhalls

1 U 1 27 U it )
U(ZO) = Tm > _(ZZ) dz = Tm 7(207‘2;:16 )iTGtht
B 0 0
1 2m

— Ul(zo + re't)dt.
2 0

Lat V vara harmonisk. Nu existerar en analytisk funktion U sddan att V = RU.
Vidare géller
1 27

1 27 . X
RUGo)) = 5% [ Utatree = 5o [ RUGa -+ e
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Kapitel 3

Poissonframstallning av en

Hardyfunktion

I detta kapitel kommer det att visas att HP-funktioner har ett radiellt gransvérde
néstan overallt. Béttre resultat géillande gransvirden mot randen hittas i [5] och [15].
Vidare visas att HP-funktioner definieras entydigt av dessa randfunktioner genom
Poissonintegralframstéillningen. Vitalis 6vertdckningssats samt teorin om LP rum-
men &r nédvindiga for beviset till Sats 33. Vidare sa beror satserna 13, 44, 45 och
67 karakteriseringen av en HP-funktioner som en Poissonintegral, varav de tre senare
ar helt beroende av satserna 13 samt 33. En annan representation av HP-funktioner
ges av Riezsfaktoriseringen, enligt vilken nollstéllen kan faktoriseras ut i form av en
Blaschkeprodukt. Forutom dessa satser &r dven Sats 66 relevant for bevis i efterkom-

mande kapitel.

Definition 7. Poissonkdrnan definieras som

1—r?
1472 — 2rcos(t)

P(r,t) =

En funktion f : D — C ségs vara en Poissonintegral ifall det existerar en funktion

u: [0,27[— C, sadan att

1
T or

2m
f(2) = f(re'®) /0 P(r,a — t)u(t)dt.

Lemma 8. Poissonkidrnans analytiska utvidgning ges av

~ 1 i(a—t) it
P(z,t) = P,(r,a—t) = tre ¢tz

1 —peila=t) it 57

dar z = re*@.
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Bevis. Eftersom en analytisk utvidgning alltid &r entydig, sa ar det tillrackligt att
visa att P &r analytisk samt att R(P(z,t)) = P(r,a—t). Eftersom P ir en samman-
sittning av analytiska funktioner och ir vildefinierad for z € C\{e'}, sa foljer att
P ir analytisk i C\0D D D. Vidare géller

ett 4 ret B (et 4+ ret®) (e~ — re~i)
eit —reic  (eit — peia)(e=it — pe—ia)
1—7r2 reila—t) — g=ila=t))
T 1412 — p(eilat) 4 gila—t)) T 12 — p(eila—d 1 e-ila—))
1—r? ) 2rsin(a — t)
1472 —2rcos(a —t) 1 + 72— 2rcos(a —t)’

P(re'® t) =

vilket ger det 6nskade resultatet

R(P(z,1)) = P(r,a —t). (3.1)

Lemma 9. Serieutvecklingen for Poissonkérnan samt dess analytiska utvidgning ges

av

P(rem, t)y=1+2 Z rretnla—t)
n=1

respektive

P(r,a—t)=1 +2Zr”cos (n(a —1t)).

n=1

Bevis. Lat r € [0,1[. Da géller

et 4 refa 1 +r€z(a—t)
eit — peia 1 _ peila—t)

0o
n in(a—t)
1+2 Z re
n=1

p(rem, t) — (1 + 7ﬁevi(oz—t)) Z rhein(a—t)
n=0

Nu foljer fran beviset till Lemma 8 att

P(r,a—t) = R(P(re’®, t)) =1+2 Z r" cos (n(a —t))

n=1

Lemma 10.

27
/ P(r,t)dt =27 Vr < 1.
0

Bewis. Eftersom

o0

27
2T
< rdt = < 0,
_/0 ngl 1—r

2
/ Z rnein(a—t)dt
0 n=1
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s& kan Fubini-Tonellis sats kan anviandas for att erhalla den andra likheten nedan

o0 27
Z r”/ ™M=t gt — ox.
0

n=1

27 2 o
P(re®, t)dt = / 1+2 Z rre™ et = o1 + 2
0 0 n=1
Eftersom P(rem, t)dt = u(r, a,t) +iv(r, a, t), dir v och v &r reella funktioner, si ger
integralens linjara egenskaper att

2w 27

RP(re' t)dt = R( [  P(re'®, t)dt) = 2
0 0
och
2m R ) 2 ]
/ SP(re*, t)dt = %/ P(re',t)dt = 0.
0 0
Lemmat erhalls nu med hjélp av (3.1). O

Sats 11. Om f € A(B(0,1 + €)) for ndgot € > 0 sd galler

1
o

27
f(re®) / P(ra— 1) f(e")dr,

for ret* € D.

Bevis. Lat € > 0 och antag att f € A(B(0,1 + ¢€)). Nu existerar ett 0 < M < oo
sadant att
|f(2)] < M Vz €D.

Nu géller

2m
F(r,a):= /0 P(r,a —t)f(e™)dt

27 00
:/O <1+2Zr"cos(n(at))> Flet)dt
27 " " 2w 0 ”
= fe )dt+2/0 ;r cos (n(a —t)) f(e")dt.

0

Lat R < 1. For r < R géller

TS n it 1 2 it 2w M
/0 HZJT cos (n(a—1t))f(e™)|dt < /0 |f(e™)|dt <

—1-r 1-R’

varefter Fubini-Tonellis sats ger

2w 0
2/ Zr” cos (n(a — t)) f(e™)dt
0 n=1
oo 27 ) ) ) 2 ] )
— Z (,},,neznoc / e—zntf(ezt)dt + pletno / ezntf(ezt)dt>
n=1 0 0
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Sista likheten ovan motiveras med foljande: Om f € A(B(0, 1+¢)), sa giller id" ' f €
A(B(0,1+¢)) for n € Z>1 och ddrmed géller

2
/ et f(et)dt = _@']{ W f(w)dw =0, dan € Z>1.
0 D

Nu erhalls, for r < R, att

Fray= [ st dt+Zr” / e f ()t
0

oo

Z n 1ncx % —(n+1)f(w)dw

n=0

= 2nf(re™),
vilket visar pastédendet pa B(0, R). D4 R < 1 &r godtyckligt valt sa giiller pastaendet

pa
UBO1-1/i)=D
1=2
O

Foljdsats 12. Litu: B(0,14¢) — R, for ndgot € > 0, vara en harmonisk funktion.

Nu kan u framstdllas bade som en Poissonintegral och som féljande serieutveckling

1 2m 27 it
u(re’) = 27r/ P(r,a — t)u(e™)dt = Z rinlgine / ue(ient)dt

n=-—oo 0

Bevis. Enligt Sats 2 s& utgdr varje harmonisk funktion u(z) = u(x + iy) den reella
delen av en analytisk funktion f(z) =Y 2, a,z". Eftersom Poissonkérnan &r reell,
sa galler

1 2
21 Jq

u(re®) = R(f(re')) = %/0 ! P(r,a—t)R(f(e"))dt =

Enligt beviset till Sats 2 géller

2m
/ Plr, o — 1) f(e)dt
0
2 ) ) ) 27 ) )
— f zt dt—i—Z < n zna/ 672ntf(ezt)dt+rnefzna/ ezntJc(ezt)dt>7
0 0

dar endast mtegralens och summan linjara egenskaper, samt Fubini-Tonellis sats har

P(r,a—t)u(e)dt.

anvants. Eftersom |Rf| < | f| s& kan Fubini-Tonellis sats tillampas med f utbytt mot
Rf. Nu géller alltsa

2w
/ P(r,a — t)u(e™)dt
0
27 T ) 2w ) )
:/ zt dt+Z( n zna/ efznt ( zt)dt+,’,n 7171(1/ emtu(en)dt>,
0 0

oo

. 27( . .
_ § T\n|ezna/ e—zntu(ezt)dt’
0

n=—oo



David Norrbo

vilket bevisar foljdsatsen.

O
Sats 13. Litoco > p > 1 och g : [0,27[— R, g € LP[0,2x[. Ldt dven
) 1 2m
u(re’) == — P(r,0 —t)g(t)dt. (3.2)
27 0
Nu gdller
u € hP.

Beuvis. Klart att u &r reell, eftersom bade g och P ar reella funktioner. Lat R < 1.
Pa disken B(0, R) giller, med hjilp av Holders olikhet,

[ e costao - oyl < g b [T g Wl 3
om Jy = g =1-Ror ), Y =1-R '

Nu kan Fubini-Tonellis sats tillampas enligt foljande

u(re' :i u Oo7""cosn —
e = 5= | (1”; (n (0 t>>>g<t>dt

1 271‘ oo 1 27!‘
= — _— n2 —
5 | g(t)dt+nz::1 (% /0 "2 cos (n(6 t))g(t)dt)
1 271‘ oo 1 27‘!‘ . (9 t) . (9 t)
= — t)dt — etV —mnib— t)dt
2 Jy 9(t) Jr;(%/o " (6 te )g() >
oo | | 0 1 27
_ n| in - —int
_nzz_of ) (27r /O c g(t)dt>.

I det inre av denna méngd, dvs. |z| < R, si kan ovanstiende uttryck deriveras enligt

féljande:

o0

1 27 ) )
Au(z): Z <27r/0 e—mtg(t)dt> A,,Jn\e—lne’

dér
Pu, 0 u 10 10%
022 0y2 Or2  r Or  r2 062

ar Laplaceoperatorn och z = z + iy = re'?. Vidare giller, for » # 0, |n| > 1, att

Au

Arltle=ind — plnl=2,—inf (In|(In] = 1) + |n| + (—n2)) =0.

For 7 = 0 eller |n| < 1 géller dven Arl®le=¢ = 0, vilket bevisar att u #r harmonisk
i det inre av varje kompakt disk B(0, R), R < 1, men detta ir ekvivalent med att u
dr harmonisk i D, eftersom D = (J;—, B(0,1 — %) Vidare giller, med ¢ = 0 — t, att

1 27 1 2
u(z) = o /. P(r,0 —t)g(t)dt = el P(r,c)g(8 — c)de
1 2m

= P(r,e)g(0 — ¢)dc,
2 0
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dér sista likheten fas av periodiciteten hos Poissonkérnan samt g. Enligt (3.3) &r u
begrinsad pa B(0,R), R < 1, varfor u, € L™ C Li,q = p%l, p>1, dar w.(t) =
u(re),r < 1.

Definiera h, € LY genom

Qs

uy(t)
.
l[wr|| 7o

Ifall p = 1 s& 4r ¢ = oo och h, := 1. Fixera r < 1. Nu géller

ho(t) =

1 2 1 2 1 2T
luller = 5 [ furtomotola < 5o [ (52 [T Pallate - alae ) in e
(3.4)

Eftersom

1 2 27 27 2
- P t— o)de b (D)dt < |lgll,, ——,
(3) [ ] 1pente = olae ino oy <1l 12

sé kan fubinis sats tillimpas pa (3.4), varefter

1 21 1 21T
1 Pm@(b/ gu—mmxma)w
27T 0 27T 0
1 27

2 | PO gl Nl de

IN

HUTHLD

IN

= llgllL» -

erhalls, dar holders olikhet tillimpats. Sista likheten f6ljer fran Lemma 10 samt, d&
oo > p > 1, foljande likheter

q 1 2w q 1 1 2m .
1hellze = 5 b (8)|9dt = ———— lu (8)|Pdt = 1.
Y8 0 0

|lur 7, 27
Forp=1,q = oo sa ar h, = 1, vilket medfér att ||k, ||, = 1 &ven i detta fall. Alltsa,
for varje r < 1 géller ||u,||., < ||g]|.», vilket medfér

lim Dy (r,u) < |9l < oo
—1

T
For p = oo géller , enligt Lemma 10,

) 1 27
‘U(T620)| < by P(r,0 —t) |g(t)| dt < esssup|g(t)
™ Jo

| 1 27
te[0,27] 27 Jo

P(r,0 —t)dt
= esssup [g(t)],
te(0,2m]

varfor

lim Do (r,u) < esssup |g(t)| < co.
r—1- tel0,27]
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Anmdérkning 2. Tfall g : [0,27[— C, g € L? sddan att f &r analytisk s& géller att
) 1 2
R(f(re?)) = 2—/ P(r,0 — t)R(g(t))dt och
T Jo

2w
S(f(re) = 5 [ P8 - 0300,
2T 0
och dérmed géller att Rf, Sf € hP. Nu ger Sats 4 att f € HP.

Definition 8. For p > 0 definieras
2m )
HP = {f € LP: / P(r,0 —t)f(t)dt ar analytisk med avseende pa z = re“g} .
0

I Sats 67 visas en annan representation av mingden H”.

3.1 Lite LP-teori

Foljande lemma och dérpa foljande sats beskriver vilkinda resultat.

Lemma 14. Lat M C R vara en méitbar mingd, co > p > 1. D& ar LP(M) ett

normerat rum.

Sats 15. Ldit M C R wvara en mdtbar mdngd med lebesqguemdattet m(M) < oo och
LP = LP(M). For 1 < p; < py gdller

P2 C Pt

och for f: M — K
Al Lo < 1Al s -

Lemma 16. Lit M vara en métbar méngd, co > p > 1 och (fx)ren en foljd med
fr € LP(M). Om Y, o [|frllp» < o0, s dr

f@) =" ful)
keN

véldefinierad néstan overallt € M. Vidare géller

n

F=> k

k=1

feLP(M)och lim

n—oo

=0.

Lp

Bewvis. Enligt Minkowskis olikhet erhalls

D Ul
k=1

n
<> M allgn -
k=1

Lp
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Hoger led utgor en vixande f6ljd med avseende pa n, varfér antagandet medfor att
foljden dr begrdnsad av nagot N € N. Vidare, s& utgdr Y ,_; |fx(z)| en vixande

foljd for varje x € M, varefter Monotona konvergenssatsen ger
oo n

> 1l > 1]
k=1 k=1

vilket visar att > -, |fx| € LP(M). Funktionen f := > 77, fi ér vildefinierad nis-

tan Gverallt, d& serien konvergerar absolut ndstan overallt, x € M. Serien utgor

= lim <N,
n—oo

Lr Ly

dven en méatbar funktion, eftersom méatbarhet bevaras vid summering och grénsvir-
destagning. Eftersom Y77, fi(z)| < Yoo, |fx(2)| for varje z € M, si giller att
f € LP(M). For att visa att Y _;_, fx — f 1 LP s& noteras

n p n p o) P
S ooy <<ka|+|f|> <<ka|+|f|> e
k=1

k=1 k=1
for varje n € Z>1, varefter Lebesgues dominerade konvergenssats ger

F=> f _Hf—ka
k=1

= k=1

=0.
Lr

lim
n— o0

Lr
O]

Sats 17 (Riesz-Fischer). Ldt M wara en mdtbar mdingd och 1 < p < oo. Dd dr
LP(M) ett Banachrum.

Bevis. Satt LP = LP(M). Lemma 14 ger att LP &r ett normerat rum. Lat (fx)ken
vara en Cauchyfoljd i LP. V&lj en delf6ljd genom foljande induktiva férfarande: Lat
ki vara sddan att for m,n > ki = ||fn — fmll, < % Vialj nu ky > Ky sé att
m,n > ke = ||fo = fullpe < 3. ki véljs si att m,n > ki = ||fn — fullpe < 55- Nu
har delféljden (fy,);en den egenskapen att

1

kaj+1 _fijL,, < oYk

fkl ]:07

sa uppfyller (h;)52, kraven i Lemma 16, varefter lemmat medfor att f € LP, dér

b __{ Jojor = Joy 721
J =

fx) == 32720 hj(x) ér vildefinierad néstan overallt € M, samt

n—1
lim F=>_hj|| =o.

j=0 I

Da fi, = Z;L;OI h; har det nu bevisats att varje cauchyfoljd i L? har en delfsljd vars

punktvisa gransvirde f utgor en LP-funktion. Dessutom konvergerar delféljden mot
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denna gransfunktion i LP-norm. Eftersom den ursprungliga féljden &r en Cauchyféljd

s& ger triangelolikheten,

165 = Al < (15 = fusll o + 1oy = Fll o s

att den ursprungliga f6ljden konvergerar mot f i LP-norm och ddrmed &r L? full-
standigt. O

Lemma 18. Lat M C R vara en métbar méngd med m(M) < co. Lat p,q > 1 vara
sadana att % + % = 1. For g € LY(M) definieras G : LP — C genom
1
G = Gylh) = s [ fatne
! m(M) J

G utgdr en begrénsad linjér funktional med operatornormen

||G||op = ||g||L<1 .

Bevis. Lat g € L9. Fran integralens linjira egenskaper foljer att G &r linjar. Om
g = 0sa dr G = 0 och dérmed giller ||G|[,, = 0 = [[g]|,. Antag ddrfor att g # 0,
vilket innebédr att g &r olika noll pa en mangd med positivt matt. Fér varje f € LP

géller, enligt Holders olikhet,

G(f / F@®a(t)]dt < |11l o Ngllo -

For f # 0 géller da

<ol
Saledes ar GG begréansad och
NG lop < 119l La -
Lat
() = ||g;|)||q et o), (3.5)

f ar vildefinierad néstan overallt, eftersom ¢ > 1 och g # 0 = ||g||,, > 0. Nu géller
—-1 p (1-q)p
||f‘|p _ 1 / |g(t)|q e*iargg(t) di = ||g|| / |g |(q l)pdt
o m) D Nlgligs?

~ llgllg? o
= [ atoprar =1,

1 |g(t)‘q_1 —iar HgH
G(f): m(M) /M Hqufl € ' gg(t)g(t dt = / | |th_||g||Lq7
La

vilket resulterar i att

G lop = 1191l 1o -

och darmed ar lemmat bevisat. O
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Definition 9. Lat F vara en familj av mingder och ¢ : F — R en funktion. En

méngd F € F ségs vara positiv med avseende pa ¢ om
¢(B)>0VBCF
och negativ med avseende pa ¢ om
¢(B) <0VBCF.
Foljande resultat ar vélkéant.

Sats 19. Lat V wara ett normerat vektorrum éver kroppen K = C eller R. En linjdr

funktional G : V. — K dr begrinsad om och endast om den dr kontinuerlig.

Lemma 20. Lat M C R vara en métbar mingd med m(M) < co. Lat G : LP(M) —
R vara en begrénsad linjér funktional som inte &r identisk med noll. For varje métbar
delméngd A C M definieras ¢(A) := G(x4). Om A C M med 0 < ¢(A), s existerar
en mingd P C A sddan att ¢(P) > 0 och P dr positiv med avseende pa ¢.

Bevis. Om M, G och A uppfyller antagandena sa géller, for K := ||G’||0p7

[0(A)] = [G(xa)l < K |[xallp = Km(A)? < Km(M)? < oo. (3.6)
Antag att det existerar en mingd A C M sadan att ¢(A) > 0. Sétt
o = inf{¢(B) : B mitbar A B C A}.

(3.6) ger att —¢(B) < Km(M)% for varje B C M, vilket leder till att o > —oo.
Tomma méangden dr méatbar, vilket medfor att o < 0. Sétt o1 = o och 1lat A; C A
med o1 < ¢(A;) < % En sadan méngd existerar enligt definitionen av o;. Definiera

genom induktivt férfarande
i-1
o; =inf{¢(B): BC A\ U A; A B métbar}, 1 = 2,3, ...
j=1
och vilj A; C A\ U;;ll Aj sd att
o; < ¢(4;) < %-
Lat V = (Jj2, Aj och P = A\ V. Observera att {A;;i € N} dr disjunkta, vilket
medfor att xy = Y072 x4, - Nu géller

=00 < 9(V) = G(Y_xa) =D Glxa) =3 o(A) < %Zoi, (37)

dar G':s linearitet och kontinuitet anvants. Eftersom o; < 0 for alla ¢ och summan

konvergerar, sa géller lim; ,o, 0; = 0. Det géller att BC P = B C A\ U;;11 A; for
varje i, alltsd ¢(B) > o; {or varje 4, dvs. ¢(B) > 0. Vidare giller att

o(P) = G(xa\v) =G(xa —xv) = Gxa) — Glxy) = ¢(4) — ¢(V) > ¢(4) > 0,

dir V.C A, ¢(V) <0 och G:s linearitet har anvénts. O
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Lemma 21. Lat M C R vara en mitbar mingd med m(M) < oo . For varje
begrénsad linjar funktional G : LP(M) — R,1 < p < oo existerar tvA méitbara
méngder X,Y C R sadana att

XUY=MAXNY =0

och
G(x4) Z20ANG(xp) <OVAC X,BCY.

Om X,Y och X')Y’ ér tvi uppsittningar av mangder med de beskrivna egenska-
perna sé giller m(X \ X') =m((Y \Y’') =0.

Bevis. Lat ¢(A) = G(x 4) for métbara méngder A C M. Satt
s =sup{¢(A4) : A C M métbar A A positiv med avseende pa ¢}.

Enligt (3.6) i Lemma 20 géller |s| < co. Enligt definitionen av supremum hittas en
foljd (A;);en bestaende av positiva, mitbara mangder sddana att lim; o ¢(A;) = s.

Lat X = U;il A;. Notera att om A, B C M &r tva positiva méngder sa géller
p(C)=¢p(CN(A\B)UCNB)=¢(CN(A\B))+¢(CNB), VC C AUB.

Eftersom de disjunkta méngderna C' N (A \ B) och C N B &r delméngder av A

respektive B, sa giller
H(C'A(A\B)) > 0 och ¢(C N B) >0,

vilket medfor att ¢(C) > 0. Séledes &r unionen av tva positiva méngder positiv.
Vidare géller att X &r positiv. Lat Ay =0 och

A; = U Aji=1,2, ..
j=1

Det géller att A, \ A;_q Ar disjunkta och

= 2 (0(A) = 6(Ai1) = lim o(A;) -0,

i—00

ddr samma forfarande som i (3.7) (Lemma 20) har anvénts. Eftersom X &r positiv
sé galler

B(A;) < O(A;) + d(AiJA;) = $(A;) < s,

vilket medfor att ¢(X) = lim;_oo ¢(A;) = 5. Lat Y = M\ X. Antag som antites att
Y inte dr negativ med avseende pa ¢. D4 existerar en méngd A’ C Y med ¢(A’) > 0,
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varefter Lemma 20 garanterar existensen av en positiv miangd P’ C A’ med ¢(P’) >
0. Eftersom X, P’ ar disjunkta sa géller ¢(X U P’) = ¢(X) + ¢(P’) > ¢(X) = s, dér
X U P’ ar positiv med avseende pa ¢. Detta strider mot konstruktionen av s, vilket

ger att Y &r negativ.

Lat X,Y och X’ Y’ vara tv& uppsattningar av en beskriven uppdelning av M. Nu
géller att
X\ X' CvY’,

vilket medfor att X \ X’ dr bade positiv och negativ med avseende pé ¢, dvs.
H(X \ X) = 0.
P& samma sétt visas ¢(Y \ Y’) = 0. O

Anmdrkning 3. Att en méngd &r positiv betyder i ovanstdende bevis att méngden

ar positiv med avseende pa ¢.

Definition 10. Lat M C R med m(M) < oo vara en métbar méngd. Nu definieras

funktionsrummet PLP 1 < p < oo genom

PLP(M):={f € LP(M)} : f > 0 néstan overallt}
férsedd med normen |||, (5p-
I resten av detta underkapitel kommer |[|-[|;, att syfta pa [|-[| 1, ap-

Definition 11. En enkel funktion v &r en funktion som kan representeras av

n
E aiXAiv
i=1

dar A; C R métbar och A; N A; =10, i # j och a; tillhor ifrdgavarande rums kropp,
dvs. C eller R.

Lemma 22. Lat M C R vara en métbar méngd sddan att m(M) < oo . For varje
begransad linjar funktional G : PLP(M) — R, 1 < p < oo, existerar en funktion
g € PLY(M) sadan att

1

G(xa) = (i) /M Xa(t)g(t)dt YA C M, A métbar.

Bevis. Lat G vara en familj bestdende av alla funktioner g € PL!(M) sadana att
G(x4) = [, g(t)dt for varje méatbar méngd A C M. Eftersom G(f) € Rx>¢ for varje
f € PLP(M), sa giller 0 € G, dvs. G # (. Notera att om g1, g2 € G sé erhalls genom
uppdelningen A = A; U Ay att

/mwmwmmmw=/“ﬁmﬁ+/SMWﬁsmmm+wa=Gum
A Ay Ag
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dir A; = {t € A: g1(t) > g2(t)} och Ay := {t € A : g1(t) < g2(¢)}. Eftersom
maximum ar associativt si ar G sluten med avseende pa punktvis maximum. Lat
s(A) :=sup {/ g(t)dt} < G(xa)-
24 A

Nu existerar en {6ljd (g,) : gn € G sddan att

lim [ g,(t)dt = s(A).

n—oo

Lat gn(t) := maxpep n{gr(t)}. Eftersom G &r sluten med avseende pa punktvis

maximum, sa galler
/ gn(t)dt < / Gn(t)dt < s(A),
A A

och darmed
lim [ §,(t)dt = s(A).

n—oo A

D4 (§,,(t))n € N dr en vixande foljd for varje t € M, sa &r

h:M —[0,00],h(t) = lim §,(t)

n—oo

valdefinierad i den betydelse att

liminf g, (t) = limsup g, (t) Vt € M.

n—0o0 n—00

Monotona konvergenssatsen ger nu forsta likheten nedan:

/Ah(t)dt: lim [ g, (t)dt = s(A) < G(x,)-

n—oo A

Lat H(A) := G(x4) — [, h(t)dt. Konstruktionen av h och (3.6) i Lemma 20 medfér
att

0< [ hoyit < G0ca) < 16l m(a)?.

Om m(A) = 0 sa géller alltsa
H(A)=0.

Antag som antites att det existerar en méngd A sadan att H(A) > 0. Da ar [, dt =

m(A) > 0 och n kan nu véljs s& stort att
1
0< ﬁm(A) < H(A).
Nu giller

1 1
G(x4) = H(A) +/ h(t)dt > / (E + h(t))dt = Em(A) + s(A) > s(A)
A A
och enligt defintionen av s(A) s& bor

/ L 1 he)dt < s(A), da / L L h)dt < Glxy).
A n A n
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vilket ger en motsédgelse. Alltsa géller

H(A)=0VAC M,

dvs.
Glxa) = [ hitdt= [ xuhit)dr
A M
Lat
P={te M:h(t) >0} och N={te M:h(t) <0}
Nu géller

|h(t)|dt = / (xp(t) = xn(8)h(t)dt = G(xp) — G(xn) < oo,
M M

vilket visar att h € PLY(M) och slutligen sétt g(t) := m(A)h(t).

Foljande resultat ar valkdnt och ldmnas déarfor utan bevis.

Lemma 23. Lat M C R vara en métbar méngd. Om f € PLP(M), p > 1 s&
existerar en vixande foljd (¢,)%2, bestdende av positiva, enkla funktioner, sddan
att

lim ¢, = f, punktvis.

n—o0
Vidare géller

Tim |16 — fllp = 0.
Lemma 24. Lat M C R vara en métbar mingd med 0 < m(M) < oo och lat

1 < p < co. For varje begrénsad linjér funktional G : PLP(M) — R existerar en
funktion g € PL(M) sadan att

GUI) = w5 || Fattrar v PP,

PLP(M) bestar hir av reella funktioner och % + % =1

Bevis. Tfall G = 0 sé hittas g = 0 som uppfyller lemmat. Ifall G # 0 s& bor g(t) > 0
pa en méngd B med m(B) > 0, varfor det i fortsittningen av detta bevis kan antas
att g(t) > 0 for t € B diar B ar en métbar méngd med m(B) > 0. Lat
P = {¢;M—>R>O ¢ = a;xAi, a; € Rz, M D A; miitbar, neN},
i=1
dvs méngden av positiva, enkla funktioner. Enligt Lemma 22 existerar g € PL'(M)

sadan att, for ¢ € O géller

n

G0 =3 i) =3 ﬁ /M X, (Dg(t)dt = ﬁ /M o(D)g(t)dt.

=1



David Norrbo

Antag f € PLP(M). Enligt Lemma 23 existerar en vixande {6ljd (¢, )nen bestidende
av enkla funktioner sadan att ¢, — f i LP-normen, d&a n — co. Vidare géller, da G

ar kontinuerlig, att

i = lim L
G(f) = Jim Glow) = lim —ore [ 6. (gt)ar

n—o00 n—oo m(

Det géller att (¢, (t)g(t))n ar en positiv, vixande {6ljd for ¢ € M. Monotona konver-

genssatsen ger att

1 o
Jim s | onttraterin - s | rsar

varefter
G(f) = —- /M f(hg(t)dt Vf € PLP(M)

erhalls.

Lat v = ()52, vara en viaxande foljd av enkla funktioner sadan att 7, (t) — g(t)

for t € M, da n — oco. Det kan antas att ||y,||;, > 0 for varje n, eftersom ||g||,, > 0.

Siitt
Falt) :( Ya(t) )q—l.

H’YnHLq

Det giller att

—1
f (t)P( 0 )”<q ' )
[Fnll e [alTe”
vilket medfor att
[l o = 1.

Vidare géller

! 1—q 1 q.7p _
W/M’Yn(t)fn(t)dtZ |[vnll L W/M%(t) dt = ||yl o -

Dessa likheter, Fatous lemma samt y:s egenskaper ger

1
< lim inf = — t t)dt
lollzo < timinf Il = s [ 200,00

m(1M> /M 9(6) fult)dt = G(f2) < NGl

<

alltsd g € PLI(M).
O

Sats 25. Lit M C R wara en mdtbar mdangd med 0 < m(M) < oco. For varje
begransad, linjir funktional G : LP — R, dvs. G € LP(M)* existerar en funktion
g € L1(M), entydigt bestimd ndistan overallt i M, sadan att

G(f) = ﬁ /M F(tyg(t)dt Vf € LP(M). (3.8)

LP(M) bestar hdr av reella funktioner.
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Bevis. Lat PLP = PLP(M) och LP = LP(M). Eftersom varje funktion f € LP
kan dekomponeras i f = f* — f~, dir fT(z) = max{0, f(z)} > 0 och f~(z) =
max{0, — f(z)} > 0, s& géller G(f) = G(fT)—G(f ) Saledes riicker det att undersoka

restriktionen G|pr». Lat XY vara méngderna beskrivna i Lemma 21 och definiera
Gt :PLP 5 Rso: GT(f) = G(fxx), samt
G~ : PL? - R<o: G7(f) = G(fxy)-

Notera att konstruktionen av G och G~ medfér att funktionalerna #r linjira och be-

grinsade. Som motivering till att G (f) &r positiv for godtyckligt f € PLP utnyttjas
Lemma 23. Det existerar alltsa en 6ljd enkla funktioner (v,), v, = Zf;l AinXa, .

sadan att
Ko
G = JLH;OZM (a,) = ILH;OZIM (exna,)
3
Eftersom méngderna {A4; : i = 1,...,k,} dr disjunkta och ~,(t) &r positiv for varje

t € M, s& foljer det att a;,, > 0 for alla relevanta heltalspar (i,n). D4 X &r positiv

med avseende pa G(x.), sd erhalls nu att

> ainG(xxna,,) >0 n,
vilket medfér att GT(f) > 0. Nu giller, for varje f € PLP,

G(f) = G(fxxuy) = G(fxx + fxy) = G(fxx) + G(fxy) = GT(f) + G~ (f).

Denna uppdelning ar dessutom entydig. Lat X', Y’ vara en annan uppdelning av M

och definiera G’™ och G’ analogt. Nu giller
G (f) =G (f) = G(fxx) — G(fxx) = G(f(xx — xx/)) = G(fxx\x/) =0

for varje f € PL™T. P4 likanande sitt visas att G~ = G'~, varfor G = G’. Notera att

G &r begréinsad &r ett nddvindigt krav for ovanstaende resonemang.

Vid anviindning av Lemma 24 erhalls att det for G och G~ existerar funktioner

g+, g— € PL? sadana att

G(f)=G(f") = G(f7)
=G (") - (-G (f ) G*(f )+(—G‘(f‘))

1
= ) Mf+<> / &0
1
) Mf i+ ——— /f
1 —
- 7]\4 < o (Fr(t) ))9+(t)dt—/M(f+(t) —f (t))g(t)dt>
- —g-(t))dt,
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for alla f € LP. Klart att g :== g4 — g— € LA.

Antag ¢’,g € L? ar tva funktioner sddana att (3.8) &r uppfyllt och 1at
P={teM:g(t)>g ()} och N={te M:g(t)<dg(t)}

Antag m(P) > 0. Nu géller

Glxp) = /M xr(Bg(t)dt > /M xp (B (B)dt = Gxp),

vilket dr omojligt. P4 samma sétt uppstar en motsédgelse ifall m(N) > 0, vilket
medfor att m(P U N) = 0, alltsa g dr entydigt bestdmd néstan dverallt 1 M. O

Foljdsats 26. Lit M C R vara en mdtbar mingd med 0 < m(M) < oo. Fér varje
begrinsad, linjar funktional G : LP(M) — C, dvs. G € LP(M)* existerar en funktion
g € L1(M), entydigt bestimd ndstan overallt i M, sidan att

GU) = s || F0at0a s € 1),
LP (M) bestar hir av komplezvirda funktioner.

Bevis. Lat G : LP(M) — C. For en funktion f : M — C sadan att f € LP(M),
s& existerar tva entydigt bestdmda funktioner u,v : M — R, sddana att f =
u + v och u,v € LP(M). Dérmed géller G(f) = G(u) + iG(v). G defineras sale-
des entydigt av dess restriktion Glg : L — C, dér L &r LP-rummet bestéende
av funktioner f : M — R. Saledes kan det antas att f dr en reell funktion. Lat
LP = LE(M). Notera att

G(f) = RG(f) +iSG(f)

och att for f1, fo € LP giller

RG(f1) + RG(f2) +i(SG(f1) + SG(f2)) = G(f1) + G(f2)
"=G(fi + f2)
=RG(f1 + f2) +iSG(f1 + f2).
Saledes utgor de punktvis definerade funktionalerna RG = RG och IG = 3G linjara
funktionaler vars belopp dr mindre &n |G| och ddrmed begrinsade, d& G &r begrin-

sad. Sats 25 garanterar existensen av néstan overallt entydiga funktioner Rg och Ig

sddana att
1
RS = s [ ) Ra(t)

och

16(f) = ﬁ /M F(t)Tg(t)dt.
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Fran lineariteten av integralen erhalls nu att
/ f)g(t)dt vVf e LP(M),

dér g ar entydigt definerad néstan Overallt av ¢ = Rg + ilg. Entydigheten hos g

overfors fran det reella fallet. O

Definition 12. Lat —oo < u < v < co. Lat I vara ett intervall med &ndpunkterna

u samt v. Nu definieras

P(I)= {f I—-C:f(t) Zce =k <n, ckG(C}

Po(I) = {f I—C:f(t) zn:akJrlbk AR <, ak,kaQ}-
For alla intervall I C R definieras -
C(I)={f:1I— C: f ar kontinuerlig} .
Lemma 27. Lat —oco < u < v < oo. Nu géller
Fo(fu, v])

Bevis. Vilj f € P([u,v]). Nu finns det tv& konstanter N, L € Z med L < N och tvi
foljder (ax)h_; samt (by)N_; med ag, b, € R, sddana att f kan framstillas enligt

F S p(fu, o))

N

F() =Y (ax + b=k,

k=L
Vidare existerar tva familjer av vixande foljder
{(arn)nZabizr, och {(bkn)aZs il
sadana att, for heltal k € [L, N] géller
lim ag, = ar och lim by, = by,
n—00 n— 00

dar agn,bkn € Q fOr varje relevant heltalspar (k,n). Lat f, € Py([u,v]) vara defi-

nierad genom
N
st—u
E akn"i'lbkn 2ﬂ11’7”k-
k=L

Nu galler

v N p P
L = frlll Lo u,e) < ( u/ (Z(|ak—ak,n|+|bk—bk,n|)> dt)
k=L
N
S
k=L

déar gransvirdet kan tas termvis, eftersom grénsvirdena existerar, dr dndliga och

}g—bk,nD —)O, dén—)oo,

antalet termer ar dndligt. O
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Definition 13. Lat a < b och g :]a,b[— R. g sigs vara konvex om det for varje
6 € [0,1] och for varje x,y €]a, b[ giller att

9(x0 +y(1 - 0)) < 0g(x) + (1 - 0)g(y).
g ségs vara strikt konvex om det dven géller att
9(x0 +y(1 - 0)) < 0g(x) + (1 - 0)g(y),
da 6 €]0,1].
Lemma 28. Lat £ C R™. Nu giller
m*(E) = inf{m(0) : E C 0,0 6ppen}.
Om FE &r Lebesguemétbar sa giller dven
m(E) =sup{m(K) : E D K, K sluten}.
Bevis. Se [13]. O

Sats 29. Lit —oco <u < v < 00,1 <p<oo. Nu gdller

Funktionerna dr antingen komplexvirda eller reellvdrda.

Bevis. Fixera € > 0. Lat A C [u,v] vara en métbar méngd. Lemma 28 ger att det

existerar en kompakt mangd K C R och en 6ppen méngd O C R sadana att
KCACOAMO\K) < €.

Definiera
d(w, A) = inf{le — y| : y € A},

och sitt L = R\ O. Betrakta funktionen f € C([u,v]) definierad genom

d(z, L)
d(z, L)+ d(z, K)’

f(z) = (3.9)

Eftersom w := inf ¢y o) d(, L) +d(z, K) > 0, da L, K ir disjunkta och slutna, sa
ar f vildefinierad. Vidare géller att

SCRAz,y€R=|d(z,5)—d(y,S)| < |z —yl,
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sé for z,y € [u, v] géller

i - | Dl K -l L
oD+ de K0l D + .
‘d . L)dly 1) =l ) ) = . )|
(e, ) — d(y, Dl|d(y, K|, |d(y, D)lld(z, K) - d(y, )|
(0 (D= 00D | e )~y K

w w

IN

2(v —u)

IN

|$ _y‘v

dvs. f ar Lipschitzkontinuerlig. Vidare géller, dar f,, € C(R) definierad genom (3.9),
att

/ alt) — F@Pdt = /O P = P <mO\K) < .

vilket visar att indikatorfunktionen for en Lebesguemitbar mingd kan approxime-
ras med en kontinuerlig funktion. Nu kan en enkel funktion ¢ := Y7, ¢;x A, ap-
proximeras av en kontinuerlig funktion som skapas genom f6ljande forfarande. Valj

méngderna O;, K;,i =1,...,n sa att

och definiera for varje A; funktionen f4, € C([u,v]) analogt med (3.9). Nu géller att
F:=3%" cifa, €C([u,v]). Vidare géller

n
- Z Ckai
=1

n
< maeles| 3 ||, -

Lp i=1

(3.10)
< nml?x\ckk

= M(@)e

Notera att M (¢) := nmaxy |cx| dr oberoende av F'. En godtycklig LP-funktion g kan
delas upp i tvd positiva funktioner g™ och g~ med g = g* — ¢~ . Nu ger Lemma 23

att det existerar tva enkla funktioner ¢+ och ¢~ sadana att

llg = @7 =D < llg™ =Tl +1lg7™ = 7| <€

Enligt (3.10) hittas nu tv& kontinuerliga funktioner f* och f~ sidana att

g = =S < llg™ =67l + g™ =7l
i (AR Al I PP | e | P
< (14+ M)+ M(o7))e
= M(g)e,
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vilket innebar att
C(w,o]) 2 LP([u, ).

Beviset slutfors genom konstaterandet av

C(lu, v]) © LP([u, v)).

O
Definition 14. Fejers kirna ér funktionsfoljden (K,)% ,, dér
1 sin? (2¢
Kn(t) = *f(%)’
n sin (Et)

Lemma 30. Fejers kiirna uppfyller féljande egenskaper
L Kny1(t) = 557 Shoo one i €1 N € Z;
2. K, (t) >0Vt e [-m 7], n € Z>1;
3. 27rf K,(t)dt =1, n € Z>1;
4 1y oo [0 55 Kn(t)dt =0, 0> 0.
Bevis. For t # 0 géller

k k
SRR DLES W
n=—k n=0
1— ezt(kJrl) 1— efzt(k+1)
= . + - -1
1— eztn 1— e—ztn

_ 2(1 — cos(t) + cos(tk) — cos(t(k +1))) 1
2(1 — cos(t))
cos(tk) — cos(t(k + 1))

(1 — cos(t)) ’

vilket medfor

i i it 1 —cos(t(N +1))
]\74—11C — = N+1 1 — cos(t)
1 sin? (%t)

TN sin® (L)

dér cos(2x) = 1 — 2sin?(z) har tillimpats. Egenskap 2 foljer fran att Fejers kirna #r
kvadraten av en reell funktionsféljd. Egenskap 1 medfor att, for N > 0 géller

1 [ 1 kg
— | Kyadt = —— - itn gy
o | K N+1Z _Z o]

i
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Fixera nu § > 0. Nu géller

1
/ K, (t)dt
w>|t|>6

< 7/ si.n22(%5t)
N Jasjzs sin® (3)
2T

ns® ()

dt

IN

vilket bevisar egenskap 4. O

Sats 31. Lat —oo < a <b< 00,1 <p<oo. Nu gdller

LP([asb]) _

P(la, b)) LP([a, b]). (3.11)

dar funktionerna dr komplezvirda. Om f € LP([a,b]) dr kontinuerlig och f(a) = f(b)
sG existerar det en foljd i P([a,b]) som konvergerar likformigt mot f.
Bevis. Lat hq : [a,b] — C och definiera en affin bijektion ¢ : [, 7] — [a, b] genom

bap(z) = (b—a) T

+a
Nu existerar en funktion hg : [—7, 7] — C definierad av
ho(x) = hi o gap
sadan att
ho € LP([—m,7]) < hy € LP([a,b]) och hy € P([—m,7]) & h1 € P([a,b)).

Saledes récker det att bevisa pastaendet (3.11) for a = —m och b= 7. Lat p € [1, 00]
och fixera f € LP([—m, x|) och betrakta foljden (pn)F_, dér

N .
— Z eztnan’N(f)
n=—N
och
N 1 T
ann(f Z k= | e,

Notera att

N

1
27/ Z 1tnf —zzndaj
[n]
1 k
:7/ Z i(t—a)n gy (3.12)

/ )Kn41(t — z)de
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dar sista likheten ges av Lemma 30.

Antag forst att f ar kontinuerlig och att f(—7) = f(7). Nu kan f utvidgas periodiskt
till en funktion som &r kontinuerlig pa hela R. Lat f nu beteckna denna utvidgning.
Fejers kiirna #r periodisk. Om man i (3.12) sdtter y = ¢ —z i integralframstéllningen,
sa erhalls nu
1 s
palt) = 10 = 3 [ (=) = O (),
dér Lemma 30 egenskap 3 anvénts. Fixera € > 0 och vilj ett § s& att
€
yl<d= suw [f{t—y)—f{H) <3
te[—m,m]
Detta ar mojligt da f &r kontinuerlig pa slutna intervallet [—27, 27] och dérmed
likformigt kontnuerlig pa detta intervall. Eftersom f &r kontinuerlig pa hela R och
periodisk s& existerar M := max;cg |f(¢)]. Valj nu N sa stort att

M
n>N=>—/ Knﬂ(y)dy<E
T Jas|yl>s 2

vilket ar mojligt, enligt Lemma 30 egenskap 4. Sammanfattningsvis géller, for n > N
och t € [—7, ], att
1 /9
u(®) = 101 = 5 [ 11— ) = FO1nia )iy
1

27 Jasiy|>6

€1 /5 M
<355 KnJrl(y)dy + = KnJrl(y)dy
227 -5 2 ﬂ.>‘y‘>5

1f(t —y) = FO Ky (y)dy

< €,

dér egenskaperna 2 och 3 i Lemma 30 anvénts. Detta visar att

Antag nu att f € LP([—m,n]) dr godtyckligt vald och betrakta istéllet dess periodiska
utvidgning till R. Jensens olikhet och egenskap 3 i Lemma 30 ger nu
™ s 1 ™
[ o= swraes [ o [ -0) - S0P K@y
o o o L (3.13)
— [ Kantg: [ 1re-w) - s,

—T
dér Fubini-Tonellis sats anvénts for likheten. Fixera ¢ > 0. Enligt Sats 29 existerar
en kontinuerlig funktion g : [-2m, 27] — C sadan att

€
Hf_g||Lp([—27r,27r]) < 12°
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Nu foljer, for x € [—m, 7],

(5 [ -0 -gt-opa) <5,

vilket kan omskrivas till

Hf( - 33) - g( - x)HLP([fTF,ﬂ']) <

Fixera € > 0 och vilj § €]0, 7| s& att
€
sup gt —y) —g()| < ¢,
y€([—4,9]

vilket 4r mojligt da g ar likformigt kontinuerlig. Det géller, for y € [—4, d], att

(5 [ e =sora) < (5 [ 10-0-at-wra)’
! (;w / ot —v) - g(t)|pdt> ’ -

CINCE f(t)lpdt>;

+
€
< 3
Vilj nu N sa att
n>N= Ky < (5)'
w>|t|>6 4

vilket dr mojligt enligt Lemma 30. Nu foljer frin Lemma 30, uttryck (3.14), fis

periodicitet och triangelolikheten fér LP-normen, att for n > N géller
™ 1 s
Konf)i= [ Kns)ye [ 1re=w) = f)pardy
§ ep 1 T
< [ Kanigdy+ [ K@iy [ 15— - soPardy
-5 2p 7> |t]>6 2 ) _x
<orgt [ K (201 Y
T n ) JEIp ) Yy
2p T>[t|>6 i Lr(=mm)
€eP P
2+ (Wfllrm) [ Kualo)dy

> |t|>6
< 27 + ||f‘|ip(_7r,ﬂ)
op

< 2meP (1 + ||f||[£1’(—mﬂ)) ’

vilket med hjélp av (3.13) ger

1
P

o = Flzo(mrty < € (L1 E0 )

dvs. LP([a,b]) C P([a, b])LP([a’bD. Det onskade resultatet foljer direkt fran P([a, b])

<
L ([a, b]). O
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Sats 32. Lit I C R wvara en ett intervall. LP(I) dr separabel, dvs. det existerar en

numrerbar foljd av funktioner (hy)22, sidana att

(1) =T nezZai) 0.

Bevis. Notera forst att for varje —oo < a < b < oo sa ar LP([a, b]), LP(]a, b]),
L?([a,b]) och LP(]a,b[) visentligen samma rum. Detsamma géller for L?([a, oo[) och
L?(Ja, oo[) respektive LP(] — 0o, b]) och LP(] — oo,b]). Saledes kan det antas att in-

tervallets &ndliga randpunkter, i de fall sddana existerar, tillhér intervallet.

Vélj f € LP(I) och fixera € > 0. Eftersom

/ F(O)Pdt < oo,
I

sa existerar N € Z>1 sa att for n > N géller

/ F(B)Pdt < .
I\[-n,n]

Ifall |I| < oo véljer N sa stort att I\ [-N,N| = 0. Lat Iy := I N[—N, N]|. Enligt
den inledande anmérkningen kan det antas att Iy ar ett slutet intervall. Enligt Sats

31 existerar P.o € P(Iy) sddan att

€

f = Peallpo gy < —————1— (3.15)
BN max{|In |7, 1}
Lat P.: I — C vara definierad genom
Py forzel
Pu(z) = o forzely
0 annars.
Enligt Lemma 27 hittas nu ett P, : I — C sadan att P,|;, € Pp(In) med
€
1Pe2 = Palig Iz < (3.16)

2 max{|Iy|7,1}
och Py(z) =0 for varje x € I\ In. Ifall |I| < oo s& géller Iy = I och
Hf_PqHLp(I) < ||f_Pc||Lp(1) + ||Pc _Pq”Lp(I) <e€

dir Minkowskis olikhet tillimpats. Eftersom Py(Iy) = N x Q? s4 ér Py(Iy) num-
rerbar och ddrmed &r LP(I) separabel. Om |I| = oo s& erhalls med hjilp av (3.15)
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och (3.16)

73 1 = Pallpory < ( /m F(e)Pdt + / If(t)—Pq(t)l”dt>

In

( / . If(t)l”dt>; +(/ 1560 - Pq<t>|pdt)’l’
In|7

<2v e+ ———F—¢
max{|Iy|?,1}

1
< 2M 3,

1

<2

|~

dér lemma 3 anvénts. Notera att en godtycklig funktion f € LP(I) har approximerats
med en funktion P, € PQ(I), dér

PQ(I)={P;: I = C: Py, € Py(In) och Py|j\r, =0 for nagot N € Z>1}

Eftersom PQ(I) =2 N? x Q? sa d&r PQ(I) numrerbar och dirmed &r LP(I) separabel.
O

Sats 33. Lit oo > p > 1 och lat f € HP. Dad kan f representeras av en Poissonin-

tegral
2m

flre®®) = 21 P(r,0 — t)F(t)dt,

™ Jo
dir F € LP.

Bevis. Lat fs(t) = f(se) och (G,,)5, vara en foljd av linjira funktionaler G,, :
L? — C definierade av

For varje V € L4 géller

1

2m
o ), fl_nil(t)V(t)dt] <||fi s

Ga(V)l = |5

oo (Wl < WAl [V o s
dér holder olikhet tillimpats. Sats 32 medfor att det existerar en méngd
W= {Vi}%,, Ve LY med W~ = L.

Eftersom foljden
(Gn(V1))nen

ar begransad och C = R2, sa existerar, enligt Bolzano-Weierstrass sats, en delf5ljd

(G2 (V1)) jen
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sadan att
jlggo Gnm (V1)

existerar. Lat virdet ovan betecknas med G(V7). Nu kan samma resonemang tillam-

pas pa den begransade foljden

(an,l (VY?))JGN’

varefter en konvergent delfoljd
(Gn,;»(V2))jen
erhalls. Notera att for indexméngderna géller
{nj2}jen € {nj1}jen,

vilket medfor att

lim Gy, ,(V1) = G(V1).
Jj—o0 ’

Genom induktion erhalls att, for varje k € N existerar en delfdljd (n; ) jen av (n)nen
sadan att

lim G, (Vi)

j—o0

existerar for varje i < k. Lat n; := n; ;. Enligt ovanstdende resonemang sa ar n;
villdefinierad for varje j € N. Betrakta foljden (n;);en. Eftersom delfoljden (n;)52,

ar en delfoljd av (n; i) en si existerar
lim G, (Vi) = lim G, (Vi) = G(V) Yk € N.
j—0o0 : Jj—o0 ’
Eftersom (Gp)nen ér likformigt begrénsad av || f||,, s& géller, enligt fatous lemma

IGlwllop < NGnllop < [ fllgn -
Vidare definieras, for varje ¢ € C,Uy,Us € W,
cG(Uy) + G(Uz) = ]1i>r20 (Can (Uh) + Ghn,; (Ug))
= lim an (CUl + UQ) (317)
j—00
=: G(CUl + UQ),
dar forsta likheten &r giltig pa grund av att
G(Uy) = lim Gy, (Uy) och G(Usz) = lim Gy, (Uz)
j—o0 : j—o0

ar véldefinierade. Notera att om cU; + Uy € W s& sammanfaller definition ovan med

hur G definierats pa méngden W. Eftersom G &r begrdnsad och linjéir sa ger Lemma
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19 att G ar kontinuerlig i W. For varje V' € L hittas en foljd (Vi )men 1 W sddan
att
n}gnoo HVkm - V||Lq = 07

da W ar tat 1 LY. Definiera

G(V) := lim G(V,).

J—00

Denna definition medfér att G &r kontinuerlig i LY. Vidare géaller att
G, (V) = G,y (Vi ) = |G, (V= Vi, )L S o IV = Vi | pa s
Lat € > 0 och vilj m € N sa att
max{||fl[ gy [V = Vi, [|La » [G(V) = GV, )|} < %
Valj nu J sadan att j > J implicerar

G,y (Vi) = GV, )| < 5

vilket &r méjligt da Gy, — G pa W, da j — oo. Nu giller, for j > J,
|G, (V) = GV)| < |G, (V) = G, (Ve )| + G,y (Vi) = GV, )| +1G (Vi) — G(V))
< €,
(3.18)
dvs. lim;_, o Gy, (V) existerar for varje V' € L9. Detta medfér att likheterna (3.17)

géller &ven da Uy, Uy € L9, vilket visar att G &r linjér. G utgor saledes en kontinuerlig
och ddrmed begrénsad linjdr funktional. Nu garanterar Sats 26 existensen av en

funktion F' € LP sadan att

1 2m

GV)=— V()F(t)dt YV e L9,

27T 0

speciellt géller, for fixerade 0 < r < 1,0 < 0 < 27 géller
1 2
= —/ P(r,0 —t)F(t)dt, (3.19)
2T 0

eftersom P(r,0 —-) € L%. Enligt Sats 11 s giller

GP(,0 - )
) 1 27 )
fio 06 = 5 [ PO— 05 (e

eftersom fl—ﬁ € A(B(0, =t1)). Det faktum att f &r kontinuerlig i D, ovanstéende
likhet, (3.18) och (3.19) ger nu att, for fixerade 0 < r < 1 och 0 < 6 < 27 géller

o 1 ei®
f(re )_jlgélof(<1 nj-l-l) ‘ )
:jli}rgoan(P(T,e_'))

= G(P(r,0 —))
1 2m

=5 | PUo-DF@r
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O

Foljdsats 34. Ldt oo > p > 1 och lit uw € h?(D) vara en harmonisk funktion. Dd

kan u representeras av en Poissonintegral

UT‘G’LH :i i T —
(ret®) 2/0 P(r,0 — t)U(t)dt.

™

dir U € LP.

Bevis. Om u &r en harmonisk funktion sa existerar en analytisk funktion f sddan

att u = R f. Nu ger Sats 33 att

) ) 1 27
u(re) =R(f(re") = o [ (6~ oR(E(©)
T Jo
for nagot F' € LP. Eftersom |RF| < |F| s géller U := RF € LP. O

3.2 Vitalis overtackningslemma

Definition 15. Lat £ C R” vara en méngd. Lat J(a,b) € {[a,b],]a,b],[a,b],]a,b[}
d&d a < b och J(a,b) = 0, annars. En familj bestdende av generaliserade rétblock,
dvs.

I'={I=I5xIyx..xI,:I=J(aj,b;);a;,b; € R}

ségs vara en Vitaliovertickning ifall det for varje € > 0 och z € F finns ett [ € 1
sadant att x € I och 0 < |I| <¢, dir |[I| = [[;_,(b; — ay), ifall b; —a; > 0 Vj och
|I| = 0 annars.

Lemma 35. (Vitalis 6vertdckningslemma) Lat E C R : m*(E) < oo och 1at I vara
en VitaliGvertéckning av F. Nu existerar, fér varje € > 0, en delméngd {Ik}{cvzl clI
sadan att
N
I;nI; =0, for i # j och m* (E\ Ulk> < e
k=1

Bevis. Notera att, ifall Iy, = J(a,a) for nagot ko € [1, N] och a € R sé skulle

N N
m* <E\ U1k> =m" | E\ | L
k=1 k=1
k#ko

Darfor kan det antas att I, = J(ag,br) med ap < by for varje k. Antag forst att
I bestar av slutna méngder med positivt yttre matt. Eftersom m*(E) < oo sa ger
Lemma 28 att det hittas en 6ppen méngd F sddan att E C FAm*(F) < m*(E)+ 1.
Vidare giller att familjen

Iy Z:{IEHZICF}
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ar en Vitaliovertickning av E. For att inse detta, lat ¢g > 0 och vélj x € E C F. Da

F &r Oppen sa existerar ett ap > 0 sadan att
1@ (z) :=]z — ag, & + ap[C F.
Att T 4r en Vitaliovertiackning av F medfor att
Il el:zelAN|l <min(e,nn).

Att |I] < g medfor att I € I(@0)(z) € F och didrmed géller I € Ty, medan |I| < ¢

medfor att intervallet dr godtyckligt litet. Sammanfattningsvis géller
Veo>0Ve e EJl€ly:xz el <e.

Saledes dr Iy en Vitalivertickning av E.

Nu skapas den sokta méingden {Ii, ..., Iy} induktivt. Fixera € > 0 och vilj ett in-
tervall I; € Ip. Om m* (E \ I;) = 0 s& &r satsen bevisad, annars existerar det ett
x € E\ I, och ett ag > 0 sadana att I(@0)(z) ¢ F A I@0)(z) N I, = ). Eftersom I
dr en Vitaliovertickning for E sa existerar 1(*0)(z) D I € To med I N I; = {). Enligt

detta resonemang erhalls
1
AL ely: LN = ? och |IQ| > Esup{|f| : 1 e ]Io,Iﬂll :(7]}

Ifall m* (E'\ (I; U I3)) = 0 s& &r satsen bevisad. Annars upprepas denna procedur.
Efter n steg kollas F C UZ=1 Ij,. Ifall detta inte géller sa valjs I,,1+1 € [y sa att

1
[Tl > 5 sup 1],
IeAy

dér

Ap={Iely:In ]I, =0}
k=1

Analogt med existensen av I, garanteras att A, # (). Ifall E C U;iV:1 Iy, for nadgot N

sd ar satsen bevisad, annars erhalls ett obergédnsat antal intervall I}, sadana att
(oo} oo
w*(F) = m* (| 1) = 3 m (1),
k=1 k=1
d& {I}ren dr disjunkta. Eftersom ovanstdende summa konvergerar sé géller

m*(I,) = |In| — 0, d& k — oo. (3.20)

Detta medfor att det finns ett N saddant att

o0

k=N+1
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Nu aterstar det att visa att m* (E\Uff:1 I) <e Viljettx € E\Ui\]:1 I, Eftersom I},
ar slutet och ddrmed aven Uiv:1 I, vilket ger att F \Ufj:1 I}, 4r Oppen, si existerar ett
Oppet intervall Ja, b[C F\UkN:1 Ij, sddant att © €]a, b[. Da I dr en Vitaliovertéckning
av E s existerar nu ett intervall I € Iy sadant att « € I och |I| < min{b—=z,z—a}.
Lat |

j

B::{j:IﬁUIk#@}.
k=1

Notera att (3.20) garanterar existensen av ett J € N sadant att for j > J géller
|| > 2[Ij 11| > supse 4, 1], vilket medfor att I ¢ A;, alltsa

J
IN|JL#0vj>
k=1

Konstruktionen av I garanterar att jo := min B > N + 1, vilket medfor att jo €
[N +1,J]. Eftersom INI =0, k=1,2,...,jo — 1 s& géller
[I| < sup |I| < 2|
IEAJ'O—I

Lat cj, vara mittpunkten av I;, och 1at y € I N I;,. Nu géller

[z =il Sz —yl+ly—ciol <+ 5 | ol < | ol (3.21)
Lat I; vara ett intervall med samma mittpunkt som Iy och 5|I| som langd. (3.21)
ger nu att x € I} . Alltsa, for ett godtyckligt = € £\ Uszl I}, hittas ett jo > N sa
att x € I, dvs.

E\UIkC U I.

k=N+1

N e’}
m* <E\ Ulk) <m* ( U I,;>
k=1 k=N+1

o

< Y m(Ip)

k=N+1

=5 i |Ik|<€

k=N+1

Vidare géller

Saledes géller lemmat f6r en VitaliGvertdckning bestaende av slutna méngder.

Antag att I &r en godtycklig Vitaliovertdckning av E. Fran definitionen foljer att
I':= {I: 1 €1} ér en Vitaliévertickning av E bestiende av slutna méngder. Fixera

€ > 0. Det har bevisats att en dndlig familj {1}, C I’ sadan att

N
IINI; =0, for i # j och m* <E\UI,;><6

k=1
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kan hittas. Lat I, € I vara intervallet som slutet &r I}, € I'. Observer att I; hade en

annan betydelse i ett tidigare skede av beviset. For ¢ # j géller

I{ﬂ[}zwéhﬁszw

och
N N N
nﬁ<E\LJm>nf<E\LJ¢>+nf<Em[J(¢\QO
k=1 k=1 k=1
N
=m* (E\ UI,Q) <e
k=1
Foljden (Ix)r_, uppfyller saledes kraven. O

Definition 16. For a < b, 1at f : [a,b] — R. Nu definieras dverderivatan och

underderivatan, for x €|a, b, genom

Dy f(z) = limsup {f(:v—i—h)—f(m)

§—0t

: hl <é
W O<||<}

respektive

. fl@at+h) — f(z)
D_ =1 fe——F—2:0<|h|<d;.
f(z) =limin { o |h|
Lemma 36. For a < b, 14t f : [a,b] — R vara en vixande funktion. For varje a > 0
sa géller

m*({z € [a,8] : Dy f(x) > a}) < = (f(b) = f(a))

1
«a

Bewvis. Lat a > 0 och definiera
Eo = {x €la,bf: Dy f(z) > a}.
For 0 < o/ < « definieras
Ly = {[e.d] Cla,bl: F(d) ~ f(e) > a'(d— ).
For att bevisa att I,/ ar en Vitaliovertackning av E, si fixeras ¢ > 0, 0 < o/ < «
och x € E,. Nu géller Dy f(z) > a > o' > 0, alltsd

lim sup {Jw‘f(f)} >, (3.22)

h—0 h

Lat § :== min{€’,b—z, 2 —a}. Notera att § > 0. Den strikta olikheten i (3.22) medfor
nu att
flz+h) = fz)

0 < B <8 och =T > .

Ifall h > 0 sa géller 0 < h < b— x och ddrmed a < x < x +h < b. Sétt c :=x <
x + h =: d, varefter
(3.23)
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erhalls. Om h < 0 sa géller 0 < —h < z — a och ddrmed a < z + h < x < b. Sétt
c:=x+h <z =:d, varefter
o=@
erhalls. Notera att ovanstaende uttryck ér ekvivalent med (3.23). Sammanfattnings-
vis géller
Vo € B, Jc,d) €1y :m*([e,d])) =d —c=|h| < 3§ <€,

vilket innebér att I, dr en VitaliGvertdackning av Fl.

Valj ett € > 0 och lat {Iy,...,I,} C I, vara familjen bestdende av disjunkta in-

tervall som Lemma 35 garanterar existensen av. Nu géller
N N

m*(Eq) =m*(Ea \ | J Ie) + m* (| I)
k=1 k=1

N

<e+ Zm*([k)
k=1
N

- Z(dk — ) (3.24)

dér den nést sista och sista olikheten kommer fran det faktum att I, = [cg, di] € Lo
respektive att f dr vixande pa [a,b] och [c,dk], kK =1,..., N ar disjunkta. Eftersom

(3.24) géller for varje € > 0 sa géller

L)~ F(0) < 5 (F(B) — f(a).

Eftersom ovanstdende olikhet géller for varje 0 < o/ < « sa giller den éven for

m*(Ey) <

o' = a > 0 och dirmed dr lemmat bevisat. O

Sats 37. Lit f : I — R, ddr I C R ar ett intervall, vara en vizande funktion. Dad

ar f deriverbar ndstan dverallt.

Bevis. Om m*(I) = 0 sa ar saken klar. Annars existerar a,b med a < b och |a,b[C I
och m*(I\]a,b[) = 0. Lat ¢,d med ¢ < d och [c,d] Cla,b[. f &r deriverbar i z €]c, d|
om D, f(z) = D_f(z) < co. Notera att Dy f(z) > D_f(z) > 0 for varje x €]c,d].
Lat

Ey ={x €]e,d[: D4 f(z) = o0},

E ={xz €]e,d[: 00 > Dy f(x) = D_f(x)}

Es ={z €le,d[: 00 > Dy f(z) > D_f(z)}
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vara en partition av ], d[. Satsen ar bevisad ifall det visas att m*(Ey) = m*(Es) =
0. Enligt Lemma 36 erhélls m*(Ey) < %(f(d) — f(c)) for varje p > 0, vilket ger det
onskade pastaendet m*(E) = 0. Notera att

Es = U U Epq
peQqeQ
déar
By = {z €le,dl: 00> Dy f(2) > p> ¢ > D_f(2)},
om p > g och E,, , := () annars. Eftersom Q dr numrerbar s& implicerar m*(E, ;) = 0
att

0= Z Zm*(Ep,q) >m" U U E,q | =m"(Es) > 0.
peQ q€Q peQ ¢eQ

Saledes ricker det att visa att m*(E, ) = 0 for alla p,q € Q.

Lat € > 0. For 0 < ¢ < p existerar, enligt Lemma 28, en 6ppen méangd F’ sddan att
E,q C F' och m*(F') < m*(E, ) + €. Lat F = F'Nlc, d], vilket ger

E,, C F Cle,d[ och m*(F) <m*(Ep, ) + €. (3.25)
Lat
Ig:=Alr,s] C F: f(s) = f(r) <q(s —r)}.
Hérnédst visas att denna familj utgér en Vitaliovertdckning av £, 4. I enlighet med
beviset till Lemma 36 lates € > 0,0 < ¢ < p och z € E, 4. Nu giller

nmmf{f@”’”‘f“)} <q

h—0 h
Sétt § = min{e’,x — ¢,d — x}. Nu hittas ett h sddant att

h) —
O<‘h|<§OChM<
Ifall h > 0 sa géller 0 < h < d — z, vilket medfor ¢ < x < = + h < d. Sitt

r:=ux,s:=x + h, varefter

s—r

erhélls. Olikheten (3.26) géller &ven om h < 0, vilket visas p4 samma sétt som i
beviset till Lemma 36, med r := x + h, s := . I bada fall tillhor [r, s] méngden I,

och eftersom x € [r, s] och m*([r,s]) < € sa &r I, en Vitaliévertickning av E, ,.

Notera att m*([c,d]) < oo. Nu existerar en samling intervall {[rg,sg]}Y_, C I,

sadana att

N
m* <Ep7q \ U [Tk,sk}> < e (3.27)
k=1



David Norrbo

Vidare géller, for k € {1,2,..., N}, att
Epq N e, se] € {x € [re, sl : D1 f(x) = p},
varefter Lemma 36 ger att

m*(Epq N[k, sk]) <m*({@ € [ry, si] : Dy f(2) 2 p}) <

(f(sk) = f(1x)),

D=

vilket resulterar i

m* (Ep,q N U [rk,sk]> =m" (
k=1

TC=

(Ep,q N [Tk7SkD>

N
<Y m*(Byg N [re, si)) (3.28)
< - Z(f(sk) = f(re)).

p k=1

Da
[Pk, sk] €1g : [ri,sil N [ry, 8] #0 e i=je€{1,2,...,N},

sa foljer fran definitionen pa I, att

N
D (Flsk) = Fre) < D alse — i) < gm*(F). (3.29)

k=1 k=1

Nu ger (3.27), (3.28), (3.29) samt (3.25)

N N
m*(Epq) =m" (Ep,q \ U [Tk, 5k]> +m* (Ep,q N U [Tk 5k]>
k=1 k=1
< et 3 s0) — £)

< e+ Ime(r)
p

q q
<e 1+>+m*E
( L)+ ()

Da e > 0 ar godtyckligt valt och p > g > 0 sa géller

q

m*(Ep,q) < ;m* (Ep.q);

vilket &r omdjligt ifall m*(E, 4) > 0, alltsd maste m*(Ep 4) = 0. I annat fall géller
antingen g < 0 eller p < ¢. I dessa fall &r E, , = (), vars matt &r noll. Saledes géller
det att m*(E~) = 0 och ddrmed &r f deriverbar néstan 6verallt i [c,d]. Eftersom
[c,d] var ett godtyckligt slutet intervall Cla,b[, sa dr f deriverbar néstan overallt i
U2 la+ 1,6 — 1] =]a, b[. Eftersom I = (I\]a,b[)U]a, b och m*(I\]a,b[) = 0 sa &r f

deriverbar nastanoverallt 1 1. O
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Sats 38. Lit a,b € R:a < b och ldt f :]a,b|— R. Om [ dr kontinuerlig i punkten
x €a, b, sa gdller for varje ¢ €la,b[, att

d T
- %/C f(b)dt

Om f dr vizande si gdller ovanstiende likhet nastan éverallt x €]a, bl.

Bevis. Lat ¢ €]a, b och definiera F(x f f(t)dt. F ar da véldefinierad pa ]a, b|.

Betrakta
F(z+ h

Dn(F) = h/

Lat x €]a,b| vara en punkt dar f &r kontmuerhg. For 0 < h < min{b — z,z — a}

géller

inf f(t) < Du(F) < sup f(t)
lt—z|<h |t—z|<h

Lat nu h — 0, varmed kontinuiteten medfor

lim inf f(t)= ligiwnff(t) = f(z)

h—0 [t—z|<h

och
lim sup f(t) = limsup f(t) = f(a),

h=0 |4 _z|<h t—w
vilket 1 sin tur medfor

lim Dy(F) = f()

Om f &r vixande, sa ger Sats 37 att f &r deriverbar och ddrmed kontinuerlig néstan
overallt. O

Lemma 39. (Partialintegration) Lat f,g € L*([a,b]) och definiera F(z) := [ f(t)dt, G(z) :=
[ g(t)dt. Nu géller

b b
F(b)G(b) = / F(t)g(t)dt + / G(t)f(t)dt.

Bevis. Betrakta st-planet och den uppdelning av kvadraten |a, b[x]a, b som linjen
t = s orsakar. Lat dA(s,t) := dsdt. Eftersom f,g € L' sa kan Fubini-Tonellis sats

tillampas:

R
Lo
[ [ dms+//f
- reoss
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Lemma 40. Lat r < 1,¢ €] — w, 7| och § > 0. Den additiva inversen till derivatan
av Poissonkarnan

T(r,t) = f%P(r, t)

har féljande egenskaper:
1. T(rt) >0 0<t<m,
2. lim,_,;- fw>|t\26 |T(r,t)|dt = 0,
3. T(r,t) ==T(r,—t).

Bevis. Egenskaperna 1 och 3 erhalls direkt fran

(1 —7r2)(2rsint)

QP(Tat):_ PR
(1472 —2rcost)

ot

(3.30)

med beaktandet av {t €] — 7, 7] : sin(t) > 0}. For att visa egenskap 2 fixeras § > 0.
Enligt egenskaperna 1 och 3 samt (3.30) géller

/ T, 8)|dt = 2 / T(r, )t
T>|t|>6 T>t>6
2r(1 —r?)

o 2
x>t>6 (1 + 72 — 2rcosd)
4rr(1 —1?)
T (14712 —2rcosd)?’

dt

varefter egenskap 2 foljer da r — 17 O

Lemma 41. For varje 0 < r < 1 och métbar méngd C C [—7, 7] géller

og/ —tgP(r,t)dtgélw.
o ot

Bevis. Fran egenskaperna 1 och 3 i Lemma 40 foljer att —t%P(r, t) ar jaimn och

positiv pa intervallet [—m, 7]. Nu giiller, for 0 < r < 1, att

0 4 0
< | —t=P < —t—P .
0 /C tSt (r,t)dt / t T (r,t)dt

—Tr

Vidare géller

s

/_ :(t _ W)%P(r, Bt = [(t _ ) /_ : a%P(r, x)dm] - /_ : P(r,t) — P(r, —m)dt
— on 4 2 P(r, ),

vilket ger

T T 0
/ taP(r, t)dt = —2m + 27 P(r,—7) + 77/ aP(r, t)dt

— -

1—r?

=274 27P(r,—m) = =27 + 27 Tk
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Saledes géller
0
0< / —t—P(r,t)dt < 4m.
c Ot

3.3 Radiella gransvardet for en Poissonintegral

Sats 42. For en Poissonintegral

/ 6 — ().
0

dir f € LY([0,2x[), existerar det radiella grinsvirdet (r — 17 ) ndstan éverallt
0 € [0,2x]. Ifall funktionen f dr kontinuerlig i 0, sd dr det radiella grinsvdirdet av

Poissonintegralen f(6).

Bevis. Fixera ¢ > 0 och 1at f € L([0,2x]). Nu kan f utvidgas periodiskt till R,
vilket leder till att, for ett givet 6, s& &ar avbildningen 6 — ¢ — f(t) ar véldefinierad
t € R. Lat denna avbildning betecknas med g = gg. Lét

2m

Fla): = j F(t)dt = / Xewnf(1)dt och

27 o
H(l): :[ I(t)f(t)dt, 1 € L>([—m,27]).
Lat
M = {0 €] — 2m,3n[: F &r deriverbar i 6}

och 14t o
o(A) = / xaf(t)dt, A C [—m,2n).

Eftersom H &r begrédnsad och linjér, s& existerar, enligt Lemma 21, en positiv och
en negativ méngd X respektive Y med avseende pa ¢ si att X UY = [—m, 27] och
X NY = 0. Nu galler

F(z) = Fy(x) + F_(x)

dar
2

27
Fi(z) = / Xt<antex f(t)dt och F_(z) := / Xe<antey f(D)dt.

—T —Tr

Eftersom

Fy(x2) — F+($1) = H(Xt<w2/\teX) - H(Xt<$1/\teX) = H(X11§t<w2/\teX) >0

for varje 1 < x9, sd dr F dr vixande. P4 samma sitt visas att F_ &r avata-

gande. Sats 37 ger att F; och F_ och dérmed F &r deriverbar néstan o6verallt
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x € [—m,2m|. Periodiciteten medfér att F &r deriverbar néstan Gverallt © € R,
sa m(] — 3m,27[\M) = 0. Definiera &ven h(z) = LG(z) och hy(z) = h(f — z) for
x € M. Notera att, for varje § € M géller

dx dm/ 7®) / 9(0 = t)dt

0+m 0+m 0—x
= % - g(u)du = % (/7r g(u)du 7/ g(u)du)

d [ d
——%/_W g(u)du-—%G(O—x),

vilket innebér att G &ar deriverbar i 0, dvs.
|h(0)] < oo. (3.31)

Lat 0 € M N [0,2n[. Fixera ¢ > 0. Eftersom g¢(¢t) och P(r,t) &r periodiska med
perioden 27 sa erhalls, for r < 1:

27

/0 "0 — 1) f ()t — 27h(0) = [ P(r0— 1) (F(t) — hy(0)) dt

0

-/ B0 — 1) (00 — ) — h(0)) dt
— 740

T

= [ P(r,t)(g(t) = h(0))dt

—T

[ 00 (f o)

/Pr—w (t) — h(0)) dt

dar -
P(r,t) = / So Py + Plr, =)

T

har anvénts. Detta giller d& P(r,t) ar kontinuerligt deriverbar med avseende pé t.

Vidare kan Lemma 39 tillampas, vilket ger

[Lwo=ron(f grewa)a

= (6(m) —2mh(0) [ %Pm s [~ (5P0:0) G - @+ o)t

__ /_ 7; (gtp(n t)>_:G(t) (4 m)h(0)) dt
__ /_ T; (gtp(n t)> (G(t) — th(0)) dt
+ /_: (gtp(r, t)) xh(0)dt

__ 1 : <gtp(n t)> (G(t) — th(0)) dt.
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Eftersom G &ar deriverbar i punkten 0 s& hittas ett #/2 > §; > 0 sadant att
Sup|t|<61 W - h(O)‘ 167\' Nu fOL]eI'

~ / " (gtp(r,t))a(t)dt: "ol penas [ cw pe i

—o1 0 ot —5; ot
51 8 51 a
; G(t) 5 (r,t)dt + | G(-t) [ay (r, y)} dt

= 61Gt G 0 t)dt, -
- | @0 -ct-0 gre

dar tredje likheten ar giltig pa grund av egenskap 3 i Lemma 40. Vidare géller

/5;1 ( % P(r, t)) th(0)dt = /0 o ( % P(r, t)) 2th(0)dt,

da t%P(T, t) ar jamn med avseende pa t. Med hjilp av Lemma erhalls 41,

- [ (Gren) @ - nopa

- ‘_/051 (tgtP(r, t)) (G(t)_tGH) - 2h(0)> dt

G(t) — G(-1) ‘/51 ’
<2 sup [ ZCED G0 + 2 p(r. )| at
- O<t£§1 2t (©) o | Ot (1)

o1
€ €
| Pyt < <
S5 ), Ttalntdt <3

Enligt Lemma 40 egenskap 2 finns det ett 0 < d; €]0, 1] sddant att r €]da, 1[ medfor

’ - /Tr>t|261 (gt (r t)) (G(t) — th(0)) dt

< sup |G(t) — th(0)]

te]—m,m| 7> |t|>61
< (lgllpr + 2m[R(0)]) €

pa grund av Lemma 40. Eftersom ||g||;. = ||f||;1 < oo och (3.31) s& géller, for

0
e P(r, t)‘ dt

néstan alla 6, att
1 27
lim 2—/ P(r,0 —t)f(t)dt = hy(0).
0
Om f ar kontinuerlig i § sa ar g kontinuerlig i 0, vilket med hjilp av Sats 38 ger att
G'(0) = g(0) och dérmed géller hy(0) = h(0) = G'(0) = g(0) = f(0). O

Sats 43. Om f € HP,1 < p < 00, sd existerar en funktion G sddan att

lim f(re') = G(t),

r—1—

for néstan varje t € [0, 27]



David Norrbo

Bevis. Fran Sats 33 foljer att f har f6ljande integralrepresentation
) 1 27
f(re') = Py P(r,0 —t)F(t)dt.

™ Jo

for nagot F € LP. Sats 42 ger nu att lim,_,;— f(re!) existerar niistan 6verallt och

ges av & fot F(z)dx ndstan Sverallt. O

3.4 Viktiga samband mellan Hardyrum och Poisso-

nintegraler

Sats 44. Lat f € A(D) och 1 < p < co. Det gdller att f € HP om och endast om
det existerar ett entydigt F' € LP sadant att
) 1 2m
f(re') = Py P(r,0 —t)F(t)dt,

™ Jo

dvs. Poissonintegralen dr en bijektiv, linjir operator HP — HP,

Bevis. Anmérkning 2 till Sats 13 ger att om Poissonintegralen av en funktion F' €
LP &r analytisk sé tillhér Poissonintegralen HP. Sats 33 ger att varje f € HP kan
framstéllas som en Poissonintegral av en funktion F' € LP. Det kvarstar att visa att
F &r entydigt bestdmd néstan 6verallt. Lat H € C([0, 27]). Nu ger Sats 42 att

H(6) = lim 1/% P(r,6 — t)H(t)dt V6 €]0, 27].
0

Lat F,G € LP sadana att

2 2
f(re??y = L / P(r,0 —t)F(t)dt = L P(r,0 — t)G(t)dt.
27T 0 27T 0
Sétt ,
J(r,0) = w/ P(r,0 — t)H (t)dt.
2 0
Nu géller

(F(6) — G(0)H(6) = lim J(r,0).

r—1-
Eftersom H #r kontinuerlig pa en kompakt méngd, sa giller |H(¢)| < M for varje
t € [0,27], for ndgot M < oo, varefter

1J(r,8)| < |F(8) — G(O)|M W0 < r < 1

erhalls med hjilp av Lemma 10. Eftersom |F — G|M € LP C L' sa ger Lebesgues

dominerade konvergenssats att

) 27 B 1 27
lim /0 J(r,0)d0 /0 (F(0) — G(0))H(0)d0. (3.32)

T on
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Vidare géller

1 27 27 1 27
o J(r,0)d0 = / G(0))P(r,0 — t)H(t)dtdh.
i 0 0
Eftersom
21 27 M 27
) [ e —colreo o < 3 [ F0) - G
Iy T 0

S MI|F =Gl

sé foljer fran Fubini-Tonellis sats, integralens linearitet, definitionen av F' och G samt

att Poissonkédrnan ar jamn med avseende pa det andra argumentet, att

1 27 o 1 o
2m Jo J(r,6)d 27r/ / G(0))P(r,6 — t)H (t)dbdt

H( )(f(re') = f(re™))dt = 0.

:277

Saledes dr den begrénsade, linjira operatorn F'G:s restriktion till kontinuerliga funk-
tioner fran [0, 27] identisk med noll, dir FG : LY — C, % + % = 1 ar genererad av
F — G e LP, dvs. {or varje H € L9 &ar

1

FG(H) = o

/027r H()(F(t) — G(t))dt.
Enligt Sats 29 s& existerar, {or varje H € L9([0, 2x]), en foljd

H; € C((0,2]) : Jim |[F — |, = .
Nu géller

|FG(Hj) - FG(H)| < ||(H; — H)(F = G| < ||Hj = H|[, [|F = G|,

Vilket medfor att
FG(H) = lim FG(H;)=0.

Jj—o0
Om F — G = 0 sa géller FG = 0 som sig bor. Enligt Sats 26 &r den genererande
funktionen entydig néstan Gverallt, vilket medfoér att F' — G = 0 néstan Gverallt.
O

Sats 45. Lat 1 < p < co. Nu dr

27
J:HP — H?, J(F)(re®) = 2i/ P(r,0 —t)F(t)dt
T Jo

en isomorfism.

Bevis. Sats 44 ger att J ar bijektiv. Eftersom integralen ar linjar sa ar J &r linjar

och darmed ar J en isomorfism. O
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3.5 Subharmonicitet

Definition 17. (Subharmonicitet) Lat B C C vara en begrinsad domén och v : B —
R vara kontinuerlig. Vidare, lat M vara en godtycklig domin sadan att M C B och U
vara en godtycklig funktion med egenskaperna: harmonisk i M, samt kontinunerlig
i M. u sigs vara subharmonisk om det fér varje mingd M och funktion U, med

egenskaperna givna ovan, géller att

Vze oM :u(z) <U(2) = Vs € M,u(s) <U(s) (3.33)

Sats 46. Ldt u: B — R wvara en kontinuerlig funktion, dir B C C dr en begrinsad
domdn. Funktionen u dr subharmonisk i B om och endast om det for varje zo € B
finns ett ro > 0, sd att

1 2 )
{z€C:|z— 2| <710} C B och u(z) < 2—/ u(zo 4 re')dt
™ Jo

gdller for varje r < rq.
Bevis. Se [5]. O

Sats 47. Ldt u : D — R vara en subharmonisk funktion. Dd gdller att

1 27 it
— u(re™)dt (3.34)
27T 0

dr en icke-avtagande funktion for 0 <r < 1.
Bevis. Se [5]. O

Sats 48. Lat M C C wara en domdn och lit f : M — C wvara analytisk. Da dr
|f(2)|P subharmonisk i dess definitionsmdngd, dédr p > 0.

Bevis. Lat f(z) vara en funktion enligt beskrivningen ovan. Fixera zy € D i enlighet
med Sats 46. Ifall f(zp) = 0 s& &r olikheten i Sats 46 uppfylld. Ifall f(z9) # 0 s&
hittas ett rg > 0, sddant att f(z) # 0 for alla z € B(zg,r9) och B(z,r9) C M.
Detta dr mojligt d& f dr kontinuerlig och M &r en 6ppen méngd. Eftersom f(z) ar
analytisk och olika noll s& &r dven f(z)P, p > 0 analytisk i B(zp,79). Fran Lemma 7

foljer nu att
2

f(z0)" = % ; f(zo +ret)Pdt

for r < rg. Vidare tillimpas triangelolikheten, varefter

27 1

27
flzo+ re”)pdt‘ < —/ |f (20 + re')|Pdt
0

2

ol = 1oyl = |5

0

erhélls. Nu medfor Sats 46 det 6nskade resultatet. O
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Sats 49. Lit f : D — C vara analytisk. Dé ar Dy(r, f) en icke-avtagande funktion

med avseende pa r.

Bevis. Resultatet foljer direkt fran satserna 48 och 47. O

Foljdsats 50.
sup D, (r, f) = lim D,(r, f).

r<i r—1-

Sats 51. Forp>1 ar||f|| e := lim,_;- Dp(r, f) en norm.
Bevis. Lat p > 1, a € C samt funktionerna f, g : D — C vara analytiska.

* [[fllg» =0
Denna egenskap foljer direkt fran definitionen.

o llafllge = e [[f]] -
Det giller att

< 101 ><7"6”>|’)dt>; = < / |af<re“>|ﬁdt>’l’ - < / |ap|f(reit)|pdt);
ol [1seepar)”

Fran detta erhalls, med hjélp av Foljdsats 50 att ||af||, < |af||f|| e ifall
supremum forst tas pa hoger led, medan ||af|| 5, > || || f]| g, erhélls d& supre-

mum forst tas pa vinster led.

o [[fllgr =0« f=0.
Antag ||f||y» = 0. Lat, som antites, f(z) > 0 pa en méngd A med positivt

ytmatt. Nu existerar ett rop < 1 saddant att

0< Dp(r()a f) < supr(r, f) = Oa

r<l
vilket &r en motségelse. Saledes giiller f(z) = 0 néstan 6verallt z € D, varefter

kontinuiteten medfor att f = 0. Den andra implikationen &r trivial.

o [1f +allge < fllge + gl ge
Fixera r < 1 och definiera ¢,,7, € LP genom ¢,(t) := f(re't),v,(t) := g(re't).
Nu géller

Dp(rvf"_g) = ||¢T+'7THLP S ||¢T||LP + H’YTHLP = DP(T7f) +D;D(71’g)a

dér triangelolikheten for LP- normen tillampats. Hoger sida av olikheten &r

vaxande med avseende pa r enligt Sats 49, vilket ger
Dy(r.f+9) < Ifllg, + llglly, ¥r <1,

Lat nu r — 17 for att erhalla triangelolikheten fér HP-normen.
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3.6 Blaschkeprodukten

Definition 18. Lat a = (a,))_;, N € NU {40}, a, € C vara en féljd med
0 < |a1] < Jaz| < ... < 1. Lat &ven m € N. En Blaschke produkt &r en funktion
B : D — C definierad genom

B(2) = Bam(z) == 2™ H lan] an = (3.35)

an 1—anz — pz

Lemma 52. Lat a € C,|a|] < 1. For |z| <1 géller

Mafz <1

al—az

dér olikheten &r strikt for |z| < 1 och likhet for |z| = 1.
Bevis. For |z] <1 géller
la —z> = (@—%)(a—2) = |a|* + |2|* — @z — az

och

1 —az]? = (1 —az2)(1 —az) =1+|a|z|* —az — az,
vilket medfor att, for |z| < 1 géller

ja =2 =1 —az* = |a]” + 2> = 1 = |az* = |2*(1 — |a*) = (1 = |a]*) <0

dvs. al | |
al a—z a—z
— = <1
al—az |1 —az|
For |z| = 1 géller
la| a — =z la — z| _lla—z|
al—az ’z(%—ﬁ)’ |z| |z — al

O

Sats 53. Lit m € Z>1 och a = (an)2, vara en foljd med a,, € C och 0 < |a,| <
|an+1| < 1 for varje n € Z>1. En Blaschkeprodukt By, ., dr identisk med noll om

lim |a,| < 1.
n— o0
Bevis. Antag att a &r en icke-avtagande foljd och att lim, o |an| < 1. Nu ger

Lemma 52 att det for varje z € D géller att

lan| an — 2

a, 1 —a,z

sup
NnEL>1

varefter B, ,,,(z) = 0 erhalls. O
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Sats 54. Ldt B vara en Blaschkeprodukt med #(a) = oo. Lt >0~ (1 — |a,]) < oco.
Nu konvergerar den partiella Blaschkeprodukten B, likformigt, i B(0, R), mot en
funktion B(z) olik nollfunktionen, for varje R < 1. Funktionen B:s nollstdillen ges
av féljden a. Det gdller dven att |B(z)| < 1, z € D och lim,_,; |B(re')| = 1 ndistan
dverallt t € [0, 2.

Bevis. 1beviset nedan har m = 0 anvénts. Om m € Z>; sa géller |2|™ =1,da|z| =1
och |z]™ < 1, da |z] < 1 varmed det 6nskade resultatet foljer fran fallet m = 0. Lat

a vara en foljd med #(a) = co och fixera R < 1. For |z| < R och k € Z>; géller

1 lak| a — 2 _ |k = lax|?z — |ag|ax + |ax|2 _ lak + |ax|z — |ag|(Jag|z + ar)]
ap 1 —apz ak(l—ﬁkz) |ak\|(1—6kz)|
_ O lab]z+ Ei] 20— ja)
|1—akz| - 1-R

Om M =3 o, (1—|an|) < oo sa giller, for varje K > 1,

£

n=1

lax] ax — =

ar 1 —apz

£

n=1

Konvergensen (K — oo) dr saledes likformig, enligt Weierstrass M-test, for |z| < R.

Enligt Lemma 52 kan Sats A.2 i appendix tillimpas, vilket resulterar i att

HM%—Z 11
ar 1 —agz

neN neN

lak| ar — 2

ap 1 —arz

> 0. for z ¢ a,|2| < R.

Att dven denna konvergens &r likformig fas fran bevistekniken anvind i Sats A.2,
dvs. fran olikheten i uttrycket (A.1).

Att |B(2)| < 1,z € D foljer fran att faktorerna &r < 1, enligt Lemma 52, vilket
ger |B(z)| < |Bn(z)| < 1, for z € D,n € N. Slutligen betraktas de analyitska funk-

tionerna

Vo :D—=D,V,(2) =
Notera att |V, (z)] <1 for z € D, vilket medfor att

V:D—-D:V(z):= lim V,(2)

n—oo
tillhér H°, vilket i sin tur medfor att det radiella gransvéirdet existerar néstan Gver-
allt. Lat V(e't) := lim,_, ;- V(re®) dir grinsvirdet dr viilldefinierat néstan 6verallt.
Lat denna méngd betecknas med MR, dvs.

MR := {t € (0,27 lim V(re®) exists}. (3.36)

r—1-
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P& denna mingd r dven B(e') := lim,_,,- B(re') vildefinierad. Eftersom det radi-
ella griansvirdet existerar nistan 6verallt, si ar Lebesguemattet m([0, 27]\ M R) = 0.
Sats 49 ger forsta olikheten och Lebesgues dominerade konvergenssats, med domine-
rande funktionen g = 1, ger den andra likheten i uttrycket nedan. Den sista likheten
erhalls av att den partiella Blaschkeprodukten &r kontinuerlig i D och har beloppet

ett pa randen:

27
/ ’Vn (reit) | dt = / }Vn (Teit) | dt < lim |Vn (reit) | dt
0 MR r=1= JMR

:/MR}V” (e“)|dt:/MR}B(e”)|dt.

For R < 1ochr < R4t K € Z>; vara sadant att |ax| > R. Existensen av ett
sddant K fas fran det faktum att |a,| — 17, d& n — oo, eftersom Blaschkeprodukten
ar olika nollfunktionen. Fér n > K giller |V,,(z)| > 0,]z| < R. Nu ger den likformiga
konvergensen fér B,, — B att dven V,, — 1 likformigt, varefter
1 it _— it L it
= — ’V(T@ )’dt: lim — ’Vn(re )|dt§— ‘B(e )|dt.
2T MR n—oo 277 MR 2w MR
Antag att det finns ett « € [0,1] och en métbar méngd M med m(M) > 0 sddana
att |B(e')| <z < 1 for varjet € M C MR C [0,27]. Da giiller

/ |B(e“)|dt+/ B(e)[dt < m(M) +m([0, 27] \ M) = 2r
M MR\M

Alltsa 1 < &= [, 2| B ()] dt < 1 vilket &r om&jligt. Alltsa maste |B(z)| = 1 gélla

néstan 6verallt pa enhetscirkeln. O

Lemma 55. Lat M C C vara en domén och 1at f € A(M). Antingen &ar f = 0 eller
s& har f ett numrerbart antal nollstdllen i M, samt ett dndligt antal nollstéllen i

varje kompakt delmangd.

Bevis. Lat C C M vara kompakt och definiera fo := flc. Antag att #(Zero(fc)) =
o0o. Nu existerar en f6ljd av nollstéllen i den kompakta disken, varefter Bolzano-
Weierstrass sats ger att det existerar en konvergent delféljd a och dérmed en hop-
ningspunkt i C. Nu ger indentitets satsen for analytiska funktioner att f =01 M,
da f = 0 pa en sluten delméngd, Zero( fc) C M, med hopningspunkt. Saledes har
en funktion f som inte &r identisk med nollfunktionen ett &ndligt antal nollstéllen i
varje kompakt delméngd av M. Eftersom det existerar en numrerbar méngd {C;}32,

av kompakta delmingder av M saddana att

e
1=1

s& ar #Zero(f) < oo eller s& har Zero(f) samma kardinalitet som N. O



David Norrbo

Sats 56 (Jensens formel). Ldit M C C vara en domdn och lgt f € A(M) sddan att
|f(0)] € Rsg. Fizera r >0 med B(0,7) C M. Om

Zero(f)NoB(0,r) =0,

sd gdller
2
7/ In|f(re™)|dt = In|f(0)] + Z maln
a€A, ‘ |
dir A, = Zero(f) N B(0,r) och mg dr multipliciteten for nollstillet a. Notera att

#(A,) < 00 och mg < oo for alla a € A, sé summan dar vildefinierad.

Bevis. Fixera 0 < r < 1 och antag att f uppfyller satsens villkor. Lat fr =
f1B(0,r)-Enligt Lemma 55 har fr ett andligt antal nollstéllen. Vidare hittas ett R > r
sadant att Zero(f,) = Zero(fr) och B(0,R) C M, eftersom Zero(fr) < oo for alla
R <1 och B(0,r) C M. Eftersom *A,, 1B(0,r) C M s& ger Lemma 52, for a € A,,

att
rla| a—z

)

|b] b—s
- ‘b 1—bs|~
dér b = T och s = Z. Vidare erhalls att olikheten &r en likhet om och endast om
|z] = r. Lat Blaschkeprodukten h och funktionen g € A(B(0, R)) vara definierade

a r?—az

genom
rla| a B rla] a—z \"
HH(ar2 >_H<ar2az)
acA, i=1 ac€A,
respektive
e z€ B(0,R)\ A,
9(2) = “ )
limg_,, h(é) z € A,.

Fran konstruktionen ar g véldefinierad, analytisk och saknar nollstdllen. D& &r In g

analytisk i B(0, R), varefter medelvirdessatsen, dvs. Lemma 7, ger

ng(0) = 5- [ Inlglre)).

Vidare géller

1 2w it 1 2 it
In|g(0)] = R1lng(0) = 3‘3% ; In(g(re'))dt = %/0 In |g(re™)|dt

Eftersom f(0) # 0 s& géller h(0) # 0 och
InJg(0)] = I £(O)] ~ 10 [A(O)] = In|F(©)] ~ 3 mq1n 2
a€A,

Notera till sist att for z € dB(0,r) géller

_ |1

h(z)

= [f(2)]-
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Sammanfattningsvis géller

1 27 ) 1 27 )
In|f(0)— > maln— In|g (0)I=g/0 1H|g(7“€”)|dt:§/0 In | f(re')]dt,
a€A,
dvs. den 6nskade likheten. O

Lemma 57. Lat 0 # f € HP, p > 1. Da ges f:s nollstéllen inkluderande duplikat
i enlighet med respektive multiplicitet av en icke-avtagande féljd a = (a,)Y_; med

SV (1= Jan|) < o0, dir N € Zs1 U {cc}.

n=1

Bevis. Lemma 55 ger att f hogst har ett numrerbart antal nollstéllen inkluderande
multipliciteter. Eftersom antalet nollstédllen samt deras multipliciteter, i varje kom-
pakt disk ar dndliga, s& kan en vixande f6ljd, som uppfyller alla krav utom eventuellt
Yo, (1—|an|) < oo, skapas. Om Zero(f) < oo s& &r &ven det nyss ndmnda villkoret
uppfyllt. Lat nu |Zero(f)| = N. Antag att f har ett nollstélle med multipliciteten

mg 1 0. Eftersom f &r analytisk maste f vara av formen

o0
Zmo E b2,
k=0

dér bg # 0. Definiera g € A(D) genom

f(2) 0
g(z) =< = 27
bo z=0.

Eftersom f:s nollstéllen &r numrerbara sa existerar for varje n € Z>;

n—1 n
Ty € [ - ’n+1] med 0B(0,7,) N Zero(f) = 0.

Foér dessa 7, géller nu, enligt Sats 56,
In[g(0)]= > ma nll o L / " I lg(raet)dt = - / ) (In | f(rne™)| — Inr) dt,
Tn 271' 0 27T 0 n

vilket medfor

27
la|
1 ne')|dt =1Inr]*° + In |bg| al
/ n|f(rne™)| nr,'° + In|bo| — E mnT

a€Am (3.37)

n(|bg|rte Z Mg ln

a€A,,

dér A, = Zero(f) N B(0,r) \ {0}.

Notera att d& In ar konkav pa R, sa ger Jensens olikhet

(2177 /:W 1n|f(7°e“)pdt>; < (m (;ﬂ /027r |f(re”)|pdt)>; Vp €]0,00[.  (3.38)
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Eftersom

m (B <o, T"; 1) ﬂZero(f)) ~0

sd kan denna méangd negleras vid integreringen nedan. Den andra olikheten nedan

ges av (3.38) och att e* &r vixande

S

[ f27rln|f (re* )\dt] _ ( [ f27rln|f re”)|pdt]>

1

< ((217r /02W|f(re”)|pdt>>p V0 < p < o0.

ez T IO < || ]|, (3.39)

Om f € HP sa giller alltsa

Olikheten (3.39) ger nu

Ma
I (Tn) _ Sacan, M fE _ o [ f e dt—n(lbolro) o 1 1lae

mo
AL\l [bolr

for varje n € Z>9. Lat n — oo, vilket medfér att v, — 17 och eftersom vénster led &r

vaxande, bade med avseende pa faktorn r, och summeringen 6ver A, , sa existerar

()

HH|H|b0| -0,

a€A k=1 'f||
dér A = Zero(f) \ {0}. Nu ger Sats A.2 att dven

Z Zl—|a| m0+Zi(1—|a\)<oo

a€Zero(f) k ac€A k=1

gransvardet

eller

3.7 Riezsfaktoriseringen

Sats 58 (F. Riesz). Forwvarje f € HP(p > 1) med f # 0 existerar en Blaschkeprodukt
B och en funktion g € HP sidana att f = Bg och |g(z)| > 0 for alla z € D. Vidare
galler

Al e = M9l o -
Bewvis. Enligt Lemma 57 har f hogst ett numrerbart antal nollstéllen. Antag f har
nollstillena, a = (a,))_;, N € NU {+o0}. Lat g definieras som

/(2) zeD\a
9(2) == A(f, B) :={ 5

lim,_,, By ? € a,
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dér B ar en Blaschkeprodukt genererad av foljden a, dvs. f:s nollstéllen. I beviset
nedan antas att N = oo. For funktioner f med ett &ndligt antal nollstéllen gors
beviset analogt med det nedan, men en del detaljer kan i detta fall ldmnas bort,
eftersom gransvardestagning av partiella Blaschkeprodukter inte behoévs. Antag sa-
ledes att f har ett odndligt antal nollstéllen. Lemma 57 ger att Sats 54 kan anvindas,
varefter B,, — B likformigt pd B(0, R), for varje R < 1, d4 n — oo. Eftersom B,
ar kontinuerlig sa foljer nu att B &r kontinuerlig. Eftersom f &r analytisk sa kan f,
for varje k, representeras av Taylorserien Z;io bj k(2 —ay)’ for ndgon komplex foljd
(bj,k);?i(y Lat ay vara ett nollstdlle av multiplicitet my, vilket medfér att b = 0
for varje j < my och b, # 0 for j = my. Nu géller

-1

f(2) (z —ap)™ Z;io bjtm k(2 — ak)j H M aj —z

B(Z) H ) laj| aj—= jez a; 1-— a;z
JE€L+ “q; T—a,z +

aj=ap 7 aj#ak

-1

oo )
_ >0 bjam k(2 — ar)! H la;] a; —=
lael 1 \™* , aj 1—a;z

ap arz—1 JELy

aﬁéak

aj 1 —ajay

= b i (Jar* = 1) ] £0, da z — ay.

JELy
ajFag

laj] aj — ax

Grénsvardet ar entydigt, da f:s serieutveckling och Blaschkeprodukten &r kontinuer-
liga och konvergerar likformigt péa varje kompakt origocentrerad disk som innehélls
i enhetsdisken. D& det &ven géller att |B| < 1 pa D, si saknar ¢ nollstillen. Fran

definitionen av g sa erhalls nu gB = f.

Lat n € Z>; och

Definiera g,, := A(f, B,). Da ér g,, analytisk, eftersom funktionen utgors av kvoten
av tva analytiska funktioner, sdidana att ndmnarens nollstéllen utgér hévbara singu-
lariteter. For alla z € D géller |B,(z)| < 1 och |B,(z)| = 1 ifall |z| = 1 enligt Sats
54. Eftersom B,, ar kontinuerlig sa medfor detta att, for % >e>0,

Ba(2)| >1—¢ dad < |z] <1

fér nagot 1 > 6 > 0. Nu foljer
2 2m 27 i0\|p
i0\|p 70 i0\Ip I | f(re®)]
gn(re d(‘)f/ A(f,By)(re dOf/ ————df
| tautrenrao = [ 1aywenpan = [ S

2 || f1 /50
(1—e)p

1

2m )
<qmor | Weetypan <
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for § < r < 1. Eftersom D,(r, f) &r icke-avtagande enligt Sats 49 s& géller

2m || £\
(1—¢)p

for varje r < 1 och for varje % > € > 0. Lat nu € — 0 for att erhalla

21
/ gn(re®)Pde <
0

27
/ gn(re®)Pd0 < 2 || 112 - (3.40)
0

Enligt Sats 54 konvergerar g, (z) = (z) likformigt mot g(z) = ]];((ZZ)) i varje disk

B(0,R), R < 1, vilket medfor att dven g dr analytisk i D, enligt Sats A.3. Dessutom
géller att Dy(r,g),r < 1 &r uppatbegriansad enligt (3.40). Detta medfor att g € H?

och mera specifikt, att ||g||5» < ||f||g». Eftersom |Bg| < |g| i D, s& erhalls att
A e < Vgl o O

3.8 Hilbertrum

Lat (H, (-,-)) vara ett Hilbertrum 6ver kroppen C (eller R), och 14t (e, )ner vara en
ortonormal f6ljd, dér I dr en dndlig indexméngd. Fran egenskaper av en inre produkt

foljer foljande identitet for f,g € H:

g):=(f— Z<f’ €n)en, g — Z(g,en>en>

net nel
= (f.9) - <;<f, en)en, g) — (f, Z; g, €n)en) 2€;<f, en>em§€j<g,en>en>

= (f,9) - %m en){en, ) — zejl<g,en (f,en XEjI XEjI Fr€n:) (95 €nz) (€ns s €n)
= (f.9) - ;U, en){gs en) — 26;<f, en){9, €n) + 2;;<f,2en><g,en>

= (f,9) - ZE:IU’, en) (g, €n)-

(3.41)

Sats 59 (Bessels olikhet). Ldt (H, (-,-)) vara ett Hilbertrum éver kroppen C (eller
R), och lit (en)ner vara en ortonormal foljd, dar I antingen dr numrerbar eller

andlig. For varje f € H gdller nu

> 1 en)? < IFI17

nel
Bevis. Sitt g = f i (3.41) och lat ||f|| = (f, f)2 vara den inducerade normen. Nu

foljer direkt, for varje dndlig indexméngd I

0< A ) = (1) =D [{fren)

nel
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vilket ger

Y Wfea)? < N1

nel
Ifall T &r en numrerbar indexméngd sé existerar en bijektion 7" till de naturliga talen.
Lat Ny :=0,1,2,..., N. Lat Iy := T~!(Ny). Fran definitionen fér union och invers

avbildning, samt att T &r en bijektion f6ljer nu

K
In CInt VN €N, | J Iy = Ik och
N=0
K e’} oo
Jim Uiv= TNy =7""(|JNy)=T"'(N) = IL.
N=0 N=0 N=0

Detta implicerar Bessels olikhet for upprékneliga indexméngder

SHfren)?=lim > [(fen)* <IfI

N —o0
nel nEUKENN 1%

O

Lemma 60. Lat (H, (-, -)) vara ett Hilbertrum 6ver kroppen C (eller R), i vilket en
ortonormal bas (ep)nes existerar, dir I dr en numrerbar eller dndlig indexméngd.

Da géller for varje f € H att

f= Z<'f’ en>en-
nel
Bevis. Valj f € H. D& (e, )nes ar en bas s kan varje vektor skrivas som en linjér-

kombination av dessa. Lat

A= Zakek, (3.42)

kel
vara en godtycklig vektor i rummet. Eftersom det existerar en bijektion mellan I
och en delméngd av de naturliga talen sa récker det att undersdka fallena I = Z>;.
Ifall I &r &ndlig och innehaller N € Z>; element, s& erhalls dessa vektorer genom
att sitta ap, = 0 for varje k > N. Uttryck (3.42) betyder att

A— zn:akek

k=1

:0,

lim
n— oo

dér ||-|| &r den inducerade normen. Nu géller

(f = (f.en)en, A)

nel

- Z@(fa ek:> - Zz<fﬂ en>a7k<emek> (343)

kel nel kel

=N a@lfen) =Y (foen)ar =0

kel kel
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Eftersom A var godtyckligt vald kan A viljas till f — > _/(f,en)en, varefter inre
produktens definition ger att

= Z<f,6n>6n =0

nel

och darmed ar

f= Z<fa en>en'

nel
[

Sats 61 (Parsevals identitet). Ldt (H, (-, -)) vara ett Hilbertrum éver kroppen K = C
(eller R), i vilket en ortonormal foljd (en)ner sddan att varje f € H kan framstallas
som f = Y i fnen existerar, dir f, = (f,en), dvs vektorns komponenter med

avseende pd basen (en)ner. Dd gdller
(f’ §> = Z JnGn)
nel

Bevis. Lat forst I = Iy vara #ndlig. Som tidigare visats kan indexen Gverforas

bijektivt till en delméngd av de naturliga talen. Antag darfor att Iy = Ny. Lat

f =2 neny fnen och g =37\ gnen. Nu ger Lemma 60 att A(f,g) = (0,0) =01
(3.41). Harur foljer Parsevals likhet direkt. Antag nu att I r numrerbar. Lat g € H
och betrakta den linjdra operatorn T, : H — K, T,(f) = (f,g). Med hjilp av
Cauchy—Schwarz olikhet erhalls

ITy(N)] < VDV 9,90 = 11V 9, 9),

dér ||-|| &r den inducerade normen. Detta visar att operatorn T, &r begransad, dvs.
[Tgll,, < /{9, 9) och déirav kontinuerlig. Pa samma séitt kan det visas att T, == {g,-)

ar kontinuerlig. Nu géller

(1,90 =D faGlensex) =Y ful-

nel kel nel

O

Lemma 62. Lat H vara ett hilbertrum och lat e = (e, )

n—1 : €n € H vara en andlig

ortnormal f6ljd. For en godtycklig vektor av formen ¢ = ZN Cpéen galler

n=1
N
2
el =D lenl.
n=1

Vidare giller, att for a € H minimeras uttrycket

lla =l

da ¢, = {(a, e,). Normen &r hir inducerad av inre produkten.
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Bewvis. Det giller att

N N N
llell* = chen,zcnen ZZ cnr(en,ex) = > lenl?,
= n=1

n=1k=1
eftersom normen dr inducerad av inre produkten som &ar linjér i férsta komponenten
och konjugatsymmetrisk, samt att foljden (e, ), ar ortonormal. For att visa det andra

pastaendet betraktas foljande likheter
lla—¢|* ={a—c,a—c)

= {a,a) — {c,a) — (a,c) + (¢, c)

N N
= HaH2 + Z |Cn|2 - ch<enva> -
= ||al)? +Z €nra) — cn)({en,a) = Tn) — D _ (en, a){en, a)

n=1

N
2 _
= llal|” - Z ens a)* + ) l{en,a) — @l
n=1 n=1

Nu ar det klart att for givna a,b € H sd minimeras hogersida om ¢, = (e,, a) med

i
:(‘3\

andra ord ¢, = (a,ey). O

Lemma 63. Om f € L%([0,2n]), s& giiller att

F=Y" (fen)en, (3.44)
k=—oc0
diir e, (t) = €™ och
1 27
(fren) = 5- f(t)en(t)dt
0

(3.44) innebér att

Hf— > (frener

k=—n

=(f= Y (frewern f— > (frerer) =0

L2 k=—n k=—n

da n — oo.

Bevis. Eftersom Z dr numrerbar si kan (€!"),,cz betraktas som en féljd. Foljden ir
—L
ortonormal. Sats 31 ger att L? = P °. Fixera € > 0 och lat Py vara ett utvidgat

polynom, dvs. Py = Zngzv Cnén, sddant att
II[f = PNl <e

Observera att ¢, = ¢, n, men ett polynom betraktas for ett givet N och saledes

lamnas ofta indexet N bort. Lemma 62 ger nu att

Hf_ Z <faen>en

n=—N

L2
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Sats 64 (Parsevals identitet i H2). A € H? om och endast om a = (a,)%%, € [?,
dir A(z) = Y00 s anz™. Vidare gdller i dessa fall att

o0

2
D lanl® = Al -
n=0

Bevis. Lat A,(z) := A(pz) for p € [0,1[. Klart att A € H* = A,(e") € L*([0,27]).
Vidare giller A,(z) = Y 07, anp™2z", vilket medfor att dess Maclaurinutveckling &r
Ap(z) = Y07 ganz™, med o, = a,p" for varje n. Eftersom A, € L*([0,2x]), sa

galler
1 2m

o0 o0
|A(peit)|2dt = ||AP||L2 = Z |04n‘2 = Zp2n|an|2
n=0

2w
n=0

Vidare ger monotona konvergenssatsen

lim Zp2"|a =Sl

p—1-
n=0

vilket ger

. 1 27 2 9
Al = lim 5o [ 1AGe) Pt = §j|an|
O

Lemma 65. Lat I C R och lat, for 0 < p < oo, (An)5%, vara en foljd funktio-
ner A, € LP(I) med punktvis existerande grinsvirde ndstan overallt. Lat A(t) :=

lim,, o, Ay, (t) som &dr vildefinierad néstan 6verallt ¢ € I. Antag dven att

Jim / A (£)|Pdt = / |A(t)Pdt < oo,
Da géller
lim /\A (t)|Pdt = 0.

n— o0

Bevis. Lat M C I och lat A, A, € LP := LP(I). Alla integraler nedan &r med

avseende pa Lebesgueméttet dt = dm(t),

/ |A]P < lim inf |A [P < lim sup \An|p

n—0o0
— limsup / N
n— 00 I I\M
< lim sup/ |Ap|P — lim inf |An|P

— [1ap —mine [ < flap- [ ap= [ ap.
I n—eo Jn\M I I\M M

dér forsta och sista olikheten &r Fatous lemma. Séaledes géller

lim/ |An\1’:/ AP, (3.45)
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for varje miangd M C I. Vilj ett € > 0 och en mingd F med m(F) < oo och
fI\F |AJP < e. Detta ar mojligt d& A € LP. Valj nu ett § > 0 s& att for S C F géller
m(S) <6 = [4|A]P < e. Egoroffs sats ger att

IS C F:m(S) <d A A, — A likformigt pa F \ S.

]/|A P [ lar

An(t) = A’ |l poe sy < €
Existensen av forsta olikheten bekréftas av (3.45). Nu géller

/\An—A\P:/|An—A|p+/ |An—A|p+/ 1A, — AP
I s F\S I\F
< [0asia s [ aadsiays [ ar
F\S
( frar+ [1ar+ [ jap+ [ |A|p>
I\F I\F
+/ A, — AP
F\S

P<2/|A|P+e+2/ |A|P+e>
S I\F

+/F\S 1(An(8) = Al oo (1)

<(2P2414241)+m(F\9))e

Lat n vara sa stort att

< € och

(3.46)

dér andra olikheten fas fran Lemma 3. Nést sista olikheten erhalls av (3.46). O

Anmdrkning 4. Alla méngder involverade i detta lemma, samt bevis antas vara

Lebesguemaétbara.

Sats 66. Lit A € HP, 0o > p > 1. Nu gdller

2m 2
lim |A(re')|Pdt :/ |A(e™)|Pdt och (3.47)
r—1- 0 0
27 ) )
lim |A(re™) — A(e™)|Pdt = 0. (3.48)
r—1- 0

Bevis. Lat A(z) = Y07 ja,z" € H? Nu ger Sats 64 att > o ]a,|? < co. Da
f ar analytisk i D s& konvergerar Taylorserien absolut i ID och séledes géller, for

1>s>r2>0,
oo ‘ [ ‘
A(Selt Za s"e int Zakrkelktzzan(sn_rn)eznt
n=0
_Zapn'mt ,A(zt)
b
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dir p = (s" — ™). Sats 64 ger nu att
1 27

2 o

_ ) )
A ()P =D lapnl® = lanl?|(s" =),
n=0 n=0

Eftersom A(e') = lim,_,;- A(se) dr vildefinierad nistan Sverallt, enligt Sats 43,
s& galler for alla r < 1, att
2m ) ] 2m ) )
/ |A(e™) — A(re')|?dt < lim}nf/ |A(se™) — A(re™)|?dt
0 s—1— 0

o0
< ljlggirgf 27 Z lan|?|(s™ —r™)|?

n=0
=21 ) an (1 - ")
n=0

dar Fatous lemma tillampats vid forsta olikheten. Monotona konvergenssatsen ger
den sista likheten (s > r). Lat nu r — 17, dér Lebesgues dominerade konvergenssats
ger att gransvirdestagningen kan flyttas innanfor summan. Darmed dr (3.48) bevisad

for p = 2. Observera att fran Minkowskis olikhet foljer

diir A,.(t) := A(re'), A(t) := A(e'), vilket visar att pastiende (3.47) géller for p = 2.
Latnu A € HP,1 < p < oo. Notera att A% € H? inte kan antas, eftersom alla deriva-

AT A AT_A ’

L2

<]

L2_) L2

tor inte nddvindigtvis existerar i alla punkter. Enligt Sats 58 existerar en Blaschke-
produkt B och en funktion 0 < g € HP sidana att A = Bg. Eftersom g saknar
nollstiillen s& géller g% € H2. Enligt Sats 43 &r A(e) = lim,_,;- A(re') och §(t) =
lim,_,;— g(re®) vildefinierade néstan Gverallt. Eftersom B(t) := lim,_,,- B(re')
har beloppet 1 néstan dverallt ¢ € [0, 2], s géller |A| = |g| néstan Gverallt, varefter

p = 2-fallet och Sats 58 ger att

2
p

H?2

At

2
p
L2

2

=
vilket dr (3.47) for A € HP,1 < p < co. Nu ger Lemma 3.45 med I = 27 att {or en
godtycklig 6ljd ()22, med 0 < r, < 1 {or varje n och lim, o r,, = 1, s& géller
(3.48) for varje A € HP. O

P
[P

Sats 67. Isomorfismen J:HP — HP 1 < p < o0,

2T
J(F)(re?) = % /0 P(r,0 — t)F(t)dt

avbildar randfunktionen av f € HP, som dr vildefinierad ndistan éverallt, pa f.
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Bevis. Lat f € HP och siitt f.(t) := f(re't) samt lim,_,;— f(ret) =: f(t), som &r
véldefinierad néstan overallt. Harnést visas att J avbildar randunktionen pa f. For

givna r, p € [0,1],0 € [0, 27| giiller, enligt Sats 11 och Hélders olikhet,

JHe®) = for®)] = [ 7)) = (1) e

1 [ R
<o | Pro-1) ‘f(t) - fp(t)’ dt
™ Jo
1 2 b 1—% ~
< (%/0 P(T,Qt)pldt> f—fp‘ .

vilket, enligt Sats 66, medfor att det punktvisa grénsvirdet

f(reit): lim f(preit)

p—1-

ges av J(f)(rei®), for varje (r,6) € [0,1[x[0, 2x]. O
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Kapitel 4

Hardyrummet pa hogra

halvplanet

En av de inledande resultaten i detta kapitel dr att (LP(R) o 1) och L?([0, QW[)O@
ar isometriskt isomorfa (Sats 69). Detta resultat ar ett av de centrala resultaten som
behdvs for att visa att H? och HY &r isometriskt isomorfa. Med hjilp av en Poisson-
framstéllningen for funktioner f € HP och lite substitutioner héirleds en motsvarande
framstéllning for funktioner tillhérande HY. Detta &r &nda inte tillrackligt. For att
visa att dessa rum &r isometriskt isomorfa infors rummet fALpH varefter Foljdsats 88

spelar en central roll.

Definition 19. Lat HY vara ett funktionsrum bestdende av analytiska funktioner
f:C4 — C sadana att

sup / (@ + iy)Pdy < oo,

z>0J —00
forsedd med )
1Pl =sup - [ 15+ in)Pay
z>0 T JR

Definition 20. For p > 0 definieras
L¥ = LP(R)
férsedd med tillhérande norm, dér funktionerna &r komplexvérda.

Sats 68. Rummet HY dr ett normerat rum med normen ||-|| y» .
+

Bevis. Lat f1, fo € HY och definiera f; ,(y) := f;j(x +4y) for j = 1,2. Nu géller att
fiz € L% vilket medfor, att for varje x > 0 géller

e+ Foelliy < Wrally + el < WAillsy + 1l
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eftersom ||-|| L ar en norm. Saledes géller triangelolikheten {6r operatorn ||-|| Y- Om
f1,2(y) = 0 néstan Gverallt y € R, f6r nagot = si ger identitetssatsen for analytiska
funktioner att fi = 0, vilket i sin tur leder till att ||f1||Hi = 0. Annars, sd &r f1 ,(y) =
0 enbart pa en delméngd till R med méattet noll, tomma méangden inkluderad, for

varje x > 0, vilket medfor att

0 <Ilfrallpr < Ilfillar
eftersom ||| L ar en norm. De restrerande axiomen &r triviala. O

Sats 69. Antag f(i-) € L. Nu gdller

2 ')
! |@ﬁMWW=1/ i) dy < oo,

2m Jo T J_ oo

dar

Q) = (=g ) ) oon

1+2 z—1
T, =-"° 7 )
1+ 1_ 2’ +1

id

Vidare géller att Q : (L% o '4) — LP([0,27[) o @ dr en isomorfism sidan att

oo 27
l/_ ’Q‘l(F)(iy)rgaly:i |F(eit)‘pdt<oo

m 2m Jo

for varje F € LP(]0,2x[) o nGd) - punktionen In dr hér den naturliga logaritmens

i

principalgren.
Beuvis. Det géller att

L1+t (T+e)(1—e) . sin(t)

Cl—eit 2 — (it 4 emit) _Zl—cos(t)7

Ti4(e™)

dvs. —iTy4 (e) avbildar ]0, 27| bijektivt pa | — oo, 00[. For t — 27~ giiller

sin(t)  sin(t —2m)
0> 1 —cos(t) 1—cos(t—2m)
B t—2m + O((t — 27)3) _1-0((t-2m?) 2 (4.1)

1-(1- S o -mn)  FEROW-20Y e
vilket leder till att

lim Ty (e') = —ioco.
t—2mw—

Pa liknande sitt erhalls att for ¢ — 07 giiller

0< —FF< ~

sin(t) 2
1—cos(t) t
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vilket i sin tur leder till att

till% Ti 4 (e") = ico.

Lat Ty 4 (e*) = iy, y € R. Nu giller ' = T'y1 0Ty, (e") = T 1(iy) och differentiering
ger
(iy+1) - (iy - 1)

et = d(e") = d(Tya (i) = Tha(iy)dlin) = == =iy

dér logaritmens principalgren anvénts. Ovanstaende uttryck ar ekvivalent med
2 2
dt = — —dy = — dy. 4.3
G- D+~ T 3

Absolutbeloppet av transformen @ inkluderar &ven féljande faktor

' ) 2 . 2
’1_ (elt(y))‘ I .1 _ 1—|—zy+.1 wy|m_ 4 . (4.4)
144y 1+iy 1+ 92
Nu ger (4.1) — (4.4) att
1 27 1 p
o [1awepa = [ () ey
b—2m
o2 0 it [P
= Jlim, ;/a e (T (e[ de
b—2mw
2 [ 1—|—y )
=1 — —=d
dim 2 [T
b—2m ¢
1 2
— tm = [ s
a—0" T 2
b—2m~ b=2m
diir iy = Ty (™). Saledes #r @ en isometri.
For t € [0, 27| géller
(1 — eit)? »
. — e P
sy = (B75) e (45)

Ty1 = Ty avbildar C bijektivt pa D, vilket medfér att (4.5) &r ekvivalent med

_ iv))2 ¥ iv —1\2 »
sliy) = (=T Q(f)(TH(z'y)):((l— = i) QU (T (i)

14y

_ ((Hly)) QU (T4 (i),
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dir iy = Ty (e"). Inversen Q! ges saledes av

QI@—<ijJ;ﬂﬂﬂ

Antag som antites att @ inte dr surjektiv. DA existerar en funktion F' € L?([0, 27]) o
09 sidan att Q~1(F) ¢ L7 o4, Vilj F e LP([0,2r])o U Tfall Q~1(F) € L7 o 1d

% %

for varje F', s har en motsigelse patraffats, varmed @ ar surjektiv. Det géller att

. Z 2
dy = *’Ld(Tl_;’_(@ t)) = mdt

Vidare géller

e =1 [ | I

TJ T J oo | (1+1iy)?
1 [ dy
== F(Ty1(iy))[?
L[ r@aanr
1 27 i\ |D
=— |[F(e™)]" dt < o0,
2m Jo

dvs. @Q &r surjektiv och ddrmed bijektiv. For f,g € Lf o % och a,b € C giller
Qaf +bg) = K- (af +bg)oTiy =aK - foTiy +bK-goTiy =aQ(f)+ bQ(g),
dir K = (ﬁ) " Detta medfor nu att

Q: <Li ° 1?) s 17((0, 2n]) 0 U

7

ar en isometrisk isomorfism. O

Lemma 70. Lat My, Ms; C C och 1at K= R eller K = C. Lat f : M; — M, vara
analytisk och u : My — K vara K-harmonisk. Da ar v o f K-harmonisk i Mj.

Bevis. Detta visas direkt genom tillampning av derivatan av en sammansatt funk-
tion. Lat z = z(x,y) = = + iy och 14t derivatan av en funktion g med avseende pa

en funktion ¢ betecknas med g;. Nu erhéalls
02 0? 0 0
(o2 yn ) o o= s oot g Foo
:(uff'fz'zx)'fz'zm+(uf'fzz'Zx)'zx+uf'fz'2xz
+ (ugp - forzy) forzy+(up - fozr2y) 2y Fup- forzyy
:uff'fz'f2+uf'fzz*uff'fZ'fzfuf'fzz:O
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Definition 21. Lat f, g : R — K. Nu definieras faltningen, ocksa kallad konvolutio-

nen, genom

(Fro)la) = [ f0ala = t)ar

Definition 22. Poissonkdrnan pa hogra halvplanet definieras genom

Py —1t):= (t—y)ﬁ

I foljande sats sammanfattas nagra egenskaper for Poissonkdrnan pa halvplanet.
Andra egenskaper sa som kontinuitet dr underforstadda.
Sats 71. Poissonkdrnan har foljande egenskaper, ddar x > 0, y,t € R:

1. Pa(y) > 0,

2. =[x Puly)dy =1,

3. lim,_0 flt—ylzé Pyt —y)dt =0,

4. Pe(y) = Pu(—y) (kdrnan dr jimn).

Bevis. Egenskap 1 ar sjalvklar. Notera vidare att

[e%s} s} 1

T =
P, d :/ —d :/ —=x d
/R 2 (y)dy Pt vy=1 (%)2 . Y

y}oo
== t - = — —(— ) =
{arc an e ( 2) ,

vilket bevisar egenskap 2. Lat nu z = ¢t — y. V&lj 6 > 0 och fixera ett € > 0. Nu ger
egenskaperna 1 och 2 att det hittas ett R > § sadant att

/ Pr(z)dz < <
|2|>R 2

Vidare géller
o< [ mEdr< [ P <omPa0) < 25
R>|z|>6 R>|z|>6
Med 6, = % erhalls nu

0<z<i= Po(t —y)dz = Pr(z)dz < e,
[t—y|>d8 |z|>8

med andra ord egenskap 3. Eftersom y? = (—y)?, for y € R, s foljer den sista

egenskapen. O

Foljdsats 72. Lait x > 1. Dd gdller P, € L%, for varje ¢ > 1.
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Bevis. For q = oo erhalls direkt att P, € L, eftersom

1
sup [Py (y)| = — < o0.
yER x

Enligt egenskaperna 1 och 2 samt kontinuiteten finns det ett R > 0 med |y| > R =
1> P.(y). Foljaktligen géller

1 1
S mwlas L [ Pl <
T Jlyl>R T Jly|>R
och ) R
2ty < 2 <o
T Jiyl<R 1
vilket visar att P, € L%, for varje ¢ € [1, 0] O

Sats 73. Lat a,b > 0. Nu gdller

Pa+b - Pa * Pb-
Beuvis. Fixera y € R. Nu géller
1 a b
o == dt. 4.6
PP = 1+ | Trm T (16)
Eftersom faltningen &r kommutativ kan b > a > 0 antas. Harnést tillimpas partial-
braksuppdelning
1 1 _At+B Ct+D @)
2+a?(y—t)2+02  24a>  (y—1t)2+0b* '
dar A, B,C, D € R. Vidare erhalls
At+ B Ct+ D
1= +a®)((y—1t)?+ b2
2+ +0) (st o
= (At + B)((y — t)* + b*) + (Ct + D)(t* + a*)
=13(A+O) +t*(B — A2y + D) + t(Ay* + Ab? — 2yB + Ca?)
+ By? + Bb? + Da?
och dérmed ekvationssystemet
A+C=0 (4.8)
B—-2Ay+D=0 (4.9)
Ay? + Ab? —2yB + Ca® =0 (4.10)
By® + Bb? + Da® = 1. (4.11)
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Antag forst att b > a. Med hjilp av ekvationerna (4.8) samt (4.9) kan C respektive
D elimineras ur ekvationerna (4.10) och (4.11), varefter de tva senare ekvationerna

kan skrivas som:

A(y* +b* — a*) = 2By (4.12)
By? + Bb* + 2Aya* — Ba® = 1. (4.13)

Inséttning av (4.12) i (4.13) sa att A elimineras ger

2ya)? -t y2 + b —a?
B={y*+b (7 —a? = . 4.14
(y +o7+ W2+ b2 — a2 a (2 + b2 — a2)2 + (2ya)? (4.14)
Inséttning i ekvation (4.12) ger
2 2
A=B LA y . (4.15)

y?+02—a®  (y?+ 0% —a?)? + (2ya)?
Vid betraktandet av A, B,C och D som funktioner av y € R, s& &r |A| och |B|
begrinsade pad R, vilket pa grund av (4.8) leder till att |C| dr begrinsad pa R.
Eftersom Ay — 0, da |y| — oo, sa ger (4.9) att &ven |D| och yC &r begrénsade.
Vidare giller, for co > N > M > —o0, att

/ At+ B Ct+D
M<t<n a0 (E—y)2+0?

At B
= L st
M<t<n P2+ a M<t<N ¥t a

C(t— C+ D
+/ (7‘@)2_’_/ %dt
M<f<N( )2 +a M<t<N (t—y)2+0b

dt

_ é Ldt+ E Ldt
2 Jyrcien 2+ a2 a Jyucien t2+a? (4.16)
N c 2(t—y) yC+ D b dQt
2 Jyu<ten (E—y)? + 02 b M<t<n (t—y)* + b
A N? 4+ a? B
=—In|{-———= — L (t—y)dt
2 n(M2+a2>+ a M<t<NP( y)
C (N—y)2—|—b2> yC+ D
—|—ln< + Py(t — y)dt.
2 (M —y)? + b2 b M<t<N ( )

Nu ger (4.8) att de termer som innehéaller funktionen In, i ovanstaende uttryck, kan

skrivas som

lH<N2+a (M y)? +b2>_A ((NN2+a2 (M—y)2+b2>

o "y 102 M?2ta?




David Norrbo

Lat a? Y \2 b2
Vovmy = — e ()"t o
(1-4)2+2 1+
Nu géller

1
vge}o,z[ 3K = K(a,b,y) € Zs1 : N,—M > K
= |V(N,M) - 1| < e.

Vidare géller

A A A
U(N,M) < ‘—2|1n(1+|V—1|) < %\V—H < %e

och
U(N,M) > |2£|1n(1 —|V=1]) > =V = 1||]A|In2 > —(J]A|In2)e.

Fo6r undre begransningen har konkavitetsvillkoret for In anvéints. For 6 €]0, 1] géller

0 1 1 0
_ = = . — — . > —_ — = —— .
ln<1 2) ln<9 2-1-(1 0) 1) 791n2+(1 6)In1 22ln2

Sitt & =|V —1| < 1. Lat nu

B
B = [ Py,
a JM<t<N
C+D
By(N, M) = YT Pyt — y)dt.
b M<t<N
Eftersom
B
E\(N,M) = By == =,
a
D
Eo(N, M) — By := WCTH och
U(N, M) =0,
da (N, M) — (00, —00), s& erhalls fran (4.16), att
1 At + B Ct+D B C+D
lim 7/ s TU p=2 ¥ E gy
(N,M)=(00,—0) T Jarcten t2+a (y — )%+ b2 a b

Detta kan omskrivas med hjilp av (4.8) och (4.9):

B —yA+24y—-B 1 (A
SooyAtAy - b (“y (b—a)).

—+B
b-l—

a b ~ab
Sammanfattningsvis sa ger (4.6), (4.7) och (4.17) att

(P, *Pp)(y) = Aay + B(b— a).
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Inséttning av A och B ger

2ay? + (b—a)(y? + % —a?)  2ay® + (b—a)(y? + b — a?)
WP+ a2+ (29a) (1P +5 — a®) + (2y0)?
o 2ay® + (b—a)(y? + b* + a®) — 2a%(b—a)
y* + bt — a* + 2y2b% — 2y2a® — 2b%a? + 4y2a?
(b—a)(y? + b? + a?) — 2ab + 2a(y? + a® + b?) — 2ab?
B (4% + b2 + a%)2 — (2ab)?
(b+ a)(y* + b? + a*) — 2ab(a + b)
T (Pt a?)? — (2ab)2
(b+a) (b+ a)

B (y? + b* + a?) + 2ab - (y2 + (a + b)? = Pa+s(y)

Aay+ B(b—a) =

Ifall b = a, sa erhalls

2 1
B=—"Y -
yt+ (2ya)? Y%+ (20)%
9
A =
Y y? + (2a)2’
2
Cy = — h
YT (a2
D=24y -B=— > _
Y% + (2a)?

ur ekvationerna (4.8)-(4.11). Notera att A dr inte véldefinierad fér y = 0, men for

y € R\ {0} hérledes analogt med fallet b > a att

(Pa % Po)(y) = Paa(y)-

Eftersom bada framstéllningar &r véildefinierade och kontinuerliga med avseende pa

y, for varje y € R, sa géller satsen for y = 0 &ven i fallet a = b. O

Lemma 74. Lat f € LP(R), p > 1 och g € L*(R). Nu giiller

1 glle < I f1 o llgll Lo -

\g(t)\dt

Bevis. Antag forst ||g||;. = 1. Da&r ett sannolikhetsmatt. Darfor kan Jensens

olikhet anvindas, varefter Fublnl—Tonelhs sats tillampas:

15 <allin =1 [ |2 [ gt —oar] as< 2 [ ([ 1o 2=ar)
//'g Wipopanas < 2 [ 15000% [ ots — s
— 2 [1rora=1ifll
T JR
Nu giller for godtyckligt g € L' att |Iz |(|t )L dt 51 ett sannolikhetsmatt, vilket ger att

Lf =gl < M fllzw s
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dir g(t) = |IZ |(|t)‘1 . Eftersom faltningen &r linjar sa erhalls nu vid multiplikation av
L
[lg||;1 den 6nskade olikheten. 0

Definition 23. Fér en kropp K och p > 1 definieras rummet ﬁﬂ som méngden

o dt
{aR%K/_OO|a(t)|th2<OO}

1ot \T
lally = (% [~ aor 55)"

Sats 75. HHLi ir en norm i L%..

forsedd med

Bevis. Lat a € LY . Nu erhélls, vid substitutionen x = 2arctant och g := a o tan %

l/OO app -2 L[ a(tan )

T ) 1+ 27 ) .
D& 2arctan : R —] — m, 7| bijektivt, s& erhalls normegenskaperna fran normen
O

1 ™
e = —/ lg(x)|F da.

2

||'||Lp(]_7r777[)-

4.1 Poissonintegralframstallning pa hogra halvpla-

net

Sats 76. Ldt f(z) € I:ip > 1 wara reellvdrd. Dé dr

1 [ T A
1Y) = — ————f(at)dt 4.1
fo+iy) ﬁ/w(y_wgﬂzf(z) (4.18)
en harmonisk funktion ¢ hdgra halvplanet. Dessutom gdller
fiy) = lim l/OO S E— P (4.19)
V= e oo (t—y)? + 22 ' '

ndstan overallt y € R.

Bevis. Lat bijektionen Ty, : D\ {1} = {z € C: R(z) > 0} vara definierad som

14z
T =
1 1—2
med inversen
z—1
T, = .
+ 1+2
Fran beviset till Sats 69 fas att —iT} (e1-2"l) =] —o0, oo[, dir —iT} ¢ (e') #r en strikt

avtagande funktion. Detta medfér att 0D avbildas bijektivt pa den imaginira axeln,
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s lat t = t(a) = —iTy4 (e'®). Vidare erhélls genom anvindandet av logratimens
principalgren

do d, | _ it 1i(it + 1) — (it — 1)

— = — (—ilnTy4(it)) = —

g~ T Ta(t) = —ig— (it +1)2

o =2t4+1) =2
(=) +at)2 1+t

Det géller alltsa att

1 oo d 1 2r ) 1 2 )
o[ = o [ 1@ Pda = o [l prda, @20

— 00

dir g:= fo T14, vilket innebér att

f(ir) € LB & g(e™) € LP(]0,27]). (4.21)
Nu ger anmérkningen till Sats 13 att utvidgningen
2 )
o2 = [P0 - a)gleyda,
0

dir z = re®, & harmonisk i enhetsdisken. Lat nu f : C. — R vara definierad
genom f(w) = g(T41(w)). Vidare erhalls

B (i e’ tre T (it) + Tia(w)

P(Tew a) — _ T+1(7’t) +T+1(w>
’ el —ret?  Ty(it) = Tya(w)  Tya(it) — Tha(w)
Gt (= D(w 1)+ (w— 1)(it+ 1)
ok (i = D) (w A 1) = (w = 1)(it+ 1)
C 2itw—2 (it — (ty + 1)) (ily — 1) — )
20t —2w li(t —y) — |2
Cx(ty+1) +tx(t—y) +i (e - (y— 1)ty + 1))
- i(t —y) — [
() +ilt(a? — P+ 1) —y(1—12)
a (t—y)?+ 2 ’

déir diskranden avbildas pa imaginiira axeln enligt Ty, (e’®) = it och en inrepunkt i
disken avbildas till en inrepunkt pa hogra halvplanet enligt T 1+(rei9) =w=1x+1y.
Sammanfattningsvis géller

z(1+¢?)  —2dt —2x

P(r,0 — a)da = RP do = dt
(r, a)da = RP(z,«) (t— MEREE e

Eftersom f(i-) € [A/ﬁ_ s géller fo Ty, (e") € LP(]0,2n]), vilket medfér att

27

P(r,0 —a)f o 14 (e")da
0
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existerar . Vidare sa géller

1) = o(Taw) =9(2) = o [P0~ ) o Ty (¢
’ (4.22)

1 [ T R
= — ——— f(it)dt.
I
Notera att sista likheten ovan giller dven ifall g(e*') € LP(]0,2n[), eftersom detta
skulle medfor att f(i-) € IA/?H enligt (4.20). Eftersom g &r harmonisk och T &r

analytisk sa ar f harmonisk enligt, Lemma 70.

For att bevisa (4.19) erhalls forst, fran Sats 42, att

1 2 R . . . R
lim 5 / P(r,0 —a)f o Tiy(e')da = f o Ty (") = f(iy)
0

for niistan varje 0. Eftersom iy = Ty, (¢'?) sa giller ovanstaende for nistan varje y.
Eftersom T4 : D — C_ &r en konform avbildning sa avbildas grénsvirdet vinkelrétt
mot randen pa enhetscirkeln pa ett gransvirde vinkelrdtt mot randen till C4, dvs.
vinkelrdtt mot den imgaindra axeln. Saledes géller i enlighet med utredningen ovan,

att

2m

f(iy) = lim 1 P(r,0(z,y) — a)f o Ty, (e")da

ro1- 27 0
N Y e T »

néstan overallt y € R. O

Definition 24. Fér co >p > 1,

2 f
H? = :C C:—— e HY
tefres e i o)

och

f

(1+id?)»

iLi:: f:C+_>C:‘
2

Anmdrkning 5. Observera att skillnanden mellan H? och AP &r annan &n mellan HP
och hP.

Definition 25. For p > 1 definieras
HY = {f € L% : P, = f(y) &r analytisk med avseende pa z = x + iy}.

Sats 77. Lat f(i-) € LP = L%, p > 1 och lit

foy) = fx +iy) och foly) = (f *Pa)(y) = %/_x (t_y)ﬁf@t)dt.

Nu gdller:
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1. SUP;~0 ||fCEHLP < o0,

2. || fell s dr avtagande med avseende pd x,

3. limmﬁm

fx—fH =0 och
Lr

4. Fér varje § > 0 gdller
lim sup | f(w)| = 0.

Rw>5
|w|—o00
Bevis. Enligt Lemma 74 géller
=||f <I|f =||f i
Ufellge = ||F ]| < ||| 1Palls =[] <000 a23)

dér Sats 71 ger den sista likheten. Detta innebér att Poissonintegralen av en LP-
funktion &r likformigt begrénsad, vilket ar egenskap 1. For varje = > 0 géller saledes

fr € LP. Lat nu 0 < 21 < z9 < 0o och notera att

le * ,P172*I1 (y) = %\/wal (S)IPEQ*E1 (y - s)ds

= (i / f@)%(s—t)dt) Pry sy — 5)ds,

Fubinis sats kan nu tillimpas, eftersom

=+ [P =P

1 1 7
2 L[ e -
w/R Lr (w/RP“(S t)dt> Praza(y = s)ds

7], 11Pasllza < o0,

dtds

f

IN

IA

enligt Holders olikhet, dar g = ﬁ och Foljdsats 72. Detta medfor att

(far * Paoy—ay)(y) = %/Rf(t)% /RPM (8 = t)Puy—a, (y — 8)dsdt.

For den inre integralen gors substitutionen s = w +t, ds = dw:

1 1
— / Pm (S - t)lpw2*$1 (y - S)ds = - / 7)11 (w)PIQ*fﬂl (y —t— w)dw
T JR T JR

- (7)12*11 * PJCl(y - t)) = sz (y - t)7

déar sista likheten fas av Sats 73. Nu géller alltsa

fml *ng—w1 = f*Pzz = f$2~

Da f,, € LP, enligt forsta delen av beviset, sa kan samma forfarande tillampas hér,

vilket ger

waQHLP = ||fw1 *PI2—$1||LP S HfilHLP ||P12—11||L1 = ||f901||L1”



David Norrbo

vilket &r egenskap 2. For att visa egenskap 3 s& utnyttjas Lemma 65. Sats 76 ger
att fo(iy) — f(iy) nistan 6verallt y € R. Fran (4.23) foljer forsta olikheten nedan

medan Fatous lemma ger den andra:

; <I||fll < 1 .
Jim Wl < ], < Jm 1l

Vidare ger egenskap 2 och egenskap 1 att
Hm || falle = sup||fall, < oo
z—0t x>0

Nu ar villkoren i Lemma 65 uppfyllda, med I = R, varefter lemmat ger den 6nskade
olikheten.

Lat 6 > 0. Nu giller sup,»; |P.| < 1. Lat e > 0 och lat I = I, := [—a, a]. For varje
a > 0 galler
mf(z+1iy) = . F()Po(y — t)dt + / F()Po(y — t)dt.
R\ I

For den forsta integralen géller, da x > 4, att

1 ~
<5 [ v

Valj nu @ > 0 sa stort att fR\I | f(t)|dt begriinsas av %. For den andra integralen

FYPu(y — t)dt
R\J

galler

Jiora-oa <||f],, s Puty- o
1 LY(I) te[—a,a]

di z > 4. Notera att f € LP(R) = f € LP(I) = f € L'(I), dér den andra

implikationen ar en foljd av att I &r en begransad méangd. Vidare géller

lim sup Py —t)dt = 0.

|z+iy|—o0 t€[—a,al
Detta inses genom betraktandet av x och y i poldra koordinater, ndmligen, fér = =

Rcosf och y = Rsin 6 giller

Rcos¥ Rcosd
PZ(:U_t): 9 2 . 2 = 2 2 . 2
R2cos?60 + (Rsinf —t) R2cos?60 4 (Rsinf —t)
1 cos

TR _ tsimo—2"
R1-— %
Eftersom |t| < a kan R viljas s& stort att

Pely—1t) <

ol

Saledes kan r véljas s& stort att r < R = ‘f] Ft)Po(y — t)dt| < 5. Sammanfatt-

ningsvis, for alla § > 0 géller

Ve>03a>0,ra>0:7°a<|x+iy|,m26$|f(x+iy)|<£.
™
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Under bevisgenomforandet av egenskap 3, bevisades foljande resultat.

Foljdsats 78. Ldt antagandena i satsen ovan vara uppfyllda. Nu gdller
sup |l = lim [1£ell5 = [|7]], -

Foljdsats 79. Om f € A(C,) och f(xz +1iy) = Py * F(y) for nigot F € L%,
galler
[ e HE.

Bevis. Sats 77 egenskap 1 ger resultatet. O

Lemma 80. Om f € HY, (p > 1) sa giller for z € C,, att

M

el ——
P= e

)

dar

1
M:?;i% <71r/R|f(a+iy)lpdy)p
Bevis. Fixera z € C,. Enligt Sats 48 &r | f|P? subharmonisk pa C, vilket innebér att
1o it
fEP < 50 [ IfG et

for r < R(z). Lat 0 < R < R(z) och multiplicera bada sidor i ovanstaende olikhet

med r, varefter bada sidor integreras fran 0 till R med avseende pa 7,

27
—|f |p§2—// (z + re™)|Prdtdr.
™

O

Eftersom integranden &r positiv for varje z € C med Rz > R, sa kan integralen uppat-

skattas genom att cirkelomradet uppatapproximeras med den omslutande kvadraten,

R 27 ) Sz+R Rz+R
/ / |f(z+ re”)|prdtdr < / / |f(x + iy)|Pdzdy
o Jo

Jz—R Rz—R

Rz+R %)
< /m - ( [ Oo|f<:c+z'y>”dy) da

0o Rz+R
< sup/ |f(o+ iy)|pdy/ dz.

o>0.J— Rz—R

dvs.

Sammanfattningsvis géller

P < PAy2R = sup — iv)|Pd
|f(2)] *R?%ii%/m'f(g“y)' Yy Sk |f(0+zy)\ y

for varje R < R(z). Lat nu R — R(z)~ {or att erhélla den 6nskade olikheten.
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Lemma 81. Lat S vara en méngd bestdende av ett dndligt antal element och 1at
feA(CL\S). Lat S ={Ra:a € S} och fixerah € Ryg\ Sy och z =z +iy € C,.

Vilj slutligen

samt definiera

Da géller

SR

dar

och

R € Rsp: R > max{2|z+ h|,mea§<|a|}

Faly) = fuliy) = fla + iy),
={a€eC:Ra>hA(acSVa=z+h)}

arccos % Qxf(Reia)Reioc

_ h == 4 d
9(z,y,h, R) 7T/ . (Rew — h—ig)? =22

— arccos R

| VR
g(e,y. b R) = = / Paly — ) fo(it)dt
T JVRE=RE
O fw) i)
Hl(w)iw—(z—&—h)’HZ( )7w—(—§+h)

SR:= > (Res(H)(a) — Res(H3)(a)).

a€Sy

Bevis. Lat 1 < p < oo. Fixera h € Ryo\ Sy, z + iy = 2z € C,. Fixera nu ett R, si

stort att R > max{2|z + h|, max,es |a|} och 1at @ vara vinkeln mellan reella axeln

och h + iR, dvs. 8 := arccos % €]0, [. Da giller z + h € Cg, dir

Cr:={w:|w| < RARw > h}.

Vidare géller, for det godtyckligt valda z € C,

Az, h, f):

Z Res(H1)(

a€Sh
1 f(w)
2mi — (24 h) dw
f w—h+ h)
2mi w—h-—=z

RsmG
M L / f(Re™®) io
27TZ [Rsine it—z d(t+h +27TZ Reic — o — | d(Re )

2

1 Rsin 6 . 1 0 1o’ )
7/ 7fh(zt)dt+f/ 7f(Re ) Re'*da,

_Rsing t—2 2r J_g Re*®* —z —h

(4.24)

dér residysatsen ger den forsta likheten. Notera att 8z > 0, h > 0 medfor

R>2h+z|=20x+h+iy| >2—z+h+iy| = |h—Z|
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Analogt med ovanstaende utredning erhalls

f(w)
Z Res(Ha)( 2m /CR mdw

a€eSh
B _1/Rsir10 fh(it>dt N i f(Rewc)Rezada
27 | _pane it+Z 2m Rei® +%Z —h

Vidare géller
f(Ret®) , O f(Re™) ;
H 1 _ 8 (1%
R / Reic —z—h fe™da _g Re*® +7z — hRe da
B /9 Rei® f(Rew‘) R f(Re)
~ J_o\Rei® —x —iy—h Rei®+z—iy—h

- /arccos % QxReiaf(Reia)
B i (Re' —iy — h)? — a2

do

— arccos

och

Rsin 0 . Rsin 6 .
LH ;:—/ f"(”)dt—/ G

—Rsing 1t — 2 —Rsing ¥+ 7Z
Rsin6 2 fiu(it)
[Rsine ( + iy —it)(it + = — iy)
VIZEIE o fuit)
/—\/Wfﬁ2+(fy)2 ’

dar sista likheten kommer fran att Rsinf > 0 och

2
(Rsin6)? = R*(1 — cos? §) = R? <1 — 22)

Séledes erhélls

1 1
> Res(Hi)(a) — Y Res(Hy)(a) = 5—LH + -—RH.
2T 2T
a€Sh a€Sy
Subtrahera %LH fran bada sidor for att erhalla den 6nskade likheten. O

Sats 82. Om f € H , 00 > p > 1 sd gdller, for h > 0 och fr(xz+iy) := f(z+h+iy),

faein) =+ [ Paly -0ty

—o0
Bevis. Lat 1 < p < oo. Fixera h > 0,z + iy = z € C,. Vilj nu ett R, sa stort att

R > max{2|z + h|,v/2h,2} och lat # vara vinkeln mellan reella axeln och h + iR,
dvs. 0 := arccos % €]0, 3[. Lemma 81 ger, med S = (), att

2 RiaRia
xf(Re"™)Re o

Reie — h —iy)2 — g2 (4.25)

0
SR(h) — g(z,y,h,R) = 1/ (
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dar : S
9(,y,h R) = = / Puly — t) fa(it)t,
T J-VRZ-RhZ
Hy(w) = wf(zwl) och Hy(w) = wJ(C(U;)Jrh),
R(h) = > (Res(H)(a) — Res(H3)(a),)
a€Sy
och

Sp={a€eC:Ra>hA(a€eSVa=2z+h)}
Eftersom f € A(C4) och h —Z ¢ S, s& erhalls

SR(h) = Res(Hi)(z + h) = f(z + h) Vh > 0.
Notera att
R>V2h=0> % och
R
R>2\z+h| = |yl < 7

For § <|a| < 0 giller

|(Re’® — h —iy — x)| = /(Rcosa — h — )2 + (y + Rsina)?

R R R R(\/i—l)
>Yy+—=>—=—-—=——=>0.
=VT RV 2 2

For |af < § giller

|(Re!* —h —iy — x)| = /(Rcosa — h — x)2 + (y + Rsina)?
> Rcosaa—h —x (4.27)
R R R R(W2-1)
> — —h—az>-———="""""2>0.
V2 V2 2 2

Man inser l4tt att (4.26) och (4.27) géller &ven om z byts ut mot —x. Saledes erhalls

R(V2 -1 ’
|(Re'™ — h — iy — 2)(Re™™ — h — iy + x)| > <(2_)> (4.28)
for |a| < 0. Vidare géller
1 [ 22 f(Re'™) Re'™
H:=|— : d
i R e
_1 /9 22R(1 + Rei®)? (e |
T J_g|(Re'™ —h—iy—x)(Re'™ — h—iy + )| |(1 + Reie)r (439)
1 /9 8zR(1+R)? | f(Re®) '
< - —— | da
7 J_p (R(V2—1))% | (1 + Rei®)»
2 % 0 (%o
< 21+ B) / f(Re‘)2 dow
TR -0 | (1 + Ret®)»
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Vidare giller, att —{— € H P,da fe H , vilket medfor

2
(1+id)»
0 0
M
/ dov < / M g
-6 —6 (Rcosa)?
0
2M
< [ 2 da
0 (Rcosa)r

oM [* 7«
s T at
Rv Jz_g2t

f(Re™)
(1+ Reia)s

<

IN
3

T

=3
VR
)

&,

=
—~ 3

|

S
SN—
~__—

dar )
L [ [flo+iy)P )”
M=sup (= [ LI g7

Z&% <7T/R(].+O'+iy)2 y

Forsta olikheten ovan ar en f6ljd av Lemma 80 och att R > 2. Den andra olikheten
erhalls av substitutionen t = 7 — a och det faktum, att for oo > p > 1,t € [0, 7]

galler
1 /T . 2
CcosP (f — t) >sint > —t.
2 s

Det géller alltsa att

2
1 \? 2. 1
RH < 720M (R + 1> RF 5 'In <gf> < 288z M R# 'In (7;?) :

Med hjalp av 4.25 erhalls nu

o e ic
988z MR~ 1n (”R> 1/ 20f(Re“)Re

2h 7 J_g (Re?®* —h —iy)? — a2
| (VR
= f(z+h)ff/ Py —t) fr(it)dt] .
(VG

Lat nu R — oo i (4.30). Eftersom vénsterled gar mot noll, d& p > 1, s géller
den onskade likheten i principalvirdesmening. Notera att Lemma 74 och Sats 71
egenskaperna 1 och 2 medfér att Poissonintegralen konvergerar absolut och saledes
erhalls den 6nskade likheten. O
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Lemma 83. Lat f,(z) = =2, u>0. Foér z =z + iy € C; \ {u} giller

1 [ T 1 1 [
- dt = = =y — ) fu(it)dt
Tr/_oox2+(y—t)2u2+t2 W/_OO”P(y Julit)

(u+ )
u((z+u)® +y?)

Bevis. f, € A(C4 \ {u}) och har en enkel pol i u. Lat z = . + iy € C; \ {u} och
0<h< min{%, 5 ‘u;ﬂ}. Definiera

Hy(w) := wo (Gt h) och Hy(w) := "

Lat R > max{2|z + h|,v/2h,2,u}. Relevanta residyer for anvindning av Lemma 81

ar
) w—u 1 1
Res(Hy)(u) = uljlgh w—(z4+h) (u—w)(u+w) - 2u(h + z — u)
. w—z—h 1
Rl = B = M) T R = e
w—u 1 1

Res(Hz)(u) = ulzighw+27 h(u—w)(u+w) - 2u(h —u—32)

Notera att h —z ¢ Cg, dir Cg &r cirkelsegmentet beskrivet i Lemma 81. Lemmat

ger att
h ) )
1 arccosﬁ 2 » R i R i
SRu(h>—9(fU7y,h,R,u):f/ if( ) Calln
T J— arccos £ (R@ —h— Zy) —
dar
1 [VR*-h2
9(z,y, b, B, u) = */ Pu(y =) fulh + it)dt
T J-VRE=h?
och

SRy(h) :== > (Res(H)(a) — Res(Hs)(a)).

a€Sy
Det giller att

[u® — (Re")?| = |(u + Re")(u — Re')|

= \/(u + Rcosa)? + R2 sin? a\/(u — Rcosa)? + R%sin® o

= /u2 + 2Rucosa + R2v/u2 — 2Rucos o + R2
> R(R — u).
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Med hjilp av ekvation (4.28) i Sats 82 erhalls, med § = arccos % > .

RH : = da

3 01\ 2 2
T J— arccos % (Reza —h— Zy) -

1 /ams?c 22 f,(Rei®) Rei®

2¢R [° | fu(Re™)]
< . d
<5 [ e
0
< o | Ifu(Re)jda
RQTF(\/i — 1)2 —0
720 [? 1
~ Rm /_9 u? — Reio |
T %
~— 7R R(R —u)
144x
~ R2(R—wu)’
vilket medfor "
T

Saledes géller

lim —/ Pu(y —t) fu(h +it)dt = lim f/ Py —t) fulh +it)dt

R—oom J_ R R—=oom J_\/RZ_pZ

= SRy(h),
(4.31)
dér forsta likheten géller da SR, (h) &r konstant med avseende pa R, for stora R.
Eftersom
|u? — (h+it)?| = |(u— h — it)(u+ h+it)]

> \/(u—h)2+2\/(u+h)* + 2

u
237

da h < 3, sa giller

Py — t) fu(h +it)| < %Px(y —t) VteR. (4.32)

Detta medfor att integralen (4.31) konvergerar absolut, enligt Sats 71 egenskaperna
1 och 2, vilket medftr att integralen ar konvergent och virdet sammanfaller med

principalvérdet
1 oo
;/ Pu(y — ) fu(h + it)dt = SR, (h).

Olikheten (4.32) medfor dven att Lebesgues dominerade konvergenssats kan tillam-

pas, vilket ger

1 [ 1
lim 7/ Poly — 1) fulh + it)dt = f/
h—0t T J_ ™

1

T Py — O ity
> N (4.33)

/ L
T s @2+ (y—t)2u2+12
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Vidare géller

SRy(h) = > (Res(H)(a) — Res(H3)(a))

a€Sy

2u(h + 2z — u) Tz (z+h)? 2uh—u—32)
och dérmed erhalls

S, := lim SR,(h)
h—0t

I 1 1 1
B0+ 2u(h 4+ z — u) * w?—(z4+h)? 2uh—u—32)

1 1 1
2u(z — u) + u? — 22 + 2u(u+ %)
—(u+2)(u+72)+ 2u(u+2z) + (u? — 2?)

2u(u + %) (u? — 22)

B —222 + 2u? — 2juy — 2ixy (4.34)
C2u(ud — ur? + uy? — 2iuxy + ulr — iuly — 23 — xy? — iyz? — iy3)
B (u+2)(u—x—iy)
u((u—z)((z +u)? + y?) —iy((u + )% + y?))
B (u+z)(u— 2 —iy)
u((z +u)? +y?)(u — z —iy)
B (u+x)
u((z +u)? +y?)
Nu medfor pastaendena (4.34), (4.33) och (4.31) att
l /°° T 1 g — (u+x)
T) w2+ y—t)2u+12  u((z+u)+y?)
O

Sats 84. For 1 < p < oo gdller
LE(R) = LP([~m, x]).
och J(f) = (f o 2arctan) dr en isometrisk isomorfism.

Bevis. Betrakta en funktion f € LP([—m,w[). Lat
J(f) = (f o 2arctan).

Nu géller

L[ner, L p
A dt = o R\f(? arctan(t))|Pd(2 arctan t)
_ 1/
Com ),

|f ()" d
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alltsa J : LP([—m,7[) — L. och J &r en isometri. For ett godtyckligt F' € L. giller

1 [ T\ [P 1 (" x\|P
o _WF(tan§)‘ dx—% _ﬂF(tan§)’ dz
[ 2arctant ) [¥
= — ‘F (tanarcan) d(2arctant)
27 J_ o 2
L [ |F@)]
Lo,
T ) o 1412

dvs. hittas g € LP([—,7[) med g(z) = F (tan £), vilket ekvivalent kan skrivas som
id

J(g) = F. J ér alltsé surjektiv. J ér &ven injektiv med inversen J~!(F) = F (tan i¢).
Vidare géller, for a € C och f,g € LP([—m, «]) att
J(af +bg) = aJ(f) +bJ(9g),
vilket innebér att J &r linjar och ddrmed en isomorfism. O
Sats 85. Om F € ﬁi,p > 1 sd gdller f € ﬁﬂ, dir
faly) = [z +iy) i= (P F(i-))(y)
och x > 0. Dessutom gdller

fEAC) = feH.

Bewvis. Lat 1 <p <ocooch F € IA/_T_ Nu géller, for givet z > 0,

. p .
1/ [z +iy) dy:}/ |f(x+iy)|” ay
TJR|(1+a+iy)? T Jr (1+2)%+y°
1 1 x p
—— | — 2 FGdt)| ——————d
- <w/ﬂw2+<y—t>2 (i) > SR
1 /1 T 1
D= B ) O —
_7r/R7r Rx2+(y—t)2| (@) (1+x)2+y2dtdy
1 x

T /]R (71T /]R 2?4 (y— )2 (1+ af; +y? dy) FGOI dt

dar Jensens olikhet anvants for forsta olikheten och Fubini-Tonellis sats anvants vid

déarpafoljande likhet. Nu ger Lemma 83, med u =z +1 >0

1 1 1 T 1
= dy < = Z dy ) |F(it)|P dt
- yw4<w4x2+<y—t>2(1+x>2+y2 y) (it)]

1 1+22 1
== F@t)|P dt
ﬂ'/Rl—Fm (1+2x)2+t2| (@)l

7 1/1+2x 1+t |F@t)]P
R

f(z +iy) ?
(1+z+iy)?

™

142 (142x)24+t2 1+¢2
N\ [P
2 [P,
s R 1+t2

< 00,
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dvs. f € fbﬁ Notera att

(1+1id)"» € A(Cy) Vp > 1,

vilket medfor att

f
—— eACy) & feAC
RERTE +) (Cy)
och darmed géller
/ D P
——— cH! & fe ACL) A fehl.
(14 id)»

Definition 26.
HY = {F e L} :PxFeACy)}

Lemma 86. Lat f € f]ﬁ Nu géller

1
‘f + zt ?
sup e < o0.
n€l>1 +1t

Bevis. Lat t € R och N € Z>1. Nu géller

Diff(N,t, f):

NG+ (& )]
e 1+ L+t

(3w ()

3 f (i)l
N1+ 5) 42

Valj e > 0. Existensen av ett Ny € Z>, sa stort att N > IN; implicerar

b 1
(1+12) ((1+%)2+t2>

<

Loy L)P
’f(N +2Zt)’ dt — su ‘f(n +Zt)}2dt < E
B(1+ %)+ nezmiJr |1+ L4 2

garanteras av Foljdsats 78. Valj Nj enligt ovan och Ny sa att N > Ny medfor

i sup /|f—i_2t)|dt<€

N nezs, (1 + E) 12 2’
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vilket &r mojligt da f € HY. Fér N > max{Ny, N} giller det att

P
DfoQ Nf / |f +;t)| dt — sup ’f(n +Zt)| d
1+t¢ n€Zsq |1+ —|—zt|
/|f ~ +it)| |f(ﬁ+zt)| it
2 3
e e

1, \|P
/If : o If(n1+zt)|2dt‘
+ %) +t2 n€Zz1 JR |1+ 1 4 it

1 p
— 7‘f(N+;t>‘ di+ < <e
N R (1+%) +2 2

och dérmed géller dven

1
lim =
N—o0 1+t2

vilket implicerar det 6nskade resultatet. O

_f
(14id)»

)
4
H”

Sats 87. Lait oo > p > 1 och lit f € A(CL). Nu gdller att f € ﬁf_ om och endast
om det existerar en entydig funktion F(i-) € I:i med f(x+iy) = (P * F(i))(y).

Bevis. Antag f € fIﬁ Fixera z = ¢ + iy € C1. Lat (G,,)52; vara en {6ljd av linjéira
funktionaler G, : [A/i — C definierade av

/f1++t;t (=L /R f(jl+it> V(t)d(arctant),  (4.35)

T
diar V ¢ [A/ﬂ. Vidare giller, enligt Holders olikhet:
L t
-1 [P v
1 + B

/ f(E+ zt V(¥)
(14 12)> 1+ﬁﬁ

PGl N1 ver N
S( / 152 ( 1+t2dt>
PGl N1 ver N
ni%&( / e ( 1+t2dt) =

vilket visar att G,, &r begrdnsad enligt Lemma 86, da f € ﬁi Vid substitution
t =tan 3 i (4.35) erhalls

1 /" 1 . x
Gn(V) = %/_ f (n + itan 2) v (tan 5) dx.

™

IN
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Sats 84 ger att f(L +itand) € LP([—m, x[) for alla n € Z>; och pa samma sétt
tillhor V (tan &) rummet L9([—, 7). Enhgt samma resonemang som anvants for att
bevisa existensen av F' i Sats 33 sa hittas ett H € L? sadant att

°° H(2arctant)

= Vo

1 s
V) — —/ H(x)V tan dac =
27 J_,

for varje V € I:i, dad n — co. Sitt F(it) = H(2arctant), vilket medfor att F(i-) €
LY . Eftersom P,(y —-) € IA/Z_, s géller

nlggoG (P, / F(it) $2+ —t) —t.

Sats 82 ger att

f<i+x+iy> =71r/_o:of(71l+it> mdt:Gn(Px(y_'))'

Da f ar kontinuerlig kring = 4 iy € C sa erhalls den 6nskade likheten da n — oo.

Antag nu att Fy(i-), F»(i-) € f/ﬁ_ ar tva funktioner sadana att

Eftersom Fj(i-) — Fy(i-) € L. s erhalls, vid substitutionen it = Ty () := Lie

1—et?

att
1 . . _ 1 °n (1o
0= %/sz(y—t) (Fyi(it) — Fa(it)) dt = ﬁ/o P(r,0 — «a)(F1 — Fy) o Ty 4 (e'*)da

Detaljer kring substitutionen hittas i beviset till Sats 76. Nu ger Sats 44 att (Fy —F3)o
Ty1(e') = 0 néistan 6verallt o €]0, 27[. Eftersom Ty, (e*') ér en bijektiv avbildning
10,27[— R, sa géller Fy(t) — Fa(t) = (Fy — F3)(t) = 0 néstan overallt ¢ € R. Den

andra implikationen ges av Sats 85. O
Féljdsats 88. Funktionen J : ]I:]Ip — H'p definierad genom

J(F)(z + iy) / Puly—t)F
ir en isomorfism. Vidare si avbildas randfunktionen till J(F)(x +iy) pa just denna
funktion.

Beuvis. Lineariteten for faltningen med P, &r klar, saledes &r J en isomorfism. Lat
Fe I:ﬁ och definiera

[z +iy) = (Pax F)(y).
Med hjalp av Sats 85 erhalls f € H # och enligt Sats 76 sa giller
lim f(z+iy) = F(iy)
z—0t

néstan overallt y € R. Saledes utgdr F(iy) randfunktionen till f och denna rand-

funktion genererar funktionen f genom faltning med P,. O
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Sats 89. Fir 1l <p < oo galler

o > HY.
och

¥ 5 IE.

Beuvis. Eftersom vikten (1 +t2)_% < 1 for varje t € R, sa ger integralens monotonitet,
att

TP P

L'y O LY.

galler. Pa samma satt erhalls
HY? > HY,

eftersom ‘(1 —l—x—l—iy)*% <1ddz >0o0chyeR Lat 1 < p < oo och betrakta

funktionen f(z) = (z + 1)7%. Notera att f € A(CL), men for x < 1 géller

1 > 1 >~ 1
z +1y)P|d /7,61 2/ —dd Z/ —dy = 0.
/]R|f( y)|yR|1+x_Hy|y 0 \/my 0 2+yy

Detta visar att f ¢ HY . Déremot géller att | f(z)| < 1 for varje z € C, vilket medfor
att

i,
(L+id)7 ||,p =207 r |1+ 2+ iy
2
1 1
< — [ sup———d
_W/Rz>13|1+x+zy|2 Y

<1/ 1 dy =1
o Jgl+9y? y=0

enligt Sats 71 egenskap 2. Darmed géller f € I:L’; Analogt kan det visas, att for
f(@) = (1+2)77 giller f ¢ L? och f € L. O
4.2 HP isometriskt isomorf med H”

Sats 90. HY och H? dr isomorfa di 1 < p < oo. En isometrisk isomorfism Q :
HY — H? ges av

=

ANE = (o) 100

och dess invers ar

1 P
@) = (g ) 9T
ddr . )
Tie = %’ Th = ilz
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Bevis. Lat @Q vara definierat som ovan, 1 < p < oo och lat f € HY. Eftersom
Ti4+ : D — C4 konformt s& &r f o Ty, analytisk i D. Vidare géller att Q(f) &r en
produkt av tvd analytiska funktioner, vilket medfor att Q(f) € A(D). Vidare géller
att randfunktionen f(t) = f(it) ér vildefinierad nistan overallt ¢t € R, da f € H P

Dessutom existerar
lim (71 (re))

r—1-

néstan overallt « €]0, 27[, enligt samma motivering som anvénts i slutet av beviset
till Sats 76. Nu &r det klart att

ar valdefinierad néstan Gverallt. Vidare sa ger Foljdsats 88, Sats 69 samt Foljdsats
78 att

e, =

oy =1Ly < oo (436)

da f € HY. Lat

" 1 27 .
Vre?) = —/ P(r,0 — a)Q(f)(a)da.
0

21

Nu giller, for re? = T 1 (z + iy),

V(T +in) = = [ Puly=0(QU) o Tia(it)a

_ / Pu ( — Ti O )’1’ F (T (T (1)) dt

. /R Puly — t)(1 + it)? f(it)dt (4.37)

(1 +z +iy)?)
(1 =Ty (re?))?
= Q(f)(re"),

dér forsta likheten ges av uttryck (4.22) i beviset till Sats 76. Den fjarde likheten
ges av Foljdsats 88, da f(id) € H? = (1+id)» f(id) € H”. Utredningen (4.37) visar
att Q(f) € A(D) kan framstéllas som en Poissonintegral, varefter Sats 44 ger att
Q(f) € HP. Detta visar att @ : HY — HP. Vidare gller nu, enligt (4.36) och Sats
66, att

D =

[z +iy)

)7 (f o Tiy)(re')

1Ny = ||QD|| , = [7]] , =11y
dvs. @ &r en isometri.
For z € D géller
(1—2)2\*
s = (U525 e, (1.38)
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Ty = le_l avbildar C,. bijektivt pa D, vilket medfor att (4.38) ar ekvivalent med

N w 2 % W — 2 %
fw) = (BTl Q(f)(TH(w))((lmi) i) Q)T (w))

_ ((le)) ’ QUi

diir w = T4 (z). Inversen Q! ges saledes av

1

(1"'“’)2) ’ 9(Ts1(w)),

@) = (

for g € HP.

Pa samma sétt som i Sats 69 visas surjektiviteten genom att bevisa att
FeHP = Q '(F) e HY.
Lat F' € HP. P4 samma sétt som ovan existerar

QI (F)(t) = lim Q}(F)(o +it).

oc—0t

Eftersom F € H? s giller F' = F(e') € LP. Vidare sa ger Sats 69 samt Sats 66 att

e,

L =], = 11l < oo

Lat

Vie+is) =~ [ Puly=0Q (o)

Nu giller, for o + iy = T1 4 (re?), att
1 2m

V(Tii(re’)) = o ), P(r,0 = a)(Q'(F) o Ty )(e')dax

! 2Tr 1 % et
“or ), PO (W) F(T31(Tis) () da

I L—e\?
% P(r, 9—a)< 5 ) F(e")da

2
1—re®\? .
= ( 2re ) F(re')

= —1 % 'rew

2

= (M) ’ F(Ty1(z +iy))

= QH(F)(x +1y),
(4.39)



David Norrbo

dér forsta likheten ges av (4.22) i beviset till Sats 76. Den fjarde likheten ges av
Sats 67, da F € HP = (%)%F € HP. Pa liknande sitt som borjan av detta bevis
erhalls att Q=1 (F) € A(Cy.), varefter Foljdsats 79 och (4.39) ger att Q' (F) € HY.
Detta visar att Q : HY — HP &r surjektiv och dérmed bijektiv. Analogt med beviset
till Sats 69 visas lineariteten, dvs. att @ &r en homomorfism. Sammanfattningsvis ar

@ en isometrisk isomorfism fran H i pa HP. O
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Kapitel 5

Anvandbara satser samt

Hilbertmatrisoperatorn

Detta kapitel inleds med nédvéndiga lemman och satser for att visa Sats 95, dvs.
Hardys olikhet. Sedan introduceras Hilbermatrisoperatorn pa mangden polynom,

varefter kapitlet avslutas med Fejér-Riesz olikhet, Sats 98.

Lemma 91. Lat (H,(-,-)) vara ett inre produktrum. Foér den inducerade normen

galler
2 2 2 2
L+ gll” + [1F = gll” = 2([1F1I" + llgl),

dar f,g € H.
Bevis. For f,g € H géller
1f+al*+11f=gll* =(f+9.f+9)+(f—9.f—9)

=2(f, ) +2(g.9) = 2(|| fII> + Ilg]1?).

O

Sats 92. Lit co > P > 0 och lit f vara en periodisk funktion sidan att f €
L*>([0, P]). Ldt dven
27t

= Pfo e mFE f(t)dt , n=0,1,2,..

vara en del av f:s Fourierkoefficienter. Nu gdller, for N >0

N N
ZZ (n+ E)anbr| < [|fllo lally v [10]]2, 5
1=0 k=0
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dir a = (an)nezs, 0ch b= (bp)nez., med an,b, € C for alla n, samt

N 3
el = (z) |
n=0
Beuvis. Lat

N N
Z Zf(n + k)anbg

n=0 k=0

H(a,b) :=

Inleder beviset med att bevisa specialfallet b = a.

1 P
=22 5 / e TR E £(1)dt apay
L () X () s
> ()

|f(2)] dt (5.1)

I
)

N
2
1£1loe D lanl® = 111l llall3 5 »

n=0
dér den inledande likheten pa sista raden dr Parsevals likhet, Sats 61. Det ar latt
att se att H(a,b) ér linjar i bada komponenter samt symmetrisk, H(a,b) = H (b, a).
Dérfor géller foljande
H(a+b,a+b)— H(a—b,a—1b)
=H(a+b,a)+ H(a+b,b) — H(a —b,a) + H(a—b,b)
=2H(b,a) + 2H (a,b) = 4H (a, b).

P4 vinsterled kan (5.1) tillaimpas, vilket ger
1 1 2 2
[H(a,0)] < 7 ([H(a+b,a+b)[+[H(a—ba—b)]) < 7[fll (lla +blly x+la = bl x)-

Eftersom Ay = {(an))_g : (an)2, € 1?} C 12 &r ett Hilbertrum si géller Lemma

n=0
91, vilket medfor )
2 2
[H(a,0)] < 5 [Ifllo (lally,x +11bllz,x)-
Antag nu att [|al|, y = [|b][, y = 1. Da giiller

[H (a,0)] < [[flloe = Iflloc lallz,n [10ll2,n -

Lat nu a,b € Ay vara tva godyckliga vektorer. Ifall den ena &r nollvektorn, sa géller
For

satsen trivialt (0 < 0). Annars, betrakta vektorerna a = Lot =
2,N

b
[1oll2, N
dessa giller

H(a,b) < [|f]l »
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enligt vad som just bevisats. D& H &r linjdr i bada komponenter sa erhalls vid

multiplikation av [|al[, y [|b][, ; den dnskade olikheten. O

I fortsdttningen kommer P = 27 att anvindas, men denna generalisering till ett

godtyckligt positivt P &r alltid mojlig.

Sats 93. Lit a = (a,)2

>0 b= (bp)2, med an,b, € C for varje n. Fér varje
N € Z>q gdller

]
ZZHk+ < 7 llal o, b1l

n=0 k=0

[N

dir |lally y = (ZZLO |an|2) . Om a,b € 1? sa gdller ovanstiende olikhet med N =

Q0.

Bevis. Betrakta Sats 92 och lat f(t) = —ie % (t — 7) i satsen. Detta ger

. 1 [
f(n)=—i— e M 1) dt
27T 0
1 efi(1+n)t(t — ) 2m 1 [2r efi(1+n)td
%w{ —i(1+n) }0 2w/ (1+n)
1 s 1
= 727 _
2 (1+4n) 1+4+n
och
flle= sup [—ie (t—m)|= sup |[t—7|=m.
te[0,27] te[0,27]

Nu géller alltsa

anbk
I

n=0 k=0

<7 H‘1H2,N ||b||2,N :

Ovanstaende olikhet giller speciellt for foljderna |a| := (|an|)nen, |b| € 2. Genom att
vélja foljderna |a| och |b| i ovanstdende olikhet, s& erhalls den 6nskade olikheten. Ur
de relevanta normernas perspektiv ir alla foljder a utbytbara mot |a|. Ifall a,b € 2
sa géller [lall, v < [lally ., < o0 och [la]ly x < |lally, < oo, eftersom |||, y &r

vixande med avseende pa N. Saledes géller

. |an|[bk|
Jn 5 < <o

Eftersom termerna &ar icke-negativa, s ger Fubini-Tonellis sats att summeringsord-

ningen inte spelar nagon roll, vilket leder till att vinsterled ges av

|an|[bx]
§:§:1+k+n

n=0 k=0
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Sats 94. Lit f € L>([0,2x]) vara sidan att f(n) >0 for varje n € Zso, dir

fn) = L [2Teintf(t)dt, n=0,1,2,..

Da gdller for A(z) =Y a,z™ € H* att

o0

> F®)ar] < (1F 1o 1Al g1 -

k=0
Bevis. Antag att A € H* enligt ovan. Enligt Sats 58 kan varje funktion A € H'! fak-
toriseras enligt A = B¢, dir 8(z) dr en Blaschkeprodukt och g € H! med g(z) # 0
for alla z € D. Nu ar det klart att B := ﬁg%,C = g% € H?, da Blaschkeproduk-
ten |8(z)| < 1,z € D. Eftersom B,C &r analytiska i den oppna, origocentrerade
enhetsdisken, sa kan de representeras av »_ b,z" respektive Y ¢,z™. Nu foljer, av

Fubini-Tonellis sats, att

o0 o0 oo o0 (o]
g anz" = g bpz" E cp2t = E E bcrztt
n=0 k=0

n=0 n=0 k=0
9] oo l
l l
Y Y e 3 Y e
=0 =0 =0
n+k=1 "
n,k>0

for varje z € D. Fubini-Tonellis sats kan tillimpas, eftersom potensserier, analytiska
i D, konvergerar absolut i D. Ovanstaende likheter medfor att a; = 22:0 bnci—n. Nu

géller

N N-—-n

Oballe-nl =Y > Fn+E)balle]

n=0 k=0

N
Z )] S

=0

IN

||M2 HMZ

(n + k)|bn||ck|.

550
D

Genom att tillimpa Sats 92 erhalls forsta olikheten nedan

N

Y FOlarl < oo 1811, lellgnr < 11 oo 1Bz, 00 ]2, o -

1=0
Nu foljer fran Sats 64 att

N

> FOlal < 11 flloo 1Bllg2 11C] g2 - (5.2)
=0

Lat
AH%{te@Qﬂ:mnﬁwé6l}

r—1-
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Fixera € > 0. V&lj nu ett r; < 1, s& att r > r; medfér att 1 > |B(re’?)|> > 1 — ¢ for
allat € MR. Valj ro < 1 sé att

1

— < €
21

2
/0 lg(re™)|dt — |lg] s

d& r > ro. Lat r > max{ry, 2} och notera att m(MR\ [0,27[) = 0, enligt Sats 54.
Da g € H' s giller ||C\|§Iz =|g|| g och

1

27

1 .
7 B it th_
5 [ IBGen R ol

21
/0 B(re)2dt — ||C| s

1 ; 1 , 1 ,
- B it th_ - it dt 7/ it dt —
57 B Pa— o [ jgtretlat+ - [ jgtrelar = gl

< — B(ret)|? — 1| |g(re® dt+’/ g(re®)|dt — ||g

. MRH (re)]* = 1] |g(re™)] o MR|( )dt = lgll s
1 .

<5 MRe\g(re”)|dt+e

<e(llgllg +1),

dér sista olikheten foljer fran att D(r,g) &r vixande for g € A(D). Alltsa géller
[|Bllgz = |IC|| 2. Pa samma sétt som ovan visas [|A|| 1 = HC||§{2 Det géller att

A = BC och for varje € > 0 existerar ett r < 1 si att

1 2m ) 1 2m ) )
_— Alret _ 22 _ 7/ it it . 22
s | 1At =it = = [ i latreiae - 1,
1 2m 1 2T
< |— it it -1 - it _ )
<Jge [ ot ey = 1)a + | 5 [ latre] e ol
(gl + 1)

Nu géller alltsa || f|| . ||B|l g2 IC] g2 = || fllo || Al 1. Genom att kombinera detta
med (5.2) s& erhalls

N
7 F k)l < I1£1Lc 1Al s
k=0
Lat nu N — oo for att erhalla den onskade olikheten. O

Sats 95 (Hardys olikhet). Ldt A(z) = > oo a,2™ € H'. Da giller

2
n=0

nl
mL <l
Bevis. Lat f(t) = —ie™"(t — ). Nu erhalls

. 1 27 . 1

R —i(14+n)t gy — h
f(n) i ; e (t —m)dt T+ °°
oo =7

enligt Sats 93, vilket, vid insédttning i Sats 94, ger den 6nskade olikheten. O
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Lat Z = (2™)22,. Ett polynom av grad N bestdms entydigt av en foljd a =
(an)%, dir a, = 0 for varje n > N och erhalls frin fx(z) = o Z. Till méngden
PD) :={p: D — C : p polynom med komplexa koefficienter} C A(D) definieras
operatorn H : P(D) — A(D) genom

H(fx):=H(a,2) = (Ha) 2=y (Z n+zf+1>

n=0 \k=0
00 N 1 o] 1
= a 2" rdy | 27 = z)z"dx | 2"
_z<zk/0 d> S ([ svterstar) =

déar )
(Ha)n:/o fn(x)z"dx

kan ses som de transformerade koefficienterna. Utredningen ovan kan vidare utveck-

las, varefter foljande erhéalls

oo 1
H(fn) = Z/o fn(z)(zz)"dx.
n=0

Eftersom, for ett givet polynom och for varje 0 < R < 1 géller

(N + 1) max; |a,| <

[e%s) 1 o0 1
;/0 |fN(x)(zx)”|dx§7;)/o (N 4+ 1) B oy = S E00 oo

da z € B(0, R), s& kan Fubini-Tonellis sats tillampas, varefter

' fn (=)

o 1—z2x

1 o

H(fx) = / S fula)(za) de = dx (5.3)
0 n=0

erhalls. Operatorn H definierad genom (5.3) kommer i denna avhandling att kallas

fér Hilbertmatrisoperatorn.

Definition 27. Lat LH (D) vara méngden av alla linjira underrum (A(D) C A(D)
dar H(f) = ' S@) g2 sy vildefinierad for varje f € lh.

—JOo 1—z2x

Sats 96.
A(D) ¢ LH(D)

Bevis. Lat f(z) = 7= =Y ro, 2" € A(D). Vidare giller

1-z
— 1
Ha), =Y ————dz=o00Vn.
(Ha) kZ:(Jn+k+1x oo Vn
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Sats 97. H? € LH(D) for alla 1 < p < co.

Bevis. Med hjilp av definitionen av rummet HP och Lemma 5 samt Sats 6 fas
HP C H* C A(D) for varje p € [1, oc]. Vidare giller for f € HP,p € [1, oo], framstélld
pa formen f(z) =Y po a2z, att

L PRI laxll2"| _ (S (5 ol
Zzn:ml ZZ /:+1 <Z|Z><;)k+k1> (5.4)

Hf||H1 < oo Vz €D,

dér Hardys olikhet har anvénts. Notera att (5.4) medf6r att Fubini-Tonellis sats kan

tilldimpas och i enlighet med hérledningen av formel (5.3) {6r polynom, sé& erhalls

1

H(F)(2) = lfzx ZZnJrkJrl

0 =0 k=0

och darfor dr H véldefinierad for H?, p € [1, o0].

Sats 98 (Fejér-Riesz). Lt f € HP, 1 < p < co. Nu gdller

1 1
3 | 1f0rar < St

Bevis. Antag forst att f € H? och att for varje z € D giller Sz = 0 = f(2) € R.
For R<1ochUCRr:={2:32>0A(Sz2=0V |z| = R)} géller

R ™
0= fé}cR f(2)%dz = /_R f(r)er—k/o f(Re™)?iRe' dt.

Eftersom ffR f(r)%dr € R>q sé giller nu
R T ) }
/ f(’I“)Qd’I“ = —iR/ f(Re”)%”dt
—-R 0
= ’—iR/ f(Reit)Qe”dt‘
0

< R/ﬂ}f(Re“)fdt
0

" ity |2
g/o | f(Re™)|” dt.

Pa samma sétt fas, for LCg := {2 : 32z < 0A (82 =0V |z| = R)}, att

R 27
_ 25 _ N2dr 2 poit gy
o_y{LCR|f(z)| dz = [Rf()d+ [ setineta
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och

R 27
/ f(r)%dr =iR F(Re™)2e'at
—-R g
27 ) )
iR f(Re”)%”dt’

T

27
<R[ |f(Re")|dt
2

< / |f(Re™)|” dt.

Sammanslagning ger nu att

R 2 o
2/_Rf(r)2dr §/0 | f(Re™)|" dt, (5.5)

for f € H?> med Sz = 0 = f(z) € R. Vilj nu en godtycklig funktion f € H?2.
Eftersom f € A(D), s kan f uttryckas i en absolutkonvergent serie

flz)= Z(ak + ibk)zk = Zakzk +1 Zbkzk
= k=0 k=0

k=0
for z € D. Lat . .
A(z) := Z arz® och B(z) := Z bz
k=0 k=0

Notera att bade A och B ér reellvarda péa de relevanta delmangderna av reella axeln,

vilket resulterar i att

R R
2/ \f(r)|2dr:2/ A(r)? + B(r)2dr

-R -R

2m
g/ [A(RE!)|? + [B(Re)| dt
02” 12 112 12 112
:/ |f(ReM)|” + |[A(Re™)|” + | B(Re™)|” — | f(Re™)|” dt.
0
P4 enhetsdisken géller

|A]? +|B|? - |f|* = AA+ BB — (A +iB)(A - iB)
— i(AB - BA)



David Norrbo

och A(Reit) = A(R(e~™)), vilket resulterar i att
o ity |2 ity |2 ity |2
|A(Re™)|” + | B(Re™)|” — | f(Re™)|" dt
0

=i / v A(Re™)B(Re™ ") — A(Re™")B(Re™)dt
0

27 27
i / AR B(Re=")dt —i | A(Re=*)B(Re')dt
0 0
27 27

=i A(Re™)B(Re™")dt —i A(Re™)B(Re™")dt
0 0

=0.

Nu ger (5.5) och Sats 49 att
R ) 27 2 T 9
2/ 1f@)Pdr< [ [f(Re)]"dt <A |f|l2 -
R 0

Lat R — 1~ for att erhalla den Onskade olikheten. Betrakta nu en funktion f €
H? 1 < p < oo. Enligt Sats 58 kan f:s nollstédllen faktoriseras ut i en Blaschke-
produkt B, f = By, sadan att ¢ € HP saknar nollstillen. Vidare géller g% € H?

och

R R
3 [ lwrar<g [ jgepar

—R —R
1 (B 2
:f/ ’9(7")g dr
2J)-r
™
<3|
=2
™
= 5 ll9lla

s
T

2
H?2

P
g2
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Kapitel 6

Hilbertmatrisoperatorn pa

Hardyrum

I detta kapitel visas det att Hilbertmatrisoperatorn &r begrénsad, vilket inkluderar
resultatet H(H?) € LH da p €]1, 0o[. Vidare erhalls, for 2 < p < oo, att

v
IHO e < St S W e
for varje f € HP. Olikheten ovan kommer dven att gilla for 1 < p < 2 ifall f(0) = 0.
Lemma 99. Lat fi(z) =1 (In (%)) "". Fér s > 1 och 0 < § < 1 giller
fs € L'([0,0])

och
fsoT e L*([1 —6,1]),

dar T'(z) =1—=.

Bewvis. Partiell integrering ger

[He0) ot [0 ) |

L)) ()
nl) e[ () e

Vid subtraktion av den sista termen, efterfoljt av division med 1 — s erhélls

[ROE) o[ 0(2) s
()
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Vid substitution x = 1 — ¢ erhalls

[e(m@) e[ (a(E) com o
[ () o ((3) Tex 6o

Lemma 100. Betrakta funktionen

vilket ger

For s > 1 giller f, € H'.

Bewvis. Betrakta funktionen

g&)ﬁ:zon(liz>)_1:—%UM1—zD4

) (e
k Zok+1

k=1

)1.

Maclaurinutvecklingen av In(1 — z) &r giltig i D och fran ovanstaende uttryck inses

att g(z) dr analytisk och saknar nollstéllen i denna méingd. Detta medfor att g(z)*

&r analytisk i D, varefter f,(z) = 725 g(2)* dr analytisk, d& 1= &r analytisk i D.

Notera att f, ér villdefinierad i D \ {1}. Fér en funktion f : M C C — C\ {0}
galler

In f(z)] = [In|f(2)[ +iarg(f(2))] = [In[f(2)]]. (6.3)
Notera att
1 1 1
- = = . 6.4
’ ot \/(1 —rcosf)” + (rsinf)? V(1 +72 =27 cos(0)) o4

Lat 6 = %,00 = arccos % och % < r < 1. Nu giller
20 i £) = [ |1 )| do+ [ fure®)| db.
—609 [*W;*QO]UWO)T‘-]

Lat den forsta integralen betecknas med I1(r) och den andra med Iy(r). Lat V :=
{ret :r €10,1],0 € [-7,—00] U [0y, w]}. For den andra integralen giller

a(r) < 2(m — ) max |, ()] < 2mmax| £, (2)] < o0, ¥s > 1.
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Vidare giller, for I,

—S

) 1
I < - - do
l(r)/_go 1 —ret n‘l—rew
fo 2 df

s =: Iy, (1),
o /(1 +72—2rcos(0)) In 1 (")
£/ 1472 —2r cos(0)

dér olikheten ges av (6.3), samt att r < 1 < s, och likheten av (6.4) samt att cos &r

en jamn funktion. Vidare fas, genom substitutionen 2r(1 — cosf) = 1 — ¢, att

—s
1
. ()/12r<15>2<ln\/m> (—3;)dt
o(r) = | VO+r2+1—t—2r) \/1,(M)2
2r

—S
B /1 2 (% In (1—r)%+1—t) dt

e VA =r)2r1l—t 2r—(2r—1+t)2r+2r—1+1)

10

< gstl /1 (ln (17r)%+1—t) dt 6.5)
Vit '

0

Lat

Tt(T) = ((1—7“)2+1—t) (hl(].—’r')zl-i-].—t) | ;

varefter d%Tt ges av

d 1 2s
%Tt(r) = —2(1 — T’) (hl (1—7‘)2—|—1—t> +

@i (ngogrersy) (aoiEeis)

—o(1—7) <1n M)Zs_l (25 “n WJ .

For (1—7)? <t <1 #r derivatan av den reella funktionen reell, da s > 1. For dylika
r,t € [0, 1] géller

d
—Ti(r)<0&2<2s<In

St—1+e?2>(1-7)
dr

1-r)2+1-t
Integralens gréinser i formel (6.5) ger att relevanta virden pa t &r t € [, 1], vilket
medfor att Ty (r) ér icke-viixande pa det nyssnimnda intervallet, eftersom t—1+e~2 >

e?— > s > (1—r)% dir r €]35,1[. Da Ty(r) ér icke-viixande, si ir och

_1
10> Ty (r)

1
T (r)

(6.5) kan uppatskattas med

icke-avtagande med avseende pa r > 5 da t € [35, 1], vilket medfor att

dven 107

1 (hl %)78 1 (ln %)75 23+1
25“/ 1 di —2S+1/ LA - (In10)'~*,

o 41—t \/l—t_ 2 1-—-1t Ts—1

10
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dér den sista likheten foljer fran beviset till Lemma 99. Sammanfattningsvis géller,

fér varje s > 1, att

2
Dl(ﬁfs) < m

Lat till sist r — 1. O

s

In10)*~* .
(In10)"" + max|f(2)] < oo

For Hilbertmatrisoperatorn opererande pa H!-funktioner giller

—lf(m) T = S z)(zx)"dr
H(f) = d /O;f()( y'd.

o 1—z2x

Vidare géller, for varje R < 1 och z € B(0, R), att

[ S ieeertan < [ S o aas < 10,

dar Sats 98 har anvants for att erhalla den sista olikheten. Nu kan alltsd Fubini-

Tonellis sats tillampas, vilket medfor

HF) = 2 (/01 f(a:)a:"dx) -,

Det géller dven att f(2) = Y o, arz®, for nagon f6ljd (a,)S%, eftersom f &r analy-
tisk pa D. Sats 95 medfor att

0o 1 0o 1

k_n
) de <3 Jag]— < o0,
2 /0|akxx|a:_ ‘ak‘lJrk 00
=0 k=0

varefter Fubini-Tonellis sats ger den andra likheten nedan

oo

2 </01 f(x):c"daj) 2= Z (/01 ki:oakxkzndz> n

n=0
o0 1
(Zak/ x’%"da:) z"
0

Nu har foljande resultat bevisats.

Sats 101. For Hilbertmatrisoperatorn opererandes pd HP, p > 1 existerar foljande

framstdllningar:



ddr ay, dr koefficienterna i Maclaurinutvecklingen till f.

Sats 102.
H(H') ¢ H!

Bevis. Lemma 100 ger att f := f% , definierad genom

3
2

fa(e) = Cm(llz» ’

tillhér H'. Det giller att

© U f(x)adx 0 n
Z(M() d)=/1f<:c>Z g

= n+1 0 n:0n+1
N P e
= [} s 3 SR
! 1
= f(z)=(-1)In(1 — z)dz
0 T
[=6n(5) G
= —In —1In
o 11—z \z 1—-2z z 1
Ly /1 1 3
_/0 1z<xln(lx)> de
L 1)) 2
Z/;l—a:(wln(l—x)> d
111 1\ 2
L ()

= lim [(ln !
b—1— 1—=x

Antag att H(f) € H', dir

Nu ger Sats 95 att

o0 fl f(x)z"dx
2 <0n+1> <o,

n=0

vilket &r en motségelse.

Sats 103.
H(H>™) L H>™

David Norrbo
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Bevis. Betrakta funktionen f =1 € H*. Nu giiller

1 1 1 1 1
dr = —[—1In(1 — =-1 .
1—za:x z[ n( zx)]o znl—z

e = | 1

Betrakta 2 €]0, 1] i néirheten av 1. For varje M > 0 hittas nuett R > 3 sa att z > R
medfor

Detta medfor att Doo (R, H(f)) > M, da H(f) &r kontinuerlig. Eftersom Do (R, H(f))
ar vixande med avseende pad R s maste ||H(f)||ge~ > M for alla M > 0, alltsa
IH(N| oo = 00 -

Hérnést introduceras ytterligare en framstéllning av Hilbertmatrisoperatorn. Fran

tidigare géller, for f € HP,1 < p < oo,

He = [ L g = M(;xt(z))db

o 1—zx o 1—zx(2)
dér linjen z : 0 — 1,2 € R har transformerats genom ¢ : x — % Inversen ges av
t
e =m(2) = —————.
¢ = () (t—1)z+1

Integranden &r en funktion Y;(f)(z) = wi(2)(f o x¢)(2), dér

wi(z) = Sre(2) :(t—l)z+1—§z t—1)z+1 _ 1 -
1—zm(z)  (t—1)z+1)2 E—1)z+1—2t (t—1)z+1

Nu géller alltsa

1
H) = [ vtnae (6.6)
Lemma 104. Lat .

Nu géller att x; ar analytisk pa D och att
z¢(D) C D. (6.7)

Bevis. Notera att (6.7) innebér att |z,(z)| < 1 for varje z € D. Det géller att

1 2

1 1 1
lze(2)] 72 = t—2|(t— Dz+ 1 = t—2|tz—|— 11—z = ‘t (1 —RNz) + RNz +iz (1 - t)

_ (1(1_mz>+mz)2+ (%z (1— ))2

Om t, Rz €]0, 1] sa géller } (1 — Rz) > (1 — Rz) och dérmed

| =

(1 (1—Rz2) + §Rz)2 > 1, (6.8)
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vilket ger att |24(2)|72 > 1, med andra ord |z:(z)| < 1. Om termerna i (6.8) om-

grupperas sa erhalls

1 1 21 )

Eftersom z; dr en Md&biustransformation sa ar x; analytisk i sin definitionsméngd.

O
Lemma 105. For 0 <r < 1 giller
1
P(rt) < -
1—7r
Bevis. Lemma 8 medfor att
1 it 1
Prt) < |~ | <2HT
1 —rett 1—r
O

Sats 106. Lit f € HP,1 <p < oo, h € A(D) sd att |h(z)| < 1 for alla z € D. Nu
galler

1

17 ol < (T ) 1l

Beuvis. Sats 67 ger att

27
f(rei‘g) = %/0 P(r,0 — t)f(eit)dt.

Vidare giller, enligt Jensens olikhet

27

[f(re?)P < QL P(r,0 —t)|f(e")[Pdt =: G(f)(r,0). (6.9)

™ Jo

Sats 13 medfor att G(f) &r harmonisk i (r,0) € [0, 1[x[0, 27[. Vidare géller G(f)(r,0) =
G(f)(Jre|, arg(re®)) = G(f)(re'?). Vidare sa ger Lemma 70 att G(f) o h &r harmo-
nisk. Fixera pe’® € D och lat re® € D vara sidan att h(pe'®) = re', varefter (6.9)

kan skrivas som
|(f o h)(pe' )P < (G(f) o h)(pe™).

Vidare erhalls
1 2m ) 1 2 )
5o | I empenrda < o [ (G() o h)(pei®)da
™ Jo ™ Jo
= G(£)(h(0))
1 27

= P(|n(0)],arg h(0) — t)| f(e™)[Pdt

R
< e
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dér Lemma 7 ger den forsta likheten medan Lemma 105 ger den sista olikheten ovan.
Saledes géller

1

VO] 1 (7 o NP (14 R(O)\ 7
Dy fom < (s [ irepa)” = (FEEGH) 1l

dér Sats 66 ger den sista likheten. Lat » — 1~ {or att erhélla

1

17 ol < (1000 ) 1l

Lemma 107. Lat g; : D — C vara definierad genom

g:(2) = (t+ (1— t)Q)—l

1—tz

for ¢ €]0,1[. Nu géller g € H* och
sup |[gel g < 9-

telo,1]
Bevis. Eftersom [tz| <t < 1 for z € D, s& dr g; en véldefinierad sammanséttning
av analytiska funktioner, vilket medfor att g; ar analytisk for varje ¢ €]0,1[. Lat
z =re?. Nu giller, for (z,t) € D x [0, 1],

(1-1t)?
1—tz

1 —trcos® + itrsinf

(1 —trcos6)? + (trsin )2
1 —trcos@ + itrsinf

(1 — trcos )2 + trsin? 0>
1 —trcosé
1 — 2trcos 6 + t2r2

1—tr
(1+tr)?

1—1t
(1+41)?
1 — 2t + 5¢2

(1+1)2

2 2+ 1—t)\?
1+¢ 1+t
2
. . 1t . 2t
> min{ min ——, min ——
te[0,d] 1+ e[y 1+1¢

(1 2\?
>ming —, -
33
1
5
Saledes erhalls |g¢(z)| < 9 for alla (z,t) € D x [0,1] O

o+

=’t+(1—t)2

2%(t+(1—t)2

=t+(1-1)?

>t+(1—1t)?

>t+(1-1t)?
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Lat p €]1,00[ och f € HP. Notera att wi(f o x¢) = (gef) o x4, dér

ge(2) = w0y (2)

_ 1
(t— 12 41
_ 1—tz
S t-Dt(l—2)+1—tz
- 1—tz
Sl —t+Ht2—t22
1—tz

(1—-1)24+1t(1 —tz)
(1-1)*\""
:(t+ 1—tz> '

Enligt Lemma 107 sa géller g, € H, vilket medfor att g, f € HP. Eftersom x; ar

analytisk pa D sa ger Lemma 104 och Sats 106, att

1+ |2 (0)\ 7
1(gef) 0 el o < <1—|xt(0)|> ge N o -

Vidare géller

141

Il =) ol < (157) sl

1 1
T+t\7 . o 14+t\7
< |— , < —_—
(150) ol 171 <9 (155) 1

vilket visar att
Y, : H? — HP. (6.10)

Vidare géller, enligt Minkowskis olikhet i integralform, for p €]1, oo, att
1 1
Dy HUN < [ DY < [ ¥t
0 0

fran vilket

1 1/q z
MOl < [ IOt <07l [ (155) @ 10

erhélls da r — 17 . Integralen kan uppatskattas enligt

A Y L1y
[ [ () o [ () o
o \1—1t o \1—1t o \1—t

Den forsta integralen evalueras till

/o1 (1—t)7 7 dt = l_ (1 - 11?>_1 - ﬂl;] ) %
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medan den andra integralen ger

Alt(lli);dt:[_t<1‘;>_u1—tﬂé1

0 p= 1
1 1 )
- <2 = 1) 1-1)> 5| = p 7
p—1 p , @r=Dlp-1)
vilket medfor att 5 )
p 3p—
< _y
IO <91l (5221 )
alltsd H(f) € HP for varje f € HP och
9p 3p—1
I1M]],, = sup 1H e 9 3p T

sear fllge ~“p—12p-1

Detta innebér att Hilbertmatrisoperatorn &r begrdnsad och att HP € LH for p €
J1,00[, eftersom H &r linjir. Harndst ska en bittre dvrebegrinsning till [|H|],, be-

stammas.

1
Lat Q = Qp = U - f o T4 vara definierad enligt Sats 90, U(z) = (ﬁ)p. Pa
samma sitt skrivs Q7! = U - foTy1. Nu definieras Y genom Y = Q 'oY 0 Q.
Notera att

t t(1+2) 1 +2)

(-1t 41 1—ttet—z+1l+z te—t+2

xpoTiq(2) = (6.12)

Det giiller att Y : H? — H?, eftersom

Q:HY — HP,
Y : HP — HP? och
-1,

Q" :HY - HY,

enligt (6.10) och Sats 90. For f € H? kan Y (f) explicit uttryckas genom

'Y (U- foTuy))

Ywe - (U - foTiy)oxy)

Nwe - (Uoay - foTiy oxy))
=U-(w-(Uoxy-foTiyom))oT (6.13)
=U - (woTy - UoxioTiy - foTip oz 0Thy))
=U-woTy-UoxyoTyy)- foTiyomxyoTyy

=si(focr),

Q' Y(Q(N) =Q~

=Q
=Q
=Q
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dar

1+ A2 241+ 2)
@(?) =TiromeTule) =1 tt(lrzr?:tz—t+2—t(1+z)
T tz—t+2
20tz +1) ¢ 1

- - h
2(i—1) 1-i t1=(°°

st(z) = sep(2) =U - Wt°T+1 UowyoTh(z)

4 ®
( 1+ 2)? ) (t—1) f+i+1 <(1—$t°T+1(Z))2)

1

B (1+z)_%(1+z) 4 ’
S t-D(z=-1)+1+2 (1—51?2)

_(1+Z)1—i< Atz —t+2) »
otz —t 42 (tz—t+2—t(1+z))2)

C(42)' T Atz —t+2)2\ 7
otz —t+2 4(1 —t)2

1+ -3

yA P

= — 1—¢t) »
(tzt+2) ( )

Andra likheten nedan géller, eftersom (Q &r en bijektion, medan den tredje likheten

ar en foljd av att @ ar en isometri:

1Y ()L
Yl = H2 AN Hr
IWllop = su0 all,

Y QU a»

e QW
1Q7Y QU e

QT (6.14)
[Pl
= sup —————

feH?y ||f||Hfr

Lemma 108. Lat f € HY, p €]1,00[, t €]0,1[ och lat
t 1

Da géller

1
1—-t\»
p < | — .
17 el < (S52) Wl
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Bevis. Notera att foc; dr vildefinierad pa C, eftersom ¢;(C4) C C,. Vidare géller

‘ /Oofi(+')+i "0’
i W N L R S Ty | B

° ity
WS (/_Oo \f (“M i t>

Lat nu b == by(y) = {2 och notera att ¢, (]0,00[) =]11;,00[ for t €]0,1[. Vidare

giller dy(b) = %db varefter ovanstaende uttryck skrivs som
>0 1—t \7
sup </ f(c+ )| db)
3 <c<oo \J -0 t
1 1
1—t\7 > Com o\ 7
< | — sup |fle+ib)|"db) .
t 0<c<oo — o0

Lemma 109. Lat p > 2, t €]0,1[ och f € HY. Nu gller

1 0 ctll s

G|, <A 1l

dar
Yi(f)(2) = se(f o cr),
1—2
si(z) = (;%) (1- t)7%
och . )
c(z) = Tt ¢

Bevis. Da p > 2.t €]0,1] sa géller

1—2
|14 2| ! 2
VIRz —t 122 + (t%z)2> (=1

|1 —|—z| 1_% _%
: (\/(ﬁRz —t+2t)2 + (tgz)z> (1-1) (6.15)

Nu kan |Y| uppétskattas med

V() ()| = |se(2)[[f o co(2)| <t 1L — 1) 7 |f 0 e(2)]
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for varje z € C;. Med hjilp av Lemma 108 erhalls nu féljande uppatskattning for

normen

G|, = sl - 1F o cellly
+

=<t 1-0)77 |If ocillyy

1
2 _2 (1—t\>*
<7007 (F20) 1l
1_1 —1
= Uy
O

Sats 110. Lat (a,b) = fol 2971 (1 — 2)~Ydz vara den klassiska beta-funktionen.
Fér0<a<1 gdller nu

B(a,1—a) = wsin (ra) " .

Bevis. En omskrivning av betafunktionen ger

1 a 00 e’}
1 t+1 dt 1
Bla,1—a) = / * —dr = / plth = / [ —
0 1—=x x 0 t (1+t)2 0 1+t

Lat 0 < 6 < 1 < R och tillampa residysatsen pa ”nyckelhéalet” Cj g for att erhalla

Figur 6.1: Kurva Cs g
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1 1 Za—l
2mwiRes (id“ > (—-1) = 7{ dz
1+id Csp 1tz

R a—1 27 Ro—1 i0(a—1) )
:/ r d?“—i—/ 2 Rieds
) 0

1+7r 1+ Ret?
0 a—1_,i2m(a—1) 2m sa—1,if(a—1) )
+ / L ar+ / e
R 147 0 1+ det

a—1 i0(a—1)

dér foljande gren av potensfunktionen z anviinds: 2271, _pee = R le .
For integralen langs cirkeln med radien R erhalls féljande uppéatskattningar
27 pa—1,i0(a—1) ) 2 pR(a),—03(a)
L Riedo| < / Re—_de
0 1+ Ret® 0 [1 — | Re||

27 pR -0 R 27
:/ R¥(a)—03(a) gp < R (a)/ 30 g9 < o0,
0 0

R-1 “R-1

R¥(a)
R—1

erhalls analogt

dar — 0,d& R — oo, om R(a) < 1. For integralen langs med den andra cirkeln

2m sa—1,i0(a—1) R(a) 27

) . 1) o

/ 67.5i610d9 < / e 080 < 00,
0 1+ de? 1-4J

dir 20 50, d& § — 0T, om R(a) > 0.
Integrandens singulariteter intriffar i z = —1 och z = 0, varav 0 ligger utanfor

det omrade som kurvan Cj r innesluter, 0 < 6 < 1 < R. Residyn ges darfor av

ida_l . Zail . z® iTa
Res(1+ld) (_1)_z1—l>n—ll(z+1)1+2 _zgrcg"?__e '

For varje a € C med R(a) €]0, 1] och for varje R,d med 0 < § < 1 < R géller

a—1
—2mie"™? = % i dz.
Cé,R ]. + 2z

For a €]0, 1] erhélls, d& R — oo och 6 — 0%, att

oo a—1 a—1_,i2w(a—1)
. g r r (&
—2mie'™ = / — dr &
0

147 147
) ) o] ,r,afl
—2mie'™ = (1 — 612“(‘171)) / dr
o 147
o ,a—1 _ ima
/ 4 dr = 27Ti,e—
0 14+7r (1 _ ez??r(afl))
_ 271
- eiﬂ’aefiQTr _ e—ima
o ™
= ma_g—ira
21
o ™
~ sin(ma)’
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Definition 28. For p €]1, oo| definieras foljande méngder

HY :={f e H?: f(0) =0} och HY :={f € HY : f(1) =0}
Lemma 111. Q : HY — H{ ar en isometrisk isomorfism, dér @ &r operatorn given
i Sats 90.

Bevis. Eftersom HY C HY och Hf C HP? och T1,(0) = 1, samt T (1) = 0 sa har
Q alla ndmnda egenskaper, forutom eventuellt homomorfiegenskapen. Eftersom HY
ar sluten med avseende pa addition s& foljer denna egenskap fran att @Q:s utvidgning

till HY &r en homomorfi. O

Lemma 112. Lat p €]1,2[,t €]0,1[ och f € HY. Da giller

%[, <t @=07 15llg
dar
?t(f)(z) =si(focr),
1-2
o) = () Ta-n
och

t 1
Ct(z) = (T1+ O T OT+1)(Z) - 17_{2 + 17_75

Beuvis. Lat f € HY. Enligt Lemma 111 sa galler Q(f) € HY, vilket leder till att det
existerar ett 7 € H? med Q(f) =id - 7. Lat nu g = Q~'(7) € HY. For r > 0 giiller

[Ty [T ety

vilket meed hjalp av Sats 90 medfor att

HfHHi:HQ(f)HHp:||T||Hp:”g||Hi~ (6.16)

Vidare giller att

Yi(f) =@ ')
Q™' (id- Q(9)))

Yo
Yi(
Yi(U - (id- Q(g)) o T1)
Yi(
Yi(

u-

~..

V(U -ido Ty - Q(g) 0 Thy)

H(Ti1-Q71(Q(9)))
=51 (Ty1-g)oc

=s-Ty10¢-gocy
= (s Ty10c) goc

=s-xoTy1-goc

Ot g O Ct,
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dar
o1(2) = (st - 2 0 Th1)(2).

Med hjalp av (6.12) erhalls

22
_2 142 P
o(z) = t(1—t)"7 (tz_t”) .

Eftersom exponenten 2 — % > 0, da p > 1 sa kan approximationen som anvants i

(6.15) aven tilldimpas hér, vilket ger foljande uppétskattning:

00(2)] < t(1 — )3 (1)2_’% I

Nu kan |V (f)| approximeras med

- 2_ _z2
V() ()] = loe(2)llg o ce(2)] <t L =) "7 |g o cr(2)]-
Med hjalp av Lemma 108 ehalls foljande approximation:

%00

=l lo ol

2 _2
=<5 (1= t) P [lgocully

24 _2 (1t g
< tr — p | —— P
<67 - 07 (5 Nl
1_1 _1
— A= F |l
dér den sista likheten ges av (6.16). O

Sats 113. For 2 < p < oo gdller

™

< .
Il < iz

For p €]1,2] gdller samma ovrebegransning for normen av ’H|Hg, dvs. restriktionen

av H till funktioner med 0 som firpunkt.
Bevis. For varje f € HP, p € [2,00] géller

Dl [ 1Dl
Tl S/0 e

1
< [ Il e
0
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dér forsta olikheten ges av (6.11) och integralens linearitet, medan férsta likheten
erhalls av (6.14). Tredje olikheten ges av Lemma 109, varefter Sats 110 ger darpa-
féljande likhet med a = %.

Lemma 111 ger att (6.14) géller &ven d& H? och HY &r utbytta mot H{ respektive
HYV. Déarmed géller (6.17) dven for f € Hf, dér sista olikheten fas av Lemma 112
samt Sats 110. Operatornormerna ges i detta fall av supremum 6ver H{ respektive
HY. O
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Bilaga A
Nagra satser

Sats A.1. Lit M wvara en dppen mdngd och f : M C C — C wvara en analytisk
Sfunktion. Da ar f konstant eller sé dr funktionens nollstdllen isolerade fran varandra,

dvs.

Vzo € Zero(f) 30 > 0 sd att B := B(z0,6) \ {20} C M och BN Zero(f) = 0.

Bevis. Om f &r analytisk sa kan f uttryckas lokalt som en taylorserie kring nagot
zo € M. Lat zg € Zero(f) och

flz) = Z an(z — 20)".
n=0

Om a, = 0 for alla n € Z~( sa erhélls f = ag. Annars existerar, enligt valordnings-
principen, ett minsta n =: ng sddant att a,, # 0. Observera att eftersom f(z9) = 0

sé bor ag = 0, dar ng dr graden pa nollstéllet zg. f kan alltsa uttryckas som

f(z) = Z an(z —20)" = (2 — z0)"™ Z Untno (2 — 20)™.
n>ng n>0
Lat F(2) := ), 50 Gntno(2 — 20)". F(20) = an, # 0. F &r givetvis en taylorserie till
en analytisk funktion som da ocksa ar kontinuerlig. Detta medfér att det existerar
ett § > 0 saddant att

[F'(20)]

z € B(z0,0) C M = |F(z) — F(z0)| < 5

vilket 1 sin tur medfor att

z € B(z0,0) = 0< @ < |F(z)].
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Sats A.2. Lit a = (an)nen vara en foljd Reella tal med 0 < a,, < 1. Produkten
N
I1e
n=1

konvergerar mot P > 0 om och endast om

N

Z(l —an)

n=1

konvergerar, dé N — oo.

Bevis. Antag att produkten konvergerar. Nu géller In a,, < a, —1, for varje n, vilket

medfor att
N N N
S0 == 30 -1 <= Y, == [
n=1 n=1 n=1
1 ! <1<
=lnh——— < =<
Hg:la" P

For varje N. Lat N — oo for att erhalla det 6nskade resultatet. Antag nu att summan
konvergerar. Dé galler limy_, o, ar = 1. Saledes hittas ett K sa att ap > %, fork > K.
Lat f(z) = &2 (z) =Inz — 1+ 1. Nu giller, for z €]0, 1],

7(@) = 2 oen g'<x>:;(1—1) <o,

z
g ar saledes avtagande, vilket ger att g(z) > g(1) = 0. Detta medfor att f &r icke-
avtagande, vilket i sin tur leder till att 1 —1 < f (:c) < 1for x € [2,1]. Saledes giller

for dessa x att (observera att Inz < 0)

1 Inx eller ekvivalent

x—lge_ 61(1—90) —Inz.

Nu giller for N > K att

N oo
= Zlnans N ) <= Y (1 —an) <. (A)
Hn K On -1 =% e-1 =%
Eftersom In, % ar kontinuerliga funktioner sa erhalls, d& N — oo, att
1 L <
N = < 0,
Hn:K an
vilket &r ekvivalent med -
H an >0,
n=K

da a,, > 0 for alla n. Produkten av de forsta K termerna ar storre an noll varfér den

totala produkten &r storre &n noll och darmed &r satsen bevisad. O
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Sats A.3. Lit M wara en domdn och f, : M — C, f, € A(M). Om f, — f
likformigt pd alla kompakta mdngder G C M, sa dr f: M — C analytisk.

Bevis. Eftersom M &r 6ppen sé kan man till varje m € M skapa en 6ppen boll
B(m,8) € B(m,d) C M for nagot & > 0. Saledes riicker det att visa pastaendet
for dessa bollar. Betrakta en av dessa bollar Bs = B(m,d). Eftersom f,, ar konti-
nuerlig pa den kompakta mingden Bj sa #r dven f kontinuerlig pa Bs pa grund
av den likformiga konvergensen. Detta medfor att g(t) = gm.s(t) := f(m + de')
ar begriinsad och att g € L'([0,27[). Vidare si ger Riemann-Lebesgues lemma
att = 027T g(t)e™*dt — 0, d&a k — oo. Vilj nu ett R < 6, vilket medfér att
Bgr = B(m, R) C B(m,¢) ér kompakt. Notera att

1 d 1 2
5 % ( f(w) )1:+1 _ 5 f(m+ (56”)(526”5 (k+1) —zt(k-‘rl)dt
op; (W —m i Jy

= (5_]“i /Zﬂg(t)e_”kdt
27T 0 ’

vilket medfor, att for z € By giller

> -

k=0

k 1 27
- —itk
") e oo

(5

j{ flw
2m op; (W — m’“r1

<
— R
I=%

< 0

fér nagot A € Z~( oberoende av R. Detta visar att

> f(w)dw
Z 2m ﬁBJ (w —m)k+1

k=

(=)

ar vildefinierad och konvergerar absolut pa Bp. Eftersom f,, dr analytisk sa giller,
for z € B, att
oo
1 fr(w)dw
k n
— _ — _enN A2
For z € By giller dven

o0

> (- m)F = J(w) = Julw) J;”(w) dw

2mi w — m)k+l
2 s

(w —m)k+1 jdw

s 1
<) RF — f
1

SZR i27r5max |f(w) — fn(w )|6k+1

27 wEDBs



David Norrbo

(A.2) ger nu
N flwdw
> o M = >‘
o [ ) = )
< U@ e+ et g f G
<1l — )]+ max o) ~ o)l
1)
< max £, (0) - S (14 527).
och da &aven
= - ki f(w)dw — (s
znel%}; kZ:O(Z m) 271 }{935 (w —m)k+1 I )‘
)
< max |1, (o) = Sl (14 52 )

for varje n. Eftersom f, — f likformigt pa varje kompakt delméngd av M s& kan

denna Ovrebegransning goras godtyckligt liten, vilket medfor att

DS sy fw)dw
f(z) kzzo( ) o %935 (w — m)k+1 (A.3)

for z € Bg. Eftersom R < § ar godtyckligt vald sa géller framstéllningen i hela Bs.
Hogerled i (A.3) representerar en analytisk funktion, vilket medfor att f &r analytisk
i Bs. Eftersom, det for varje m € M existerar en omgivning Bs dar f har en dylik

representation sa ar f analytisk i hela M. O

Avslutningsvis presenteras nagra kinda satser.

Sats A.4 (Holders olikhet). Lat f,g: M — RU{£oo} och 1 < p < o0, dir M dr

en mdtbar mdangd. Nu gdller
[ st < ([ 1ora)” ([ o)

Bevis. Se [11]. O

p

dir q = 551

Sats A.5 (Minkowskis olikhet). Ldt f,g: M — RU{xo0} och 1 < p, dir M dr en
mdtbar mdngd. Nu gdller

1 1

(/MIf(t) +g(t)|pdt>p < ( M|f(t)|1’dt>p + ( s |g(t)|pdt)’l’.

Bevis. Se [11]. O
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Sats A.6 (Minkowskis integralolikhet). Ldt X, Y wara tvd mdtbara mdngder, F :
X xY = Cochl<p<oo. Nu giller

(% AF(x’y>dypdx>;< L (. |F($,y)|pd:r);dy.

Bevis. Se [11]. O

Sats A.7 (Jensens olikhet). Ldt a < b och g :]a,b[— R vara konvex. Lit I C R vara
ett dppet intervall. Lat vidare f,h, fh € PLY(I), f(I \ Mo) Cla, b, dir My dr en

mangd med mdattet noll, och

/ h(t)dt = 1. (A4)
I

Nu gdller
g(/I f(Oh(t)dt) < /I(g o f)(t)h(t)dt.

Bevis. Fixera e €la,bl. Lat « €]a, e[ och y €]e,b[. Nu giiller 0 < =3 < 1, vilket

medfor att

g(e):g<(y—m);_i+$> =9<y;_i+x<1—;_i )
.

7T )+ (1 - H”) o(z) = % (g() - g(a))

y—= y—z

<
= y—z

for en konvex funktion g :]a,b[— R. Detta kan skrivas om som

fe(x) := g(e) —9(2) < 9(y) — g(m)
e—x - y—x

Eftersom 1 — Z:‘; = ;’:;, s galler dven

g(e) < (1 _y= ) (4) — 9(@)) + g(2) = L= (9(z) — 9(v)) + g(w).

y—x y—x
vilket ger
9(y) —9(x) _ 9y) — g(e)
y—r ~—  y—e
Nu géller alltsa
9(e) —g(x) _ 9(y) —g(e)
e—x - y—e

for alla 7,y med a < x < e <y < b. Definiera nu C, := sup, ¢, o fe(z) € R for

vilken
9e) —9(@) _ . 9) —gle) (A.5)
e—u - y—e ’
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géller for varje x,y. Vidare s& géller féljande olikheter da z,y uppfyller a < x < e <
y < b

g(e) — g(x)

. <Cesgle) —g(@) < Cele—a)

& gle) < Ce(e —x) +g(x)

C < g(y) —gle)

e & Ce(y—e) <g(y) —gle)

& gle) < Cele—y) +g(y).

Notera att for e och darmed for alla = €]a, b] s& géller
g(e) < Ce(e =) + g(). (A.6)

Observera att (A.4) medfor att A > 0 p& en méngd med positivt matt. Saledes hittas
en méngd M och ett 6 > 0 sadant att h > § pa M. Nu géller

/w—fu»mmﬁz/kb—ﬂﬁm@ﬂzajkb—ﬂwwt
I M M

Eftersom f inte kan vara storre &n eller lika med b pa en méngd med positivt matt
sa méste [, (b — f(t))dt > 0, vilket medfor att

/ f(t)h(t)dt < / bh(t)dt = b.
I T

Med liknanade resonemang erhalls att [, f(t)h(t)dt > a. Notera att b = oo och
a = . — oo tillats. Satt e = [, f(t)h(t)dt och betrakta (A.6) med x = f(t), for
t € I'\ Mp. Nu erhalls, da h >0 och ¢t € I\ My =: I

g(e) < Cele— f(t) +9(f(2))
= g(e)h(t) < Cele — f(t))R(t) + g(f())h(t)

~g(0) [ mnar<C. [ =g+ [ aremoa
= g(e) [ hydt < C. (e /I h(t)dt — /1 f(t)h(t)dt) + /1 g(F(E)h(t)dt

1
I
=g(e) <

/guanmwﬁ.

I

O

Sats A.8 (Fubini-Tonellis sats). Lit E, F C R vara mdtbara mdangder och lit f :
Ex F —C. Om f dr reell och f(z,y) >0 for varje (z,y) € E x F sd giller

/Efo(x,y)dA(x,y)=/E/Ff(x,y)dydxz/F/Ef(m,y)da:dy.
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ddr dA dar Lebesgues ytmdtt. Ovanstiende likheter gdller dven for en komplexvdrd

funktion f om en av féljande tre integraler existerar:

/ExFl (z,y)|dA(z,y), //|fxy\dydzoch//|fxy|dzdy

Bevis. Se [6]. O

Sats A.9 (Fatous lemma). Lat M C R vara en mdtbar méangd och antag att (f,)5%
ar en foljd av matbara funktioner f, : M — R sddana att 0 < f,(x), for varje n,

ndstan éverallt x € M. Nu gdller

/ liminf f,,(¢)dt < lim inf / fn(t)
M n—oo n—oo
Beuwis. Se [3]. O

Sats A.10 (Monotona konvergenssatsen). Ldt M C R wvara en mdatbar mdngd och
antag att (fn)22, dr en foljd av matbara funktioner f, : M — R sddana att 0 <
fu(x) < fag1(x), for varje n, ndstan overallt x € M. Nu gdller

/M Jim fu ()t = lim [ f (o)t
Bevis. Se [3]. O

Sats A.11 (Lebesgues dominerade konvergenssats). Lit M C R vara en mdatbar
mangd och antag att (f,)°2, dr en foljd av mdtbara funktioner f, : M — R. Antag
vidare att lim,_,o fn(2) existerar for ndstan varje x € M samt att det existerar en
funktion g € LY(M) sddana att | f,(z)| < g(x), for varje n, ndistan éverallt x € M.
Nu gdller

/ lim f,(t)dt = lim fn()
M

n— 00 n—oo

Bevis. Se [3]. O
Sats A.12 (Egoroffs sats). Ldt M C R vara en mdatbar mangd med m(M) < oo och
lat

(g96)pZ1, dir g : M — R,

vara en foljd av mdtbara funktioner. Lat dven g, — g ndstan éverallt « M, da k — oo.
Da hittas, for varje € > 0, en matbar mangd M, C M sddan att m(M¢) < € och
gk — g likformigt pa M \ M, dé k — oo.

Bevis. Se [2]. O

Sats A.13 (Cauchy-Schwarz olikhet). Lat H wvara ett inre produktrum forsett med
inre produkten (-,-). Nu gdller

I 12 < (fs (g, 9),

dir f,g € H.
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Bevis. Se [14]. O

Sats A.14 (Riemann-Lebesgues lemma). Ldt f € L'([0,2x[) vara begrinsad. Nu

gdller
2m

1 .
li 7 —itk = 0.

Beuvis. Se [10] 0



David Norrbo

Litteraturforteckning

[1]

2]
3]
4]

[5]
[6]
7]

18]

19]

[10]

J. Belk (26.01.2008) Convergence of Infinite Products. URL:

https://cornellmath.wordpress.com/2008/01/26/

convergence-of-infinite-products/ (01.01.2018)
V.I.Bogachev (2007) Measure Theory, I Springer-Verlag, Heidelberg
N.L.Carothers (2000) Real Analysis, Cambridge University Press

E. Diamantopoulos och A. G. Siskakis (2000) Composition Operators and the
Hilbert Matrix. Studia Mathematica 140, 191-198. doi: 10.4064/sm-140-2-191-
198

P. L. Duren (1970) Theory of Hp Spaces Academic Press, Inc
D. H. Fremlin (2010 andra upplagan) Measure Theory, 2, Torres Fremlin

C. Glader och M. Lindstrom (2008) Analytiska funktioner (forelésningsanteck-
ningar). URL:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/analytiska/AFkap2.pdf
(05.11.2017)

C. Glader och M. Lindstrom (2008) Analytiska funktioner (foreldsningsanteck-
ningar). URL:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/analytiska/AFkap4.pdf
(05.11.2017)

C. Glader och M. Lindstrom (2008) Analytiska funktioner (foreldsningsanteck-
ningar). URL:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/analytiska/AFkap6.pdf
(19.06.2018)

H. Hanche-Olsen The Riemann—Lebesgue lemma (foreldsningsanteckningar).
URL:
https://folk.ntnu.no/hanche/kurs/diffkomp/2006h/rieleb-a4.pdf
(23.11.2018)



David Norrbo

[11] G.H.Hardy, J.E.Littlewood och G.Polya (1934) Inequalities Cambridge Univer-
sity Press

[12] K. Hoffman (1962) Banach Spaces of Analytic Functions Prentice-Hall, Inc,
Englewood Cliffs, N.J.

[13] J. K. Hunter (2011) Measure Theory (anteckningar). URL:
https://www.math.ucdavis.edu/ hunter/measure_theory/measure_
notes.pdf (10.08.2018)

[14] J. K. Hunter och B. Nachtergaele (2001) Applied Analysis, World Scientific

[15] P. Koosis (1998 andra upplagan) Introduction to H, Spaces Cambridge univer-

sity press

[16] I. J. Maddox (1970) Elements of functional analysis. Cambridge University

Press

[17] J. Oosthuizen (2011) The Mellin Transform. URL:
http://math.sun.ac.za/wp-content/uploads/2013/02/Hons-Projek.pdf
(14.11.2017)

[18] N. Saito (2011) Laplace’s equation in the Polar Coordinate System. URL:
https://www.math.ucdavis.edu/"saito/courses/21C.wll/polar-lap.pdf
(08.03.2018)

19] http://mathonline.wikidot.com/the-vitali-covering-lemma-part-1
p
(10.06.2018)

20| http://mathonline.wikidot.com/the-vitali-covering-lemma-part-2
P
(10.06.2018)



