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Sammanfattning

En Markovkedja ar en typ av stokastisk process som kan anvindas
for att gora matematiska modeller for system vars tillstand fordndras
slumpmaéssigt med tiden. Mélet med denna avhandling har varit att
fordjupa sig i Markovkedjornas rent teoretiska men ocksa tillimpade
matematik.

Avhandlingen inleds med en behandling av allmédn matematisk te-
ori for Markovkedjor i kontinuerlig tid. Avsnittet fokuserar till en bor-
jan pa allménna resultat som beskriver Markovkedjan och dess Gver-
gangssannolikheter. Dérefter introduceras begreppet vistelsetid och
dess sannolikhetsfordelning utreds. Man bygger stegvis upp en forsta-
else for Markovkedjans dynamik och 6vergar slutligen i att behandla
tillrackliga villkor for den stationéra fordelningens existens. Det gors
genom att tillimpa resultat fran teorin om Markovkedjor i diskret tid
pa ett lampligt sitt.

Den allminna teorin 6vergar i en diskussion som behandlar ett spe-
cialfall av Markovkedjor, foédelse-och dédsprocesser. Dessa ar tillamp-
bara, exempelvis, vid populationsforskning inom biologin. Processerna
definieras och kopplas till Kolmogorovs differentialekvationer med vars
hjalp man kan utreda processernas beteende. Man kan konstatera att
detta beteende foréndras ifall ett s& kallat absorberande tillstand exi-
sterar. Vad ar sannolikheten for processens absorption och vad &r den
forvantade tidpunkten for absoptionen om denna ar en sdker hindelse?
I slutet av avsnittet gors egna hirledningar, av satser, som besvarar
dessa fragor.

Avhandlingens fokus forflyttas fran teori till tillimpning d& ett for-
beredande avsnitt, i form av en biologisk bakgrund till de kommande
tildimpningarna, tar vid. I den delen introduceras motorproteinerna
kinesin, dynein och myosin som sténdigt transporterar &mnen och or-
ganeller i ménniskokroppens celler. Man redogor éven kort for nyckel-
experiment som varit avgorande for forskningens utveckling pa detta
omréade.



Motorproteinerna visar sig samarbeta for att effektivera transpor-
ten av dmnen i kroppen. Detta leder till att ett ekipage, bestdende av
ett antal dragande motorproteiner och en last, kan rora sig i anting-
en en eller tva riktningar langs cellens vignét. For dessa tva scenarion
behandlas tva matematiska modeller i avhandlingen. Syftet ar att syn-
liggora kopplingen mellan den matematiska teorin och de biologiska
mésterverk som motorproteinerna utgor.

Avhandlingens avslutande kapitel innehaller ett eget, omfattan-
de implementeringsarbete av datorsimuleringar och tillhérande berdk-
ningar. Malet dr att producera och evaluera information om motor-
proteinernas rorelser utgaende fran de matematiska modellerna. Ge-
nom att tillaimpa de hérledda formlerna kunde man pévisa att mo-
torproteinernas transportstricka ckar exponentiellt med antalet mo-
torer. Modellernas sidrdrag beskrivs i form av ldgesgrafer och diagram
over hastighets-och sannolikhetsfordelning. Ut6ver detta observeras en
tilltalande koherens mellan simuleringarna och modellerna genom att
jamfora medeltalet av 10 000 simuleringar med den teoretiskt berék-
nade stationéra fordelningen.
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Inledning

Andrey Andreyevich Markov (1856-1922) publicerade viktiga resultat inom
stokastiken ar 1906. Han hade konstruerat en foljd av stokastiska variabler
vars framtid var beroende av nutid men oberoende av det férflutna. Denna
egenskap kallas idag Markovegenskapen. Med hjilp av Markovkedjan, som
foljden senare kom att kallas, lyckades Markov utvidga Jacob Bernoullis sats
vars innehall dr féljande:

Den relativa frekvensen hos oberoende upprepningar av en hdndelse kon-
vergerar, i en viss mening, mot sannolikheten fér en enskild hindelse.

Markov kunde bevisa att Bernoullis sats géller dven for stokastiska va-
riabler som ar beroende genom Markovegenskapen. Den ursprungliga Mar-
kovkedjan existerade endast i diskret tid men har sedan dess utvecklats till
att omfatta ett kontinuerligt tidsspektrum.[1] Aven om Markov endast ha-
de teoretiska tillimpningar i atanke har hans arbete, langt senare, anvints
vid modellering av en méngd olika fenomen. I denna avhandling studeras en
tilldimpning med ursprung i cellbiologin.

Lasaren forutsatts kidnna till ett fatal grundliaggande begrepp fran sanno-
likhetslaran sasom stokastisk vartabel, sannolikhet och betingad sannolikhet.
Aven lagen om totalsannolikhet har anvints i avhandlingen utan vidare kom-
mentarer. Dessa begrepp och resultat dr definierade och behandlade i den
hénvisade litteraturen.

I det forsta kapitlet behandlas allmén teori for Markovkedjor i kontinuer-
lig tid. Lasaren introduceras till teorin genom Markovkedjans definition och
de viktigaste sdrdragen for Markovkedjans Overgangssannolikheter och sta-
tiondra fordelning. I den senare delen av kapitlet behandlas ett specialfall
av Markovkedjor, fodelse-och doédsprocesser, som visar sig framtriadande i
tillimpningarna i de senare delarna av avhandlingen. Fran diskussionen om
Markovkedjors absorberande tillstand uppstar en del fragor. Nar ar absorp-
tion en sidker hindelse och vad ar den forviantade tidpunkten for hiandelsen
i de fall da absorptionen ar oundviklig? Dessa fragor besvaras genom att
tillimpa citerade och egenhéndigt hirledda resultat.

Infor det andra kapitlet, Motorproteiner, studerades cellbiologisk och bio-
fysikalisk litteratur. Jag upplevde att det saknades en matematisk forankring
i en stor del av texterna. Jag utvidgade ddrmed malet med avhandlingen. Jag



ville forsta och kunna aterge kopplingen mellan den matematiska teorin och
de biofysikaliska modellerna.

I var kropps celler transporteras @&mnen och organneller av biologiska
maésterverk, sa kallade motorproteiner. Dessa har en méangd olika funktioner
i kroppen och ar helt oumbérliga fér oss ménniskor. I avhandlingen pre-
senteras en biologisk bakgrund till intercelluldr proteintransport vars syfte
ar att introducera lasaren till den komplexa verklighet som senare model-
leras matematiskt. Bakgrundstexten innehaller dven korta redogorelser for
experiment som spelat en avgorande roll for forskningens framsteg géllande
motorproteinernas egenskaper. Tva matematiska modeller for tva typer av
motorproteintransport behandlas och férankras i den matematiska teorin for
att klargora kopplingen mellan modell och verklighet.

Det sista kapitlet innehaller ett omfattande implementeringsarbete av
simuleringar och tillhérande berdkningar. Simuleringarna producerar data i
form av grafer, diagram och matriser, vilka har tolkats fér att kunna beskriva
motorproteinerna enligt modellerna.

En del av implementeringarna ar inget annat &n automatiserade berak-
ningar. Den typen av program &ar nést intill oberoende av kodarens mate-
matiska firdigheter. I denna avhandling forutsitter dock majoriteten av im-
plementeringarna att kodaren bland annat kan utféra en mangd matrisma-
nipulationer och har kiinnedom om varierande stokastiska variablers fordel-
ningar. Till de biofysikaliska artiklarna som lédstes hade man aldrig bifogat
kdllkoden till implementeringarna. Man diskuterade, trots det, resultaten av
simuleringarnas testkorningar. Darfér delar jag stolt med mig av den egna
programkoden i avhandlingens Appendix.

Malet med avhandlingen har varit att férdjupa sig i Markovkedjornas
matematik ur en rent teoretisk och ur en tillimpad synvinkel. Férutom detta
har jag insett hur matematikens roll kan férdndras nér olika aspekter av ett
sa omfattande dmne som intercellular transport studeras.



Kapitel 1
Markovkedjor 1 kontinuerlig tid

1.1 Allmant om Markovkedjor i kontinuerlig tid

Infér denna teoretiska del studerade jag litteratur av varierande karaktér. Det
visade sig att forfattarnas betoningar och beteckningar skiljer sig en hel del
ifran varandra trots att temat for texten ar det samma. Ett exempel ar att
man i Grimmet & Stirzaker(2001) [2] har gatt in for att, till stor del, anvénda
matrisbeteckningar. Man definierar exempelvis Markovkedjornas 6vergangs-
sannolikheter som en matris. Detta skrivsatt leder till korta och behindiga
beteckningar.

Jag observerade dven nagot gillande killornas generalitet. I Grimmet &
Stirzaker(2001) lyckas man behandla allmén teori for Markovkedjor pa ett
kompakt sitt vid sidan av ett rikt utbud tillimpningar bland 6vningsupp-
gifterna. Den inledande delen av detta teoretiska ramverk &r dock frimst
baserat pa resultat himtade ur Ross (2010)[3]. I den kéllan exempliferas en
mangd tilldmpningar vid sidan av en tydlig genomgang av allmén teori. I
den allménna delen saknas dock en hel del bevis, pa grund av att hela boken
omfattar omkring 800 sidor.

Infor den senare delen av teoriavsnittet studerades Taylor & Karlin(1998)
[4]. T den boken behandlas noggrant specialfall av Markovkedjor som &r bety-
delsefulla for avhandlingens kommande tillaimpningar, men den saknar egent-
ligen helt en allmén teorigenomgang.

Vi inleder med en definition himtad ur [2] trots att denna del i 6vrigt &r
baserad pa [3].

Definition 1.1. Beteckna med {X(t), t > 0} en familj av stokastiska vari-
abler i kontinuerlig tid dar X (t), t > 0, antar vdrden i en numrerbar mdngd
S. Familjen sigs vara en Markovkedja 1 kontinuerlig tid om

P{X(t,) = j|X(t1) =d1,..., X(tp—1) = in1} (1.1)
= P{X(tn) = jIX(tn-1) = in-1},

for varje j,11,19,...,1,_1 € S och for alla tidsfoljder 0 < t; <ty <--- < t,.
Midngden S kallas for Markovkedjans tillstandsrum.

Anmdrkning. Hidanefter avses med Markovkedja en Markovkedja i konti-
nuerlig tid. En Markovkedja ar ett exempel pa en sa kallad stokastisk process
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varfor vi i fortsdttningen dven refererar till Markovkedjan som Markovpro-
cessen.

Inneborden av likheten (1.1), dven kallad Markovegenskapen, dr att pro-
cessens framtid dr oberoende av det forflutna. Det dr endast processens nu-
varande tillstand som inverkar pa dess framtid.

Definition 1.2. Med Markovkedjans évergangssannolikheter avses be-
tingade sannolikheter definierade enligt

P,;(t) =P{X(s+1t)=7|X(s) =i}, t,s >0, diri,jeS. (1.2)

Om processens dvergangssannolikheter dr oberoende av s sdgs Markovkedjan
vara stationdr eller ha stationdra overgdngssannolikheter.

Stationdra overgangssannolikheter beror alltsa endast av tiden som forflutit
mellan de tva tidpunkterna som betraktas.

Lemma 1.3. Overgingssannolikheterna, P, ;(t), for en Markovkedja med
andligt tillstandsrum uppfyller att

P, ;(t) >0, (1.3)

och

> Pit)=1. (1.4)

jes

Definition 1.4. Overgangssannolikheter som uppfyller att

1 L
=0t 0, i#J

sdgs vara reguljidra overgangssannolikheter.

Anmdrkning. Vi kommer hiddanefter, om inget annat sigs, endast att be-
handla sadana Markovkedjor vilkas tillstandsrum ar dndliga och vilkas Gver-
gangssannolikheter dr stationdra och reguljéra.

Intuitivt inses att Markovprocessen kan vandra fran ¢ till en mangd olika
tillstand, pa tiden ¢, forran den slutligen nar j. Féljande viktiga resultat ger
ett verktyg for omskrivning av 6vergangssannolikheter dér just denna tanke
formaliseras. Beviset grundar sig pa motsvarande berakningar i [3].
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Lemma 1.5. Overgingssannolikheterna uppfyller sambandet
P, ;(t+s) ZP”“ - Py ;(s), for varje s,t > 0. (1.6)
kes
FEkvationen (1.6) kallas for Chapman-Kolmogorovs ekvation.

Bewvis. Vi utgar fran definitionen pa overgangssannolikhet varpa lagen om
totalsannolikhet anvénds. Detta ger att

P, ;(t+s) =P{X(t+s)=7]X(0) =i}
=Y P{X(t+s) =j,X(t) = k| X(0) = i}.

keS

Dérefter utnyttjas definitionen pa betingad sannolikhet och det faktum att
processen har Markovegenskapen. Vi har alltsa

> P{X(t+s) =, X(t) = k[ X(0) = i}

keS
=Y P{X(t+s)=j|X(0) =4, X(t) = k} - P{X(t) = k| X(0) = i}
=Y P{X(t+s) = j|X(t) = k} - P{X(t) = k| X(0) = i}.

keS

Slutligen kan man dven anvinda 6verganssannolikheternas stationéritet och
far da att

D P{X(t+5) = jIX () = k} - P{X(t) = k| X(0) = i}

kes
— STP{X(s) = jIX(0) = k} - P{X(t) = [ X(0) = i}
keS
- Z Pz k’ Pk: J )
keS
vilket ar det onskade resultatet. O

Chapman-Kolmogorovs ekvation &r ett nyckelresultat fér en konstruk-
tion av differentialekvationer som kan anvindas for att beskriva dynamiken
hos Markovkedjornas 6vergangssannolikheter. Innan dess nagra ord om hur
Markovegenskapen ger upphov till en karaktaristisk egenskap hos processens
vistelsetider!. Foljande definition &r baserad pa [2]

!Eng. sojourn time



Definition 1.6. Lat {X(t),t > 0} vara en Markovkedja och lit s > 0.
Antag vidare alt X (s) = j, j € S. Vistelsetiden for tillstandet j definieras

da genom
S;=inf{t >0: X(s+1)#j}.

Vistelsetiderna &r saledes kontinuerliga stokastiska variabler, vilka repre-
senterar den tid som processen spenderar i ett visst tillstand férrin den lam-
nar detta tillstand. Foéljande sats utreder vistelsetidernas férdelning. Satsen
ar viktig eftersom viselsetidernas fordelning karaktériserar hela Markovked-
jans dynamik. Lat oss innan dess utreda betydelsen av den minneslsa egen-
skapen.

Man séger att fordelningen for en kontinuerlig stokastisk variabel, &, upp-
fyller den minneslosa egenskapen om det giller att

P{{>t+ul >t} =P{ > u}.

Man kan visa att den enda kontinuerliga férdelningen som &r minneslos ar
exponentialfordelningen. Beviset baserar sig pa funktionalekvationen

och det faktum att exponentialfunktionen &r den enda kontinuerliga funktion
som loser denna for ett godtyckligt reellt a. Man kan enkelt visa att en
stokastisk variabel, £ ~ Fxp()), uppfyller den minneslosa egenskapen genom
att betrakta

P{¢ >t +ul¢ >t}
CP{E>t4u >t P{E>tu} e
- P{¢ >t} T OP{E>t e

=e M =P{¢ > u}.

Man kan alltsa konstatera att en kontinuerlig, minneslos stokastisk varia-
bel och en stokastisk variabel som ar exponentiellt fordelad dr samma sak.
Féljande resultat citeras ur [2].

Sats 1.7. Vistelsetiderna S;, j € S for en Markovkedja dr exponentiellt for-
delade, oberoende stokastiska variabler.

Bewvis. Vi pavisar att vistelsetiderna dr minneslosa eftersom denna utsaga
ar ekvivalent med att vistelsetiderna &r exponentiellt fordelade. Antag i det
foljande att X (s) = j samt att x,y > 0. Da fas att
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P{S; >z +y|S; >z} =P{S; >z +y|X(t+2z) =7} =P{S;, >y},

genom att utnyttja Markovegenskapen och sannolikheternas stationéritet.
O

Nér Markovkedjan spenderat en exponentiellt fordelad tid i ett godtyck-
ligt tillstand ¢ sker en 6vergang till nagot tillstand j. Denna del av processens
dynamik kan man forsta genom att definiera momentana Svergangsfrekven-
ser.

Lemma 1.8. Fir P, (t) ezisterar grinsvirdena

. 1—P;;(h)
=T 0
gij = lm —==, i # j. (1.8)

Beviset till (1.7) star att finna i [2] och i [5] bevisas (1.8).
Grinsvirdena ovan utgdr de sa kallade momentana dvergangsfrekvenser-
na dir g; ar frekvensen med vilken processen gor en dvergang fran tillstand
¢ till nagot tillstand olika 7 och ¢; ; ar frekvensen for en 6vergang till precis
tillstand j. Genom att tillimpa (1.4) fas, genom en liten omskrivning, att

1-Pi(h)= > Pi(h).
JES, j#i

Om man darefter dividerar bada leden med h och later h — 0 fas att

4 = Z Qij-

JES, j#1
Man kan dven konstatera att kvantiteten
Dij = qi’j/ZjeS,j;éi 4,
ar sannolikheten att processen, vid tillstandsovergang fran ¢, forflyttar sig till

precis tillstandet 7 # i.
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Genom att specificera de momentana Overgangsfrekvenserna preciserar
man alltsa hela Markovkedjans dynamik. Vistelsetiderna &r exponentiellt
fordelade med parametrarna ¢;, ¢ € S och nir vil en Gvergang sker fran ¢
forflyttas processen till ett godtyckligt tillstand 7 € S med den ovan givna
sannolikheten p; ;.

I litteratur dar teorin om Markovkedjor, i savil diskret som kontinuerlig
tid, presenteras forekommer ofta matrisbeteckningar. Matriserna mdojliggor
ett kompakt skrivsiatt som ofta kan vara bekviamt att anvinda.

Definition 1.9. En Markovkedja sdgs ha en dvergangsmatris, som hdr
betecknas P(t), och definieras enligt nedanstdende:

P(t) = (Pi,j (t))i,jes

Féljande sats ér ett hopplock av resultat ur [2] och [4] som strivar till
att béttre beskriva matrisen P(¢). Bevisen dr mycket enkla eller har redan
behandlats tidigare i avhandlingen och utelimnas dérfor héar.

Sats 1.10. Overgdingsmatrisen P(t) uppfyller foljande egenskaper:

e P(0) =1, dir I betecknar identitetsmatrisen,
o P(t) dr en stokastisk matris for varje t > 0,
o t — P(t) ar kontinuerlig och differentierbar,

o P(t+s)=P(t)-P(s)Vt,s > 0.

Med stokastisk matris avses en matris med icke-negativa element dar
summan av varje rad dr 1. Den tredje egenskapen i foregaende sats foljer
fran att Gvergangssannolikheterna antas vara reguljira och differentierbara i
punkten ¢ = 0. Dessa resultat behandlades i (1.5) och (1.8). Man ser dven
att egenskap 4 dr precis Chapman-Kolmogorovs ekvation i (1.6), skriven i en
mer kompakt form.

For att knyta ihop nagra av de resultat som har presenterats vill jag citera
ett allmént resultat ur [3] som aterkommer via specialfall i féljande avsnitt.
Nagot bevis ges inte hir men star att finna i den hénvisade litteraturen.
Satsen dr uppkallad efter den ryska matematikern Andrey Kolmogorov.
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Sats 1.11. Sambandet

P ;(t) = Z ik Pr,j(t) — a:Pi;(0),
oy

kallas Kolmogorovs bakatekvation medan sambandet

Pi(t) =D Pix(t)ae; — a;Pi (t),
ki
har fatt namnet Kolmogorovs framdtekvation. Kolmogorovs differentialekva-
tioner galler for varje tillstand ©v,5 € S och for varje tid t > 0.

Dessa ekvationssystem reduceras till att omfatta ett mindre antal ekva-
tioner i de specialfall som studeras i foljande avsnitt. Bland annat i [2]| tas
ekvationssystemen upp som matrisekvationer, vilket forenklar deras utseende
betydligt. Ofta &r ¢; ; och ¢; kinda och malet med systemet av differentia-
lekvationer dr att bestimma funktionen P, ;(¢) for processens olika tillstand.

Da de momentana 6vergangsfrekvenserna existerar enligt lemma 1.8, har
man #ven nytta av att definiera en matris innehallande dem.

Definition 1.12. En Markovkedja sdgs ha en infinitesimal matris, som
har betecknas A, och definieras enligt

A = (Qi,j)i,jGS,#jv

dar
(Qi,j)i,z’ = —q;, Vi €S.

Den infinitesimala matrisen och &vergangsmatrisen sammankopplas genom
Kolmogorovs ekvationer i matrisform,

P'(t) =P(t)A = AP(¢),

vilket enligt [4] pavisar att

(e}

Amtn
— A
Pt)=e*=1+ E T

n=1

Lat oss i det féljande behandla Markovkedjans stationéra fordelning. Det
visar sig att &ven om processen fick fortlopa till synes slumpvis under en oénd-
ligt lang tid s& kommer den, under vissa villkor, vistas i dess olika tillstand
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enligt en viss fordelning. Med andra ord kan man, om vissa krav ar uppfyll-
da, forutspa Markovkedjans beteende i det langa loppet. Forst definieras den
stationdra fordelningen.

Definition 1.13. Med en stationdr férdelning, vilken vi betecknar med
7, avses en radvektor av storlek 1 X N, som uppfyller att

e m; >0,5€ S,

° Zﬂ'jzl,

jes
o m=mP(t),Vt >0

Som tidigare ndmnts kan man garantera den stationéra férdelningens ex-
istens om vissa villkor &r uppfyllda. For att formulera de tillrackliga villkoren
behovs begreppen oreducerbar? och positivt aterkommande.?

En Markovkedja ségs vara oreducerbar om det giller att alla tillstand,
i,j € S, kommunicerar, vilket innebér att P, ;(¢) > 0 fér nagon tid ¢t > 0
[2]. En positivt aterkommande Markovkedja uppfyller att oavsett vil-
ket tillstand processen startat ifran dr den forvintade tiden, tills processen
aterviander, dndlig. Om den forvintade aterkomsttiden &r odndlig sdgs Mar-
kovkedjan vara null aterkommande forutsatt att aterkomsttiden &r dndlig
|3]. Med hjilp av de nya begreppen kan, enligt [3], de omtalade villkoren
uppskrivas pa foljande satt.

Sats 1.14. For en Makrovkedja med andligt eller oandligt tillstandsrum dr
foljande villkor tillrickliga for att garantera existensen av en stationdr for-
delning;

(1) Markovkedjan dr oreducerbar,

(i) Markovkedjan ar positivt daterkommande.
Vi kan forenkla sats 1.14 ytterligare i de fall da tillstandsrummet &r dnd-

ligt. For att gora detta anvinds resultat fran teorin om Markovkedjor i dis-
kret tid. Resultaten gar ofta att tillimpa i det kontinuerliga fallet genom att

2Eng. irreducible
3Eng. positiv recurrent
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utnyttja den si kallade inbiddade Markovkedjan?, vilken konstrueras enligt

foljande. Lat &;,,¢&;,,... vara en f6ljd av de tillstand som en Markovkedja i
kontinuerlig tid beséker. Foljden,&;,, &, ... , kallas den inbdddade Mar-

kovkedjan och ar en Markovkedja i diskret tid [4].

For en Markovkedja i diskret tid géller, enligt [2], att om S &r dndligt sa
har Markovkedjan atminstone ett aterkommande tillstand och att alla ater-
kommande tillstand ar positiva. Vi kan dven utnyttja det att om tillstanden ¢
och j kommunicerar, och ¢ dr aterkommande, sa #r dven j aterkommande.[4]
Med hjélp av dessa resultat ses att oreducerbarhet kommer att medfora att
processen ar positivt aterkommande.

Sats 1.15. En Markovkedja @ kontinuerlig tid med dndligt tillstandsrum som
ar orecducerbar har en stationdr fordelning.

Man kan enligt [3]| berdkna den stationdra fordelningens element, 7;, j €
S, ur systemet,

g = Y Wk-qrj, jES
ey

Zﬂ'j =1
JES

Den 6vre ekvationen kan motiveras genom att betrakta foljande berdkningar,
vilka utan detaljerade motiveringar ar utforda i [2]. Vi utgar fran den statio-
nira fordelningens definition och utnyttjar matrisbeteckningarna enligt

4Eng. embedded Markov chain
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- n!
S mTA"=0,Vn >0,
< mwA =0, (1.9)
= Z T qr; — ;¢ =0, 7 €8S.
kES k#j

Den stationéra fordelningens element 7r;, 7 € S kan tolkas som tidsandelar,
spenderade i olika tillstand, av processens totala livsldngd.

1.2 Fodelse-och dodsprocesser

I denna teoridel redogors for specialfall av Markovkedjor som kommer visa sig
framtradande i tillimpningarna som senare studeras. For dessa specialfall an-
tas ofta att Markovkedjans tillstandsrum ha strukturen S = {0,1,2,... N}.
Den forsta typen av Markovkedja som behandlas har ar en sa kallad ren
fodelseprocess.> Teorin som genomgas hiir bygger frimst pa Taylor-Karlin
(1998).]4]

Definition 1.16. En ren fodelseprocess dr en Markovkedja som uppfyller
foljande postulat

P{X(t+h)— X(t) =1|X(t) = k} = Mch + o(h), (i)
P{X(t+h)— X(t) =0|X(t) =k} =1— Neh+ o(h), (ii)
P{X(t+h)—X(t) <0|X(t) =k} =0 (k>0), (iii)
X(0) =0, (iv)

ddr o(h) ar en funktion med egenskapen, }1}2})@ = 0.

5Eng. pure birth process
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Enligt lemma 1.8 giller det for den rena fodelseprocessen att ¢, = A\x. Ett
vilkint exempel pa en ren fodelseprocess dr Poissonprocessen som ér en
Markovkedja for vilken géller att \, = A, k =0,1,2,... . Féljande definition
citeras ur [4].

Definition 1.17. En Poissonprocess med parametern X ar en familj av sto-
kastiska variabler i kontinuerlig tid, {X(t), t > 0}, ddr X(0) = 0, med
S =1{0,1,2,...}. Vidare uppfyller Poissonprocessen att

(i) for alla tidsfoljderty =0 < t; <ty < --- < ty,, dr processens inkrement,
X(t1> - X<t0)7 SRR X(tn) - X(tn—1>7
oberoende stokastiska variabler;

(i) for s >0 ocht >0 samt k=0,1,... gdller att

P{X(s+1t)— X(s) = k} = (A”Te_
det vill sdga att X (s +t) — X(s) ~ Po(\).

En annan kind fodelseprocess ér den sa kallade Yule-processen i vilken
man later \, = k. Denna patriffas ofta inom biologin da man studerar
populationer dar samtliga individer kan féda och sannolikheten for en fodsel
ar konstant. Vi vinder oss till att studera Poissonprocessen for att forklara
postulatens framstéllning med termen o(h).

Exempel 1.18. Lat {X(¢),¢t > 0} vara en Poissonprocess. Vi beriknar
sannolikheterna som omtalas i postulat 1 och 2 och far att

P{X(t+h)— X(t) =1, X(t) = k}

P{X(t+h) —X(t)=1X() =k} = P{X(t):k}’

—P{X(t+h) - X(t) =1} = Wli—f_m
= (1 — () + ATy 4 o).

2! 3!
Till att borja med utnyttjas definitionen pa betingad sannolikhet. Déarefter
konstateras att Poissonprocessens inkrement dr oberoende av varandra. Slut-
ligen kan man serieutveckla det férenklade utrycket for att fa framstéllningen
vi efterstravade. Pa motsvarande sitt ses att

P{X(t+h)—X(t)=0/X(t) =k} =eM=1—(A\h)+o(h).
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Postulaten séger alltsa att for sma tidsintervall h dr sannolikheten fér en
ny fodelse proportionell mot tidsintervallets lingd. Vidare kan man utlidsa
ur postulat 1 och 2 att hindelsen att fler &n 1 fodelse skulle intriffa under
samma tidsintervall A dr mycket osannolik. Fran postulaten kan man &ven,
for sannolikheterna, hirleda ett system av tidigare ndmnda differentialekva-
tioner. Detta sammanfattas i foljande sats. Beviset utelimnas hér men star
att finna i [4]

Sats 1.19. Lat P, (t) .= P{X(t) = n} dar {X(t), t > 0} dr en ren fodelse-
process. Da uppfyller P, (t) foljande system av differentialekvationer,

Py (t) = AoPo(t),
P (t) = —\Pn(t) + \p1Pr1(t), n > 1,
Py(0) =1, P,(0) = 0.

I det foljande studeras den rena fodelseprocessens komplement. Man utgar

fran en polulation med N individer som minskar med nagon dédsparameter
py tills populationen &r och forblir helt utrotad. Formellt later man alltsa

[L[):O.

Definition 1.20. En ren dédsprocess dr en Markovkedja som uppfyller

postulaten
P{X(t+h)=k—-1X(t) =k} =uh+o(h),k=1,... N, (i)
P{X(t+h)=kX(t)=k}=1—puh+o(h),k=1,... N, (ii)
P{X(t+h)>k|X(t)=k}=0, k=0,1...,N. (iii)

For en ren dodsprocess betecknar py, 6vergangsfrekvensen i (1.7). I bevi-
set till foljande resultat ger jag min egen hérledning till Kolmogorovs bakat-
differentialekvation for den rena dédsprocessen. I beviset nedan utgar man
ifran att tillstandsrummet har féljande struktur, S = {0,1,2,..., N}.

Sats 1.21. Lit Py_,(t) = P{X(t) = N —n} ddr {X(t), t > 0} dr en ren
dédsprocess. Da uppfyller Py _,(t) foljande system av differentialekvationer,
Pi(t) = —unPn(1),

Py () = pn_(—)PN_(n—1)(t) — pv—nPn_n(t), n > 1,
PN(O) = 1a PN—n<O) - O, n = 1,...,N.
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Beuwis.

Py ,(t+h)=P{X(t+h)=N —n}

= P{X(t)=N—k} - P{X(t+h)=N—n|X(t) = N — k}

N
=S Py i(t) P{X(t+h) - X(t) = k —n|X(t) = N — k}
k=0
Fran postulaten i definition 1.20 kan man dra slutsatser om den sistndmnda
summans termer och man far att
e da k —n < —1 fas termer av slaget o(h),
e da k —n = —1fas termen Py_(,_1)(t) - (un—(n—1)h + 0(h)),
e da k —n =0 fas termen Pn_,,(¢) - (1 — uny—nh + o(h)),

e da k —n > 0 ar termerna noll ty
P{X(t+h)—X(t)=k—n|X(t)=N—-k}=0.

Héarav fas att
PN_n(t + h)
= P (8) - (i—unph + (1)) + Prv_at) - (1 = i+ ofh)

S Paat) - PLX (4 ) — X(1) = k— nlX(5) = N — k).

s

o(h)

Vi dividerar bada leden med h och later h — 0 varpa vi erhaller att

(t+h) (1) ?0)
. PN—nt‘l’h _PN—nt . o(h
lim . = I Py 1) (O)iv—(n-1) = Prn-n(t)iv—n + ==

&
Py () = Pn_u-1y()in—(n-1) = Pn-n(t) -
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Differentialekvationerna kan vidare utnyttjas for att siga nagot om vis-
telsetiderna, Sy, det vill sdga tiden som processerna spenderar i ett tillstand
k. Bade den rena fodelse-och den rena dodsprocessen har namligen en stark
koppling till exponentialférdelningen. Detta formuleras i foljande resultat.

Sats 1.22. Vistelsetiderna Sk, k € {0,1,2,..., N} for rena fodelseproces-
ser och rena diodsprocesser dr oberoende, exponentiellt fordelade stokastiska
variabler med parametrarna Ay respektive piy.

Vistelsetidernas fordelning diskuterades allmént i (1.7). Beviset for det
resterande innehallet av satsen star att finna i [4]. Dér illustreras dven kopp-
lingen till exponentialférdelningen med hjilp av specialfallet, den linjdira
dédsprocessen, i vilken man later pu, = ka.

Som en naturlig utvidgning av teorin kombineras de hittills ndimnda ty-
perna av Markovkedjor. Foljande process ar ett kraftfullt verktyg vid sto-
kastik modellering av fenomen inom varierande omraden. Ett exempel pa en
tillimpning studeras ndrmare i ett senare kapitel i avhandlingen.

Definition 1.23. En fédelse-och dddsprocess dr en Markovkedja som
uppfyller féljande postulat for tidsintervall h ndra noll,

P;ii1(h) = Nih +o(h), (i)
Pii—1(h) = pih 4 o(h), (i)
Pii(h) =1— (A + pi)h + o(h), (i)
o =0, g >0o0ch p;, \; >0,1=1,2.... (iv)

Anmdrkning. En fodelse-och dddsprocess fortloper i kontinuerlig tid enligt
féljande dynamik. Processen spenderar, i tillstand k, en vistelsetid som ar
exponentiellt fordelad med parametern (A + p). Dérefter sker en Gvergang

till tillstind k + 1 med sannolikheten ()\k)'\fﬂk) och till tillstand k£ — 1 med

; i
sannolikheten Ot

Denna betraktelse av processens karaktar ar viktig vid simuleringar av
denna typ av Markovkedjor. Liksom i de tva tidigare fallen lyder dven fédelse-
och dodsprocessens Overgangssannolikheter under system av Kolmogorovs
differentialekvationer.
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Sats 1.24. Overgingssannolikheterna for en fodelse-och dédsprocess uppfyl-
ler Kolmogorovs bakatekvation

P (1) = =AoPo;(t) + Py (1),
P (t) = pniPig;(t) — (N + ) Pij(t) + AP (t), i > 1,

samt Kolmogorovs framdatekvation

P o(t) = =XoPio(t) + mPia(t),
P (t) = AjaPi 1 (t) — (N 4 )P (1) + g Pijya(t), @ > 1,

med det gemensamma begynnelsevillkoret att

1, omi=7
i(0) {0, annars

I foregaende avsnitt behandlades nédviandiga villkor for att en Markov-
kedja ska ha en sa kallad stationir fordelning. I kéllan till detta resultat [3]
specificerades inte om kraven géller dven i de fall da processen innehaller ett
sa kallat absorberande tillstand. Med detta avses ett tillstand 7 € S for
vilket galler att p;; = 1. Denna typ av processer dr vanliga inom biologisk
modellering av populationsdynamik. Ett enkelt exempel kunde vara model-
lering av en isolerad population dir fédelse av en ny individ dr omdjlig sedan
populationen dott ut, formellt har vi \g = 0. I detta fall skulle fodelse-och
dodsprocessen som beskriver populationen ha ett absorberande tillstand i 0.
Aven om processen har absorberande tillstand &r absorption inte en siker
héndelse. Vad ar da sannolikheten for absorption i sddana fall? Vad &r ndd-
viandiga krav for siker absorption och i detta fall vad blir vintevirdet for
tidpunkten for absorption? Som avslutning pa detta teoriavsnitt citeras en
sats, samt dess bevis, ur [4]. Dértill bevisas den #ndliga varianten pa satsen
vilken blir relevant i kommande tillimpningar. Dessa satser besvarar precis
de ovan stéllda fragorna.
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Sats 1.25. Lat en fodelse-och dodsprocess ha parametrarna A\, och p,, n > 1

samt N\g = 0, det vill saga ha ett absorberande tillstand © 0. Lat vidare py = 1
Hifto - - -

B = HAH2
L W VY

, up =1 samt wg = 0. Da gdller féljande.

Sannolikheten for absorption © 0 fran starttillstand m > 1 ges av

( oo
2P «
= dd Z'Oi < 00
. ;pi - . (1.10)
1, da ipi = 00
\ i=1

Vintevdrdet for absorptionstiden fran starttillstandet m > 1 ges av

. (1.11)

o0 1 m—1 00 1 ) 00 1
;)\ipi+ Zﬂk Z Tp/ da ;)\zﬂi =

k=1 j=k+1

\

Beuvis. Lat u; vara sannolikheten for absorption i 0 da vi startar fran <. Fran
och till 2 + 1 med

tillstandet ¢ gar vi till # — 1 med sannolikheten

Ai +
sannolikheten 3 ‘. Vi analyserar processens forsta forflyttning for att
i i
konstruera en differensekvation i u;.
U; = y _’jﬂiui—l + muiﬂ = Uiyl — U = /\—z(uz — Uj_1).
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Hapho -

Vi sdtter nu v; = u; 1 — u; samt pg =1, p; = i, 1> 1 och far

AMA2 .\
Vit1 = /;\L—:Uz = iz/;:i Vieg = = pive € Uipr — U = pi(ur — 1)
=
m—1 m—1 m—1
Z(uiﬂ — ;) = Zpi(ul —1) S Uy —up = (ug — 1)2 i
i=1 i=1 i=1
Vi later m — oo och utreder hur summan Zpi paverkar u,,.
i=1
m—1
e Om lim Zpi = oo maste u; = 1 och u,, = 1V m > 2 for att (??) ska
m—00%

=1
uppfyllas eftersom w,, ar begrinsad av 1.

(o9}
e Om déiremot Z pi < oo fas att
i=1

Zpi Zﬂi
= izloo , samt att w, = ———
L+ b L+ p
i=1 i=1

ty man kan, enligt [4], visa att lim w,, = 0.
m—oQ

Uy

oo

I det foljande antar vi att Z p; = oo det vill sdga att aborptionen ar
i=1

en siker hindelse. Lat w; vara den forvintade absorptionstiden givet att vi

startade fran ¢. Som tidigare ndmnts géller det for vistelsetiderna att S; ~
Exp(\; + p;), i > 1. Vi analyserar den forsta forflyttningen och far att
1 Mo Ai

= + w;_1 +
Nt Nt N+

w; Wi4-1-
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Vi later wy = 0 och sétter z; = w; — w; 1. Detta ger z; = X + %2’@'_1, vilken
i i

vi darefter kan iterera enligt

Zl_)\_1+)\_120
L e L e e
D VL Ve WL W WS VO W

1 3 Haplz | fhaflofiy
K WS W W W W WS W W W

3T (T e T e

=1 jl+1 J j=m+1 ]

Med hjalp av p; som tidigare definierats kan man skriva om formeln ovan och
far da

1 pm
ZA_E+me° (1.12)
54
(w — wm—i-l -
—_ — wy. (1.13)
PR Y
Intuitivt inses att olikheten w,, < w,,,1 maste gilla for alla m, ty proces-
= 1
sen har ldngre vig att ga till 0 fran m + 1 &n fran m. Om nu SV
iPi
z 1

maste alltsa w; = oo och darigenom w,, = co. Anta sedan att Z

i=1 Zp’L

Enligt [4] kan man visa att lim (W = Win+1) =0, vilket ger

m—r0o0 pm

=1
Az‘pi.

w, =

i=1

Slutligen kan vi med hjilp av (1.13) iterera oss till den allménna framstall-

24



ningen

Z + Zﬂk —

zlzpl k=1 jk-‘rl‘]p'j
]

Sats 1.26. For en fidelse-och dddsprocess med dndligt tillstandsrum, S =
{0,1,2,..., N}, samt parametrarna pg, \o = 0, p;, A\; >0,i=1,2,...,N—1
och puy > 0, A\y = 0 gdller filjande.

Sannolikheten for absorption ¢ 0 ges av

Uozulz"':UNzl.
Den forvintade absorptionstiden da vi startar fran 1 eller n € {2,..., N} ar
N-1

wl:Z)\.l.+ 1

n—1 n—1 7 1
Wy = Wy - Z Pi 3
i=0 j=1 k=1 AP
N-1 n—1 n—1 N-1
1 1
=Dt N
1 \iPi e HNPN-1 94— I 1Pl

Bewvis. Vi betraktar héndelsen A = {Processen ndr tillstindet noll}. Tidsra-
men dr ovisentlig har och saledes kan man utféra berdkningarna genom att

utnyttja de infinitesimala 6vergangssannolikheterna, och —H dsr
» . ' ' i i i+ s
1 =1,2,.... Vi kan alltsa ignorera processens vistelsetider och koncentrera

oss pa sannolikheterna for hoppen mellan de olika tillstanden.
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Inspektion av matrisen

1 2 3 N -1 N
0 1 0 0 0 0 0
1 adl 0 M 0 0 0
A1+ A1+ \
2 0 a2 0 2 0 0
P— A2 + fi2 A2 + po
H3
3 0 0 0 0 0
A3 + p3
: : N
N -1 0 0 0 0 A ) B et S
AN-1+ N1
N 0 0 0 0 1 0

hjalper oss inse att vi kan na nollan fran vilket tillstand som helst med en
positiv, eventuellt mycket liten, sannolikhet. Lat nu
A, = {Tillstandet noll nds under n steg}, vara en foljd hindelser dar A, C

Api,m = 1,2,.... Saledes kan A skrivas med hjilp A, som A = UA”‘

n=1
Eftersom nollan nas med positiv sannolikhet existerar det € > 0 sa att vi kan

anta att
P{A|A,} > ¢, diir A, #r hiindelsen att A, ej intriffar.

Vi antar med andra ord att sannolikheten att na nollan existerar trots att vi
inte absorberades pa de forsta n férflyttningarna.

26



Sedan utnyttjas lagen om totalsannolikhet enligt resonemanget,

P{A} = P{A[A,} - P{A,} + P{A[A,} - P{A4,},

-

P{A} = P{A[A,} - (1 = P{A,}) + P{A|A,} - P{4,.},
=

P{A} >c-(1-P{4,}) +1-P{A,},

=

P{A} > lime- (1 - P{4,}) +1-P{A} == (1 - P{4}) + 1 - P{A},

=%

P{A} > P{A}(1 - <) +e,

~

P{AY1+e-1)>c & P{A} > 1,

vilket dr ekvivalent med att P{A} = 1. Saledes kommer absorptionen vara
oundviklig oavsett vilket tillstand vi startar ifran och ddrmed maste uy =
Ulz"':UN:]_.

Eftersom absorption i noll visat sig vara en sidker héndelse kan man nu
studera viantevirdet for tiden det tar innan absorptionen dger rum. Lat detta
viantevirde, da vi startat fran i, betecknas w;, ¢ = 0,1,2,... N, dar forstas
wo = 0. Processen vi undersoker hade puy > 0 och Ay = 0 och genom en
forstategsanalys fran N fas att

1
WN = — + WN-1.
KN

Genom att forfara pa samma sitt som i det odindliga fallet® och lata z,, =
(W — Winy1) fas slutligen att

( wm+1 Z

— PmW1.-
zpz

6Se 1.12
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Nu kan w; bestdmmas genom att

1 PN-1
WN_] — Wy = —— = — PN-1W1
pn o = Aip
=
N-1
1 1
w; = + . 1.14
! 121 Aipi  UNPN-1 (1.14)

Genom att iterera (1.12) ser vi att

1
m=1 ger w2:w1(1+p1)—z pll,

T R T
~ p . p L p
_3 ~ (1 _ 1 2 3
" ger wy =wn(l+putpatps) 1 Aipi ; Aipi ; Aipi
n—1 n—1 J 1
m=n—1 ger wn:w1~(1+2pi)— pjz : (1.15)
i=1 oD e
————
Z?:_ol Pi
Slutligen ger inséttning av (1.14) i (1.15) att
N-1 1 n—1 p N—-1 1 n—1 n—1 k 1
Wn = +Z — + 'ij— pk’z_ ;
= A S weN-r | A o == Ay
=
N-1 1 n—1 P n—1 N-1 1
T e STy (16
P A e NS e S A 1
[
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Kapitel 11
Motorproteiner

2.1 Biologisk bakgrund

Rorelse dr nagot som alltid forundrat och fascinerat minniskan. Inom fysi-
ken ar laran om rorelse, mekaniken, den dldsta och mest fundamentala enligt
manga. Att uppna forstaelse for naturens dynamik for att paverka och for-
utspa det som hiander runt omkring oss dr ett grundliggande mal for manga
grenar av naturvetenskaper. Professor och forskare i cellbiologi, Ron Vale,
The University of California, ger i en av sina nétforeldsningar, en kort histo-
risk bakgrund till var forskning kring olika typer av rérelse [6]. Inom biologin
har man sedan lange intresserat sig for méanniskors och djurs formaga att
rora sig och utforska sin omgivning. De forsta teorierna om musklernas funk-
tioner uppges ga tillbaka till Grekland sa tidigt som 250-talet f. Kr [6]. Under
1600-talets senare hélft forundrades biologer, exempelvis van Leeuwenhoek,
over cellers rorelse i killvatten. Ett &n mer banbrytande resultat upptécktes
av Bonaventura Corti 1774 nér han i mikroskopet sag intercellulir rorelse via
cytoplasmiska stromningar i vixtceller. Cellens inre visade sig alltsa vara en
synnerligen dynamisk miljé dar en méangd olika slag av molekyler aktivt ror
sig med specifika mal.

Det har visat sig att en stor del av intercelluldr rorelse, i eukaryota celler,
ar ett resultat av mekanisk transport langs cellens egna vignéat, cellskelet-
tet eller cytoskelettet. Likt vara egna infrastrukturer trafikeras cytoskelettet
av olika slag av transportfordon. Proteinmotorfamiljerna kinesin, myosin och
dynein hor till de mest studerade och dérigenom bést kinda. I méannisko-
kroppen verkar 45 olika typer av kinesin, 40 slag av myosin och 15 varian-
ter av dynein. Dessa olika underkategorier av proteinmotorer har specifika
uppgifter och dr anpassade till att forflytta olika typer av last. Exempel pa
transportgods ar olika slag av organeller, diribland dven den stora cellkér-
nan. Férutom transport av organeller och &mnen har man funnit exempel pa
motorproteinens funktionalitet vid muskelsammandragningar. Vissa typer av
myosin, men dven motorprotein fran andra familjer, kan nimligen inte bara
ga pa cellskelettet utan dven transportera bitar av cytoskelettet sjalvt. Sa-
dana typer av strukturer dr inte helt olika vara rullband. Motorproteinens
dragkroksdomén ar fasta i ett underlag och deras motordoméner ar fria att
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dra rorliknande strukturer, actinfilament i olika riktningar. Vissa typer av
myosin ar darfor stdndigt involverade i vara musklers sammandragningar,
vilket gor motorproteinen fullstindigt oumbérliga for oss. Genom studier av
myosin har man funnit att specifika hjartstorningar kan atgérdas genom att
aktivera motorproteinen i hjartmuskeln. Man har &ven kunnat pavisat att
olika typer av virus har anpassat sig for att aka snalskjuts pa specifika mo-
torer. Saledes kan studiet av dessa motorprotein dven kopplas till medicinsk
forskning|6].

For att forsta dessa fascinerande biologiska maskiners rorelse dr det nod-
vandigt att ha en ytlig férstaelse av cytoskelettes uppbyggnad. Cellskelettet
kan indelas i tva typer av storre strukturer, mikrotubuli (sing. mikrotubulus)
och actinfilament. Bada typerna uppvisar cylindrisk, rorliknande geometri
men mikrotubuli har betydligt stérre diameter och fungerar som vignét for
kinesin och dynein. Myosin bedriver transport lings med actinfilamenten.
Actinfilamenten spinner ett vignit i de yttre delarna av cellen medan mikro-
tubuli &r mer centralt lokaliserade. Mikrotubuli byggs upp av tva typer av
tubulindimerer. Dimererna ar placerade enligt en geometrisk struktur som in-
te ar spegelsymetrisk. Detta medfor att mikrotubuli men &ven actinfilament
har tydligt positiva och negativa dndor. Tillvixtdynamiken f6r mikrotubuli
ar i sig en komplicerad process som uppvisar stokastiskt varierande perioder
av tillvixt och nedbrytning [7]. Detta gar dock utanfor innehallet av den-
na avhandling. Man kan dnda konstatera att tillvixt sker i bada dndor av
mikrotubuli och att minusindan ofta ar lokaliserad vid cellens centrum, cell-
kirnan. Olika motorproteiners motorhuvuden &r konstruerade for att fasta
sig 1 underlaget pa specifika sétt, vilket gor att motorproteinerna kan rora
sig i endast en riktning. Majoriteten av kinesintyperna ror sig i mikrotubulis
positiva riktning , mot cellens periferi, medan dyneinmotorer ror sig i mot-
satt riktning och ansvarar for transport mot cellens inre [6, 8|.
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cargo-binding tail domains

motor head domains
myosin V kinesin 1 dynein

Figur 1: R. D. Vale, Cell 112:467, 2003, modifierad

I figur 1 ser vi representanter fran envar av de olika motorproteinfamiljer-
na. Trots att familjerna skiljer sig mycket fran varandra, sa dven proteintyper
inom samma familj, dr vissa likheter patagliga. I den generella strukturen in-
gar en motordomdn” med tvd motorhuvuden, en dragkroksdomin foch en
spirallindad stjilk® som forbinder dessa. I sin iBiology-forelisning beskriver
Ron Vale (2015) hur experiment visat pa att kinesin och myosin later sig
studeras in vitro medan dynein &r betydligt mer massiv, komplex och svar-

"Eng. motor head domain
8Eng. cargo-binding tail domain
9Eng. coiled coil

31



studerad. Motordoménerna som &r lokaliserade vid ytan av antingen mikro-
tubulus eller actinfilamentet dr enzym som anvinder ATP (Adenosintrifosfat)
som bransle. Motorhuvudena hydrolyserar ATP genom ATP-cykeln, som in-
te vidare beskrivs héir, och driver pa sa vis motordoménen framat. Kinesin
har en regelbunden gangstil dir motorhuvudena forflyttas ett steg i taget
enligt en hand-6ver-hand rorelse, inte olik méanniskors gangstil [6]. Dynein
har pavisats rora sig betydligt mer komplext och oregelbundet enligt en ro-
relse som liknar larvers kravlande. Det framre motorhuvudet hos dynein kan
ta flera korta steg framat och sedan vanta in det bakre huvudet som genom
snarlik rorelse kommer i kapp sin féregangare. Man har dven observerat att
dyneinmotorn frekvent tar steg bakat [8].

Trots att dynein visat sig vara svarstuderad har Vale et al. lyckats stu-
dera ett dyneinkomplex i ddggdjur. Komplexet bestar av dynein, dynactin
och BicD. Dynactin ar ett protein av samma storlek som dynein som visat
sig vara nodvindig for manga typer av dyneintransport. BicD 4r en annan
typ av struktur som har som uppgift att sammanlénka dynein och dynactin
och utgor ett sa kallat adapterprotein. Forstaelsen for dessa proteins roller &r
an sa lange ofullstindig. Komplexet har en imponerande uthallighet pa fem
ganger kinesins uthallighet och later sig studeras béttre in vitro édn enskilda
dyneinmotorer trots dess invecklade arkitektur [8].

Det dr ldtt att fascineras av var kunskap om motorproteinen och man
fragar sig vilken teknik och vilka experiment som gett oss denna data. For
att ge ldasaren fortroende for de métdata som senare kommer att anvindas
beskrivs i det foljande nagra metoder och experiment som varit avgorande
fér motorproteinforskningen. Beskrivningen dr baserad pa professor Carlos
Bustamantes iBiology foreldsning om optiska fillor 2013 [9]. Pa 1970-talet
méarkte Arthur Ashkin att han kunde manipulera och fanga sma objekt med
hogt brytningsindex med hjilp av lasrar. Lasern fokuserades genom ett mik-
roskopobjektiv och verkade attrahera sma glas-eller plastkulor. Infangningen
kan forklaras med hjilp av straloptik och rérelseméngdens bevarande genom
att beakta rorelsemangden som ljuset 6verfor vid absorption, refraktion och
reflektion. Detta ar fallet da objektet dr mycket storre dn ljusets vaglingd.
I det fall att man vill stinga in ett objekt mycket mindre &n synliga ljusets
vaglingd kan man forklara fenomenet genom att beakta den kraftkomponent
som uppstar genom polarisation av objektet. I sadana fall inducerar ljuset
ett dipolmoment hos det studerade féremalet. Pa grund av det polariserade
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ljusets elfilt kommer objektet att paverkas av en kraft som &r riktad mot
ljuskillans intensitetsmaximum. Man kan dven visa att kraften som verkar
pa parlan ar proportionell mot ljusintensitetens gradient, vilket ger kraften
en riktning mot intensitetsmaximat [9].

Med utgangspunkt i Ashkins upptéickt har forskare latit fasta motorpro-
tein vid plast-eller glaspérlor och fangat pérlorna i optiska fallor. Man okar
koncetrationen av ATP i l6sningen som omger motorproteinet, vilket leder till
att motorn startar och forsoker transportera pérlan langs en mikrotubulus.
Eftersom kraften ar proportionell mot intensiteten kan man enkelt kontrol-
lera kraften med vilken pérlan halls pa plats. Enligt professor Bustamantes
foreldasning anvénds ofta vaglangden 1060 nm, vilket utgor ett minimum for
absorption av exempelvis vatten och hemoglobin. Detta fér att minimera ska-
dan hos samplet. Genom att modellera systemet med den infangade péarlan
som en harmonisk oscillator, dir motorproteinet utgor en kraft som avlankar
pérlan fran sitt jamviktslige, kan man uppméta krafter inom intervallet 0,1
pN-100 pN nyttjandes optiska fallor. Man har dven lyckats uppmita steg-
langden for motorerna med hjélp av denna modell. Ron Vale (2015) jamfor
kinesin med vara fordon. Varje steg som kinesin tar har uppmétts vara 8 nm
langt och hastigheten &r ca 3,6 mm/h. Denna hastighet skulle motsvaras av
360 km/h pa vara vigar da ett fordons storlek jamfors med kinesins stor-
leksordning 10~® m. Forskare har dven lyckats manipulera kinesin-14 si att
transportriktningen kan styras med blatt ljus. Manga fragor dr dock obesva-
rade och man vidarutvecklar kontinuerligt mer komplexa manipulationer och
utreder hur dessa kan nyttjas for att bota sjukdomar [6].

Forutom optiska fiallor har man i experiment anvint sig av sa kallade
fluoroforer for att forsta proteinen battre. Flouroforer ar fluoresent farg som
producerar starka fargsignaler, vilka enkelt kan observeras. Med hjilp av
dessa kan man helt enkelt méirka motorprotein och mikrotubuli med olika
farger. Man har nyttjandes denna teknik, i realtid, kunnat filma hindelse-
forloppet kring motorproteinernas transporter, vilket 6kat forstaelsen for det
dynamiska systemet. Den teknik och de experiment som hér kort har be-
skrivits har visat pa att motorproteinen ofta samarbetar. Man har sett att
hastigheten men aven transportstrackan ¢kar vid samarbete. Detta beskrivs
i Lindberg(2013) [7] bero pa att varje motor i ett lag av motorproteiner kan
fiasta sig och lossna fran mikrotubuli. Darmed &r hela ekipaget mer stabilt &n
enskilda motorprotein. Manga transporter i cellen har dessutom visat sig sko-
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tas av ekipage som gar at tva hall. Exempel pa denna typ av par r kinesin-1
och dynein samt myosin-V och myosin-VI. En schematisk illustration av det-
ta ser vi nedan i figur 2 [7].

Figur 2: Miiller M.J.I m.fl (2008) , Tug-of-war as a cooperative mechanism
for bidirectional cargo transport by molecular motors, PNAS vol. 105 no. 12

Malet med detta avsnitt var att ge ldsaren en ytlig forstaelse for dessa
komplicerade system av biologiska méasterverk. I figur 2 ovan visas fem av 12
konfigurationer som exempelekipaget kan ha. Hér skildras en idé som ligger
till grund for kommande matematiska modeller. Ekipaget kommer ndmligen
att kunna karaktariseras av olika tillstand samt av de frekvenser med vilka
motorerna fister sig och lossnar fran mikrotubuli.

2.2 Matematiska modeller av intercellulir transport

I detta avsnitt presenteras tva matematiska modeller fér motorproteiners
dynamik i celler. Modellerna dr alla forenklade representationer av den kom-
plexa verklighet som ytligt beskrevs i foregaende avsnitt. Infor detta avsnitt
studerades ett flertal artiklar av Stefan Klumpp, University of California at
San Diego, m.fl.
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Enligt [10] har man med hjélp av elektronmikroskopi kunnat observera
att intercellular transport ofta skdts av hela lag av motorproteiner. Obser-
vationer tyder pa att ett ekipage innehallande ett flertal motorproteiner av
samma slag kan skota transporter 6ver betydligt langre striackor dn enskilda
motorer. Inledningsvis modelleras ett scenario dir endast en typ av motorer
ar aktiva. En dylik transport kallas enkelriktad. Som tidigare har konsta-
terats kan motorproteinerna ga i endast en riktning. Déarefter studeras ett
fenomen som enligt [11] observeras vid transport av bland annat mitokond-
rier och pigmentkorn inne i cellen, ndmligen dubbelriktad transport. Det
senare fallet har observerats vid transporter dér tva olika typer av motorer
ar narvarande.

Gemensamt for samtliga modeller dr att de ar tillimpningar av teorin
om Markovkedjor. Som redan konstaterats kan motorproteinerna, som &r
forankrade i lasten, fasta sig och lossna fran mikrotubuli. Detta beteende
kan tydligt forknippas med Markovkedjor.

2.2.1 Enkelriktad transport

Lat oss modellera ett ekipage bestaende av en last transporterad av N styc-
ken motorprotein av samma slag. I samband med muskelsammandragningar
ar miljontals motorer aktiva men vid intercellular transport galler typiskt att
N €{1,2,...,10} enligt [11].

Lat A och p vara fastnings-respektive lossningsfrekvenserna i enheten 1/s
for enskilda motorer. Enligt [10] har man under det senaste artiondet bedrivit
omfattande forskning kring enskilda motorproteiner. I synnerhet kinesin later
sig studeras noggrannt in vitro vilket gor att man kunnat bestimma dessa
parametrar. I enlighet med [12] och [10] definieras hela ekipagets parametrar
enligt

A =0 (2.17)
An=(N—=-n)A\,n=1,2,... N,

och

fin = L,

under tidsperioder dir precis n motorer drar lasten. I modellen lates moto-
rernas fistnings-och lossningsbeteende representeras av en fodelse-och dods-
process vars parametrar dr precis de ovan definierade.
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Vi later alltsa {X(t), t > 0} vara antalet dragande motorer vid tid-
punkten t. Vidare antar vi att antalet dragande motorer férédndras enligt en
fodelse -och dédsprocess med S = {0,1,..., N}. Processens Gvergangs-
frekvenser, A, och p, , i olika tillstand n € S definieras enligt (2.17).

[ modellen antas att motorproteinerna opererar oberoende av varandra
och att de kan fésta sig och lossna samt rora sig framéat obehindrat. Ekipaget
kan rora sig i endast en riktning med konstant hastighet

U, = .

Enligt [12] har man genom experiment kunnat visa att hastigheten #r obe-
roende av antalet motorer for kinesinmotorer och &r av storleksordningen
1pum/s. Typiska intercelluldra strackor tillryggaldgger ekipaget pa tider av
storleksordningen nagra sekunder till nagra f& minuter. Om alla motorer skul-
le lossna under pagaende transport kommer ekipaget, enligt denna modell,
driva ivig ut i cellen. Saledes anspeglar tillstandet n = 0 pa ett absorbe-
rande tillstand for den representerande Markovkedjan.

2.2.2 Dubbelriktad transport

Om enskilda motorprotein fran den tidigare modellen adr paverkade av en ex-
tern kraft F'iriktning mot transportens fardriktning forandras situationen.
I [13] introducerar man parametrarna enligt

o F(stoppkraft) ar den kraft som stoppar en enskild motors rorelse,

e F; (lossningskraft) &r den kraft som far en enskild motor at lossna fran
mikrotubuli,

e vy dr hastigheten framat,

e v, dr hastigheten bakat.

I savil [11] som [13| papekas att experiment tyder pa att hastigheten for
en enskild motor avtar approximativt linjirt da motorn paverkas av en
extern kraft. For krafter F' > F; kan en motor ga baklinges med mycket lag
hastighet v,. Motorfartens beroende av kraftens storlek kan i denna modell
beskrivas enligt sambandet

F
or (1 — F) om F € [0, F]

S

v(F) = F
vb(l—F> om ' > F,
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Vidare kommer, enligt ovan nidmnda killor, lossningsfrekvensen bero expo-
nentiellt av den externa kraftens storlek enligt

u(F) = pexp (%)

medan fastningsfrekvensen antas vara oberoende av kraftens storlek, alltsa
AMF) = A

Hittills har alltsa enskilda motorers egenskaper i den nya modellen presente-
rats. Lat oss nu betrakta ett dragkampsscenario.

Tva lag av motorproteiner, exempelvis n av IV, stycken kinesin-1 och n_
av N_ stycken cytoplasmiskt dynein [11], drar samma last. I fortsdttningen
forknippas parametrar med index (+) med kinesin-1 och parametrar med in-
dex (—) med dynein. De tva lagen kidinner av varandra genom den spinning,
T, som uppstar nir motorerna forsoker dra lasten i motsatta riktningar [7].
Motorerna &r alltsa paverkade av en extern kraft som verkar i riktning mot
den ténkta transportriktningen.

By (—F—>
(=) —V —> (%)

Figur 3: Egen bild 6ver ett dragkampsscenario
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Eftersom hastigheterna och krafterna i denna modell &r endimensionella
kan vi definera deras riktning med fortecken enligt figur 3. Krafter ar alltsa
positiva om de verkar i riktning mot mikrotubulis negativa &nda medan has-
tigheter antas vara positiva om de riktas mot mikrotubulus positiva dnda. I
samma bild illustreras tanken om att spinningen, T, fordelas jaimnt 6ver alla
motorer i ett lag|7]. Varje kinesinmotor paverkas av en kraft — och varje

ny
T
dyneinmotor paverkas av en kraft ——— . Intuitivt inses dven att ekipagets
n

hastighet bestdms av det "vinnande” lagets hastighet. For att ekipaget ska
forflytta sig maste bada lagen forflytta sig med samma hastighet, dven om
detta kan innebira att ga baklinges. Detta jamviktssamband for hastighet
formaliseras enligt

ve(nyn_) = vy (%) — (‘%) | (2.18)

Dér v. ar ekipagets hastighet. I [11] anvinds forutom 2.18 dven Newtons
tredje lag. Den sdger att varje kraft ger upphov till en motsatt riktad kraft
av samma storlek. Med hjéilp av dessa tva samband fas att

T(ny,no) =ulng,n)ng Foy +[1 —u(ng,no)n_Fy_ (2.19)
dar
1
u(ng,n_) = T u(ny,0) =0
1+ ++ s+Y0—
7’L_F5_U0+
och
n b, —n_F,_
Ve(ng,n_) = nIFi 7 (2.20)
S + —+ 8=
Vo4 Vo—
dar
vpr  ,omngFo >n_Fy
’U0+ -
—Upy ,omniFy <n_Fs_
samt
—v5— ,omnilFy <n_F,_
Vg = .
’ Vp— ,omnyFoy >n_Fy_
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Ekipaget som helhet tilldelas, enligt ovanstaende, fistnings-och lossningspa-
rametrarna

Ap(ny,ne) = (Ny —ng )y,

T(ny,n_
fr (N o) = My iy eXp (| @ |) ) (2.21)
nyFay

/\—(n+7n—> = (N— - n—))‘—v
och

T(ny,n_) 07

pi—(n4,n_) = n_pi_ exp (! o Fo

dirn, =0,1,...N,,n_=0,1,...,N_.

Enligt denna modell later vi, {X(¢), t > 0}, vara punktpar,(n,,n_),
som beskriver antalet dragande motorer av varje slag vid tiden ¢t. Vidare an-
tas att antalet dragande motorer forandras enligt en fodelse-och d6ds-
process i tvd dimensioner med tillstandsrummet S = {(n,,n_) : n, =
0,1,...Ny,n_ = 0,1,...,N_}. Processens parametrar Ay, A\, och p_
definieras enligt (2.21).

Vi aterkommer till denna Markovkedja i kommande berdkningar och si-
muleringar. I det féljande lyfts en viktig detalj fram som skiljer at modellerna
for enkelriktad och dubbelriktad transport i [11].

I denna modell viljer man att definiera en fastningsfrekvens enligt 2.21
aven for fallet dir inga motorer dr fasta vid mikrotubulus. Man menar att
lasten alltid halls ndra mikrotubulus, vilket ger motorerna chans att fasta sig
igen. Saledes har den representerade Markovkedjan inget absorberande
tillstadnd i denna modell.
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Kapitel 111
Berakningar och simuleringar

I det forsta kapitlet behandlades en rent matematisk grund pa vilken man
kunde konstruera modellerna som beskrevs i det andra kapitlet. Malet med
detta kapitel ar att fa djupare forstaelse for modellernas karaktidr. Genom
att utfora berdkningar och programmera simuleringar av de olika modeller-
na har jag producerat data i form av grafer, diagram och vektorer. Med
simuleringar avser jag hir sma datorprogram som utfor slumpvandringar
enligt modellernas principer och returnerar nagon form av data som vidare
kan behandlas. Dessa data kan tolkas for att fa en bittre uppfattning om de
olika ekipagens rorelser enligt modellerna. Jag har anvint programmet GNU
Octave for att programmera och all kod som senare hinvisas till i kapitlet
har jag skrivit.

I modellen for enkelriktad transport, i synnerhet i den dubbelriktade
transportmodellen ingar ett flertal parametrar. Parametrarna &r numeriska
viarden som preciserats genom forskning och experiment och som beskriver
krafter, hastigheter och frekvenser fér motorproteiner. I [13] har paramet-
rarna for kinesin-1 och cytoplasmiskt dynein sammanstéllts i en tabell som
nedan kopierats. Tabellen anvinds i kommande berdkningar.

‘ Parameter ‘ Symbol ‘ Kinesin ‘ Dynein ‘
Stoppkraft F; 0,006 nN | 0,007 nN
Lossningskraft Fy 0,003 nN | 0,003 nN
Lossningsfrekvens I 11/s 0,251/
Féstningsfrekvens A 51/s 1,51/s
Hastighet framat or 1000 0m/s | 1000 nm/s
Hastighet bakat Up 6 nm/s 6 nm/s

Tabell 1: Singelmotorparametrar for kinesin och dynein, Muller m.fl 2010
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3.1 Enkelriktad transport

Modellen for enkelriktad transport preciserar att ekipaget driver ivig ut i
cellen i det fall att alla motorproteiner lossnar fran mikrotubulus. Nollan ar
saledes ett absorberande tillstand fér den representerande Markovkedjan. I
kéllorna [10] och [12] beskrivs att transportstrackan for ett enkelriktat ekipage
Okar exponentiellt med antalet motorer. Lat oss undersoka transportstrac-
kans beroende av antal motorer genom att berdkna de forvintade absorp-
tiontiderna enligt (1.26). Eftersom ekipaget ror sig med konstant hastighet,
vy = 1000mm/s = 1mm/s, kommer absorptionstiden och transportstrackan bero
av antalet motorer pa samma, sétt.

|Antal (st) [0[1[2[3[4] 5 | 6 [ 7 | 8 |
| Tid(s) |[0]1]4][16]70] 392216252 | 8290,3 | 43282 |

(a) kinesin

|Antal st) [0]1] 2] 3 | 4 [ 5 | 6 | 7 [ 8 |
| Tid(s) [0]4]18]83,33]426,33 [ 2347,1 | 13552 | 80780 | 492550 |
(b) dynein

Tabell 2: Forviantade absorptionstider
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Figur 5: Forvantade absorptionstidens beroende av antal motorprotein, dy-
nein
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I figur 4 och figur 5 kan man se att absorptionstiden faktiskt verkar éka ex-
ponentiellt med antalet motorer. Man kan dven konstatera fran tabell 2 att
dyneinmotorerna ser ut att lyckas transportera last betydligt langre stréckor
an kinesin. Ett ekipage med sju kinesin eller sex dynein borde de facto klara
strickor av storleksordningen centimeter, vilket forstas vida 6verskrider euka-
ryota cellers diameter pa 10 — 100 um.|6] Ett exempel pa hur berikningarna
kan utforas och hur grafer kan skisseras med hjilp av dator hittas i Appendix
under (Exempelkod 1) och (Exempelkod 2).

For att fa mer detaljerad information om ekipagets olika tillstand un-
der sjilva transporten behévs en simulering av modellen. Algoritmen eller
strukturen for koden kan férenklat beskrivas pa foljande sétt.

Programmet eller simuleringen i (Exempelkod 3) har en variabel som
beskriver det nuvarande tillstandet. Datorn berdknar ekipagets parametrar
for tillstandet enligt (2.17) och slumpar dérefter en exponentiellt férdelad
tid som beskriver vistelsetiden. Darefter avgérs om en motor féister sig eller
lossnar. Detta motsvaras av en fodelse eller en déd i den representerande
Markovkedjan som ju ar en foédelse-och dodsprocess. Datorn uppdaterar dér-
efter det nuvarande tillstandet och processen upprepar sig.

I figur 6 och figur 7 ser man exempel pa den simulerade Markovkedjans
bana. Man far en uppfattning om storleksordningen pa tiden innan absorp-
tionen intriffar och dven hur stora tidsandelar ekipaget spenderat i de olika
tillstanden.
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Figur 6: Resultat av en simulering av tva dynein
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Figur 7: Resultat av en simulering av fyra kinesin

I simuleringen som konstruerats kors programmet alltsa tills Markovked-
jan absorberas. Genom att spara ett stort antal simuleringar och direfter
berdkna medeltalet for livslingd och tidsandelar, som processen spenderar i
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olika tillstand fére absorptionen, borde man fa goda approximationer pa de
teoretiska motsvarigheterna. Detta underséks genom att anvdnda program-
men i (Exempelkod 4) och studera medeltalet av 10 000 simuleringar.

Att gora ett medeltal av ett stort antal simuleringar tar lang tid dven om
berdkningarna ar automatiserade och utférs av en snabb dator. Nar, exempel-
vis, det totala antalet kinesin &r 4, alltsa N = 4, simuleras ett tillstandshopp
av datorn i medeltal 461 ganger. Detta innebér att koden i (Exempelkod
3) kors 461 x 10000 = 4610000 ganger. For dynein kérs motsvarande kod
7360000 ganger. Pa grund av detta dr endast vissa ekipagekonfigurationer
representerade i tabell 3 dér beteckningarna fran den enkelriktade modellen
har anvints.

Tidsandelarna &r approximationer pa den stationdra fordelningens ele-
ment. Vi kan konstruera en ny Markovkedja genom att betrakta modellens
Markovkedja men bortse fran tillstandet noll som skulle absorbera processen.
Vi reflekterar darefter Markovkedjan i tillstandet 1 genom att sidtta p; = 0.
For denna nya Markovkedja kan den stationéra fordelningen beréknas teore-
tisk. Dérefter kan tidsandelarna jimforas med fordelningens element. I (Ex-
empelkod 4) skapas den infinitesimala matrisen for tillstanden, 1,2,... N,
enligt 1.12. Déirefter 16ses matrisekvationen i (1.9). Denna procedur &r mer
ldtthanterlig, snabbare och ger teoretiskt berdknade sannolikheter som kan
jamforas med de tidigare berdknade tidsandelarna.
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Nl n=1|n=2|n= n= Antal forflyttningar | Livslingd (s)
1 ]1 0 0 0 1 1

12 o279 Jo21 [0 [o [12 | 4

13 0,075 [[0,342 [ 0,582 [0 [ 78 | 15,9

|4 ][0,018 ][ 0,118 ]| 0,382 [| 0,482 | 461 | 69,6

(a) Tidsandelar, antal forflyttningar och livsldngd, kinesin

Nin=1|n=2|n=3| n=4| Antal forflyttningar || Livslingd (s)
1 ]1 0 0 0 1 4
12 ]025 Jo7s Jo o [ 14 | 17.9 |
13 ]0.058 [ 0312 [0.63 [[0 | 106 | 84.1 |
|4 ]0.012 ] 0.091 | 0.358 [ 0.539 | 736 | 431.2 |

(b) Tidsandelar, antal forflyttningar och livslingd, Dynein

Tabell 3: Medeltal av 10 000 simuleringar for kinesin och dynein

N n=1|n=2|n=3||n=4|n=>5
1 [m=]1 0 0 0 0
12 |==]0286 [[0714 [0 Jo o
13 |m=1]007 [0349 [[0581 [0 [0
4 [w=10,015 [ 0,116 [ 0,386 [ 0,483 [ 0
5 |7 =1]0,003 0,032 ] 0,161 [| 0,402 | 0,402
(a) Stationdr fordelning, kinesin
N n=1|n=2|n=3|n=4|n=>5
=1 0 0 0 0
(2 [7=1025 [075 o O O |
13 |w=]0053 [0316 06320 [0 |
(4 |m=]001 [0,09 [036 [054 [0 |
\

|5 |w=]0,002 [ 0,021 | 0,129 | 0,386 || 0,463

(b) Stationér fordelning, dynein

Tabell 4: Stationdra fordelningar
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3.2 Dubbelriktad transport

Modellen f6r dubbelriktad transport skiljer sig en hel del fran den enkelrik-
tade modellen. Tillstanden for ett dubbelriktat ekipage beskrivs av punktpar
med heltalskoordinater, vilka beskriver antalet dragande motorer av de oli-
ka slagen. Fédelse-och dodsparametrarna beror av dessa koordinater pa ett
komplext sétt genom (2.21) som innehaller bade hastigheter och krafter. Nar
en tillstandsforflyttning sker finns det i denna modell inte ldngre bara tva
mojligheter utan tva, tre eller fyra. Schemat nedan beskriver de tre olika
sitten enligt vilka tillstanden kan fordndras. Antalet dragande kinesin &r
radnumret och antalet dragande dynein dr kolonnnumret.

1 2 3
Ole — % * — e — %

{ {

1| x * *
/I\

2 *x — o — %
4
3 *

Pa detta sitt kommer Markovkedjan att forflytta sig mellan punkterna i ett
heltalsgitter. Ekipagehastigeheten, v., ar ocksa beroende av tillstanden enligt
(2.18). Det star alltsa klart att man maste gora en simulering som returnerar
de olika tillstandshoppen for att kunna utfora berdkningar.

Programmet i (Exempelkod 5) baserar sig pa samma algoritm som
(Exempelkod 3) men &r mer komplex i sin struktur. Simuleringen returnerar
en matris dar varje rad beskriver ett tillstand, vistelsetiden dir och ekipage-
hastigheten under den tiden.

En fraga man stiller sig &r ifall ekipaget, i ett dragkampsscenario som
detta, verkligen kan bedriva effektiv transport? Enligt tabell 1 verkar kinesin
och dynein vara ungefir jamnstarka och réra sig med samma hastigheter,
vilket ytterligare kunde forstéirka tvivlet pa modellens effektivitet. Detta kan
utredas genom att betrakta, exempelvis, lagesgrafer och diagram 6ver hastig-
hetsférdelningen, vilka konstruerats utgaende fran en simulering med hjilp
av (Exempelkod 9).
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Tidsandelar

Tidsandel

Figur 8: Tidsandelar for tre kinesin och tre dynein

I figur 8 har man skapat en yta i rymden som beskriver tidsandelarna
for de olika tillstanden. Liknande grafer 6ver sannolikheter har dven gjorts i
[11]. P4 z-axeln ses antalet kinesin, n,, pa y-axeln ses antalet dynein, n_,
och pa z-axeln hittas tidsandelarna. Fran grafen kan man exempelvis avlisa
att ekipaget spenderar ca 0, 45 tidsandelar av sin transport i tillstandet (1, 3)
och ca 0,05 tidsandelar i (3,0).

I det enkelriktade fallet kunde man berdkna medeltalet av ett stort an-
tal simuleringar for att fa en approximation pa den stationira fordelningen.
Detta dr mojligt, ocksa i denna modell, men berdkningarna tar mycket lang
tid att utfora redan for ett fatal motorer och dérav utelimnas berdkningarna
hir. Koden som producerat grafen ovan hittas i (Exempelkod 6).
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Ekipagets hastighet

Inf.0.09

4.24

9.29

-14.69

-7.89

1000
Figur 9: Hastighetsfordelningen i enheten nm/s for tre kinesin och tre dynein

[ figur 9, skapad genom (Exempelkod 7), ser vi de olika hastigheterna
som ekipaget har firdats med. De stora hastigheterna, £1000mm/s = +1nm/s
uppnas nir nagot av lagen &r fria att dra lasten utan att behdva tdvla med
det andra laget. Tidsintervall dir ekipaget firdas med dessa stora hastighe-
ter bidrar till en effektiv transport. Fria motorer blir dock snabbt hindrade
eftersom motstandarna hastigt faster sig och bérjar dra i motsatt riktning.
En intressant observation ar att ekipaget inte verkar vara i vila alls trots att
de tva proteintyperna har snarlika egenskaper. Fran diagrammet kan man
vidare konstatera att dynein verkar skota den stérre andelen av transporten
trots att lagen, till antalet, var lika stora.

Andelen med rubriken "Inf” i diagrammet &r en sammanslagning av has-
tigheter som forekommer mindre &n 3% av transporten. Denna kategori ska-
pades for att fa bittre 6versikt dver de mest framtradande hastigheterna.
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Ekipagets position

Position (mikro m)

_1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Tid (s)
Figur 10: Lagesgraf for tre kinesin och tre dynein

Slutligen kan man studera lagesgrafen i figur 10 {6r att skapa en uppfatt-
ning om transportstriackans karaktdr. I enlighet med figur 9 kommer dynein
att dra ekipaget under storre delen av transporten. Trots det dr den slutgil-
tiga forskjutningen fran utganslidget positiv. Detta kan forklaras genom att
betrakta fistnings-och lossningsfrekvenserna i tabell 1. Man kan konstate-
ra att kinesin fister sig och lossnar betydligt oftare &n dynein. Den hoga
fastningsfrekvensen for kinesin gor att dynein blir fri att dra lasten under yt-
terst korta tidsintervall. Detta kan dven avldsas fran figur 9 dér hastigheten,
—1mm/s forekommer sillan. Nér vél kinesinmotorerna blir fria att dra lasten
hinner de transportera lasten en lingre stricka pa grund av dyneins laga
fastningsfrekvens. Den mest framtrddande hastigheten, —14, 69 »m/s forkla-
ras med hjilp av dyneins formaga att halla sig fast vid mikrotubulus. Detta
framkommer fran dyneins laga lossningsfrekvens, u = 0,25 1/s. Storleken pa

o1
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den slutliga forskjutningen fran utgangsliaget, efter ca 25 s, ar ca 3,9 um.
Denna typ av ldgesgraf kan man astadkomma med hjélp av (Exempelkod 8).

Eftersom malet med dessa berdkningar ar att karaktéirisera den dubbel-
riktade transporten dr det onskvirt att kunna producera de olika graferna
fran en enda simulering. For att uppna detta skapades programmet i
(Exempelkod 9). Resultatet fran en annan testkorning av programmet hittas
nedan dér ett ekipage med tva kinesin och tre dynein har simulerats.

Tidsandelar

Tidsandel

Figur 11: Simulering av ekipage bestaende av tva kinesin och tre dynein
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Ekipagets position

Ekipagets hastighet

Inf

o
T

Position (mikro m)

-14.69

L L
0 5 10 15 20 25

Tid (s)

Figur 12: Simulering av ekipage bestaende av tva kinesin och tre dynein

Ekipagekonfigurationen som beskrivs i figuren ovan bedriver transport mot
den negativa dndan av mikrotubulus. Man ser att tillstanden (1, 3) och (1, 2)
har varit framtrddande vilket stdmmer 6verens med hastighetsférdelningen.
I denna konfiguration har inte kinesinmotorerna nagon chans mot dynein.
Kinesin paverkar dock hastigheten av transporten, negativt, genom att av-
bryta dyneins fria transport med hog frekvens. Den slutgiltiga forskjutningen
ligger trots det ca 4 pum fran utgangsldget och transporttiden &r ca 24 s.

Enligt den dubbelriktade modellen kan Markovkedjan ej absorberas. Si-
muleringen fortgar alltsa under sa lang tid som man vill studera. Avsaknaden
av absorberande tillstand mojliggor, enligt (1.15), berikning av den statio-
néra fordelningen. Det kan goras genom att 16sa matrisekvationen (1.9).

Ett program som automatiserar dessa berdkningar hittas i
(Exempelkod 10). I stéllet for att returnera den stationira fordelningen som
en vektor producerar programmet en matris. Matrisens rader numreras,
0,1,..., Ny, och kolonnerna numreras, 0,1,..., N_. Pa detta sitt kan man
enkelt avlisa vilket tillstand ett matriselement hor till. Tillstandet kan nam-
ligen avlisas fran elementets koordinater, (j, k), dar j dr radnumret och k ar
kolonnumret.

En testkorning av programmet i (Exempelkod 10) genererar snabbt den

23
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stationéra fordelningen for ett ekipage med fem kinesin och fem dynein enligt

0
0,001
0,007
0,035
0,088
0,088

0,001

0,003

0,004

0,003

0,001
0

0,014
0,003
0,003
0,002
0
0

0,097 0,293 0,352
0,002 0,001 0

0,001 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Den stationéra férdelningen f6r tre kinesin och en dynein ges pa motsvarande

satt av

0,004
0,064
0, 306
0,508

0,031
0,046
0,033
0,008

Nollorna i de stationéra férdelningarna ovan ar resultat av avrundning till tre
decimalers noggrannhet. Grafer 6ver dessa férdelningar har sammanstéallts i

figur 13.
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Sannolikhet

Sann%likhet

o

(a) Fem kinesin och fem dynein

Sannolikhet

Sannolikhet
oo o o o
w o ()] o ~

o
S}

(b) Tre kinesin och en dynein

Figur 13: Grafiska representationer av stationara fordelningar
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De stationéra fordelningarna visar sig ofta vara férskjutna mot tillstand av
typen (N, 0) och (0, N_). Denna iakttagelse ger en forsikran om att ekipa-
gen i modellen bedriver effektiv transport i det langa loppet.

Som en sista iakttagelse kunde jag konstatera att den stationdra fordel-
nigen for fem kinesin och noll dynein ges av

71':(0 0,003 0,032 0,161 0,402 0,402).

Denna ir identisk med motsvarande fordelning fran det enkelriktade fallet,
enligt tabell 4. Detta skapar en tilltalande koherens mellan modellerna som
behandlats i denna avhandling.

Appendix

Nedan finns koden till programmen som tillimpats i denna avhandling. Ko-
den har jag skrivit i GNU Octave.

Exempelkod 1

%Ett program som ber&knar, och returnerar,

%den foérvdntade tiden fOr absorption enligt Sats 1.25.
%Input &r: n= totalt antal motorer, l=lambda, m=mu
function ret = W(n,1l,m)

mu = zeros(1l,(n+1));
lambda = zeros(1l,(n+1));
rho = zeros(1l,(n+1));
rho(1)=rho (1) +1;
w=0;
if (n==0)

ret=w;

break
endif
%parametrar ber&dknas
for i = 1:n;

mu(i+1)=mu(i+1)+i*m;
lambda(i+1)=1lambda (i+1)+(n-i)*1;
endfor;
for i=1:n-1
rho(i+1)=rho(i+1)+rho(i)*(mu(i+1)/lambda(i+1));
endfor
wli=1/(mu(n+1)*rho(n)) ;
for i=1:n-1
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wl=wl+1/(lambda(i+1)*rho(i+1)) ;
endfor
for i=0:n-1;
w=w+rho (i+1) ;
endfor
w=wl*w;
s=0;
%dubbelsumman ber&dknas
for j=1:n-1
for k=1:j
s=s+(rho(j+1) /(lambda (k+1) *rho(k+1)));
endfor
endfor
W=W-8S;
ret = w;
endfunction

Exempelkod 2

%Ett program som anvénder de teoretiska medelvédrdena for
absorptionstiden, W(n)
%och skapar en graf dar en exponentiell trendlinje samt log
(data) visas.
%Exempel: absgraf (6) berdknar W(6),...,W(1) och ritar
grafen ("antal motorer",W)
function ret = absgraf(m,l,m)
x = zeros(1l,n+1);
y = zeros(1l,n+1);
%Nollan férskjuts for log
y(=y(1)+0.1;
xx = 0:0.01:n;
for i=0:n
x(i+1)=x(i+1)+i;
y(i+1) =y (i+1)+W(i,1l,m);
endfor
%Minsta-kvadrat -polynom (linje)skapas av log(data)
koeff = polyfit(x,log(y),1);
p = polyval (koeff ,xx);
%Exponentialfunktion med linjens koefficienter
ex = exp(koeff (2))*exp(xx*xkoeff (1));
plot(xx,ex,";Exp;","linewidth" ,2,xx,p,";log(data);","
linewidth" ,2
»X,y,"r*" ,"linewidth" ,3)
title("VV, absorptionens tidpunkt","fontsize" ,612)
xlabel ("Antal motorer (st)","fontsize" ,12)
ylabel ("Absorptionstid (s)","fontsize'",12)
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endfunction

Exempelkod 3

%“Program som simulerar enkelriktad transport.
%Programmet returnerar foérdelningen av tidsandelar,
%hantalet forflyttningar och totala livstiden.
%Programmet producerar en graf och ett diagram.
%Input: antal motorer, lambda, my

function [T] = sim(nom, lambda ,mu)
n=nom;
%Vi startar frdn tiden noll och max antal motorer
time (1) =0;

state (1) =nom;
%Ett maxantal forflyttningar definieras
for i=1:(nom*100000) ;
if (n==0)
break;
endif
%fodelse och-dddsparametrar
lambda_n = (nom-n)*lambda;
mu_n = n*mu;
%skapar exponentiell tid
S_n = -log(rand)/(lambda_n + mu_n);
time (i+1) = S_n;
%rand~U(0,1) anvidnds for att avgdéra fodelse eller dod
if (rand < lambda_n/(lambda_n + mu_n))

n=n+1;
else
n=n-1;
endif
state(i+1l) = n;
endfor
T = timespent (nom,state,time) ;
T(nom+1) = length(state) -1;
T(nom+2) = sum(time) ;
figure (1)
time = cumsum(time) ;

stairs(time,state);
axis([-inf ,inf,-inf, (nom+1)1]);

title("Simulerad enkeltransport","fontsize",12)
xlabel ("Tid(s)","fontsize" ,12)

ylabel ("Antal motorer (st)","fontsize'",12)
figure (2)

diagram(T,nom) ;
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endfunction

%Ett program som gir igenom en lista p& tillsténd
%och en lista p& tider.
%Programmet summerar tiderna for olika tillsté&nd och
%skapar en ordnad lista pad den totala tiden spenderad dir
%Slutligen divideras varje element med den totala
livsldngden
function [i_time] = timespent(n,x,y)
i_time = zeros(1l,n);
for i=1:n
for k=1:length(x)
if (x(k)==1)
i_time(i)=i_time (i)+y(k+1);
endif
endfor
endfor
i_time = i_time/sum(y);
endfunction

%Program som gdér cirkeldiagram utgiende fran en
%stationdr foérdelning
function ret = diagram(T,nom)

%T=sim(nom, lambda ,mu) ;

Pi=T(1:nom) ;

numbers = [1:nom];

numbers=num2str (numbers ’) ;

numbers=cellstr (numbers) ;

pie (Pi,numbers) ;

title("Tidsandelar i oklika tillst.","fontsize",16)
endfunction

Exempelkod 4

%Programmet ber&dknar den stationdra fdrdelningen
%,Pi, for Markovkedjan i modellen av
%enkelriktad motorproteintransport.
%Programmet skapar den infinitesimala matrisen A och léser
%matrisekvationen Pi*A=0 med avseende p& Pi.
%Input: antal motorer, lambda, my
function [Pi] = statio(N,1,m)
A=zeros (N,N) ;
%Villkoret att summan av Pi’s element &r 1 beaktas
A=[A,ones(N,1)];
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for (i=1:N)
%fdodelse och-dddsparametrar skapas
if (i==1)
mu=0;
lambda
else
lambda
mu = i*m;
endif
%A skapas
for (k=1:N)
if (k==(i-1))
A(i,k)=mu;
elseif (k==1)
A(i,k)= -(lambda+mu) ;
elseif (k==(i+1))
A(i,k)=lambda;
endif
endfor
endfor
z=zeros (1,N+1) ;
z(1,N+1)=1;
% Matrisekvationen ldses
Pi=z/A;
sum (Pi)
diagram(Pi,N) ;
endfunction

(N-1)x*1;

(N-1)*1;

%Program som kor ett inmatat antal simuleringar och
%berdknar medeltalet av stationdr fdrdelning,

%antal forflyttningar och livstid

%Programmet visar till sist ett diagram 6ver tidsandelarna.
function [avgl=avgtime (nom,N,1,m)

A = zeros(1l,(nom+2));
for i=1:N

A=A + sim(nom,1,m);
endfor
avg = A/N;

diagram(avg ,nom) ;
endfunction

Exempelkod 5

%Ett program som simulerar
%dubbelriktad motorproteintransport
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%Programmet simulerar en tvadimentionell Markovkedja

%och producerar en matris inneh&llande tillsté&nd,

%hvistelsetid samt ekipagets

%hastighet under den exponentiellt férdelade tiden.

%Programmet anvinder parametrar som h&mtats fran artiklar

%hav M.J.I Muller och S. Klumpp

function [state_time]l=statetime (nom_1,nom_2,N)
%Initialvdrden berdknas

cur = [nom_1,nom_2];
state = cur;
time = 0;

%Initialhastigheten fér ekipaget beror av
singelmotorhastigheterna
if (nom_1%0.006 > nom_2%0.007)

v1i=1000;
v2=6;
else
vli = (-6);
v2 = (-1000);
endif

vel=((nom_1%0.006) -(nom_2%0.007))/(abs ((nom_1%0.006) /v1)+
abs ((nom_2%0.007) /v2));
for(i=1:(nom_1+nom_2) *N)
%T och u berédknas
if (cur (2)==0)
u=0;
else
u = 1/(1+((cur (1) *0.006) *v2)/((cur (2) *0.007) *xv1));
endif
T = u*x(cur (1) *0.006)+(1-u)*(cur (2) *x0.007) ;
%“Fddelse-och dddsparametrar berdknas
lambdal = (nom_1-cur (1)) *5;
if (cur (1) ==0)
mul=0;
else
mul = cur (1) *1*xexp((abs ((T)/(cur(1)*0.003))));
endif
lambda2 = (nom_2-cur(2))x*1.5;
if (cur (2)==0)

mu2=0;
else
mu2 = cur (2) *0.25*xexp ((abs ((T) /(cur (2) *0.003))));
endif
%Momentana o6vergingsfrekvenser berdknas
sigma = lambdal+mul+lambda2+mu2;
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snl = (1/sigma)*[lambdal ,mul,lambda2 ,mu2];
%Exponeniell tid genereras
time = [time;-log(rand)/(sigma)l;
%Fodelse eller ddd avgdrs
I = b_or_d(snl);
if (I==1)
cur (1)=cur (1) +1;
elseif (I==2)
cur (1)=cur (1) -1;
elseif (I==3)
cur (2)=cur (2) +1;

else

cur (2)=cur (2) -1;
endif
state = [state;cur];

%Nya singelmotorhastigheter
if (cur (1) *0.006 > cur(2)*0.007)

v1=1000;
v2=6;
else
vi = (-6);
v2 = (-1000);
endif

%Ekipagets hastighet f6r det nya tillstandet ber&dknas
if (cur==[0,0])
vc=0;
else
ve=((cur (1) *0.006) -(cur (2) *0.007) ) /(abs ((cur (1)
*0.006) /v1)+abs ((cur(2)*0.007) /v2));

endif
vel = [vel;vc];
endfor
state_time = [state,time,vell;

endfunction

%“Ett program som avgdér tillst&ndshoppet for en
%fddelse-och dddsprocess.
%Programmets input &r en vektor inneh&llande de
%tillgédngliga Overgangssannolikheterna.
%Programmet returnerar ett index 1-4 dar
%1 och 2 berdr plus-motorer och 3 och 4 berdr minus-motorer
function [idx]= b_or_d(v)
%Likformig stokastisk variabel U(0,1)
r=rand () ;
[a,bl=sort(v);
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%Kumulativ summa sparas i en vektor. Totala summan &r 1.
a=cumsum(a) ;
%Vi avgdr vilket intervall variabeln traffade
for i=1:4
if (r<a(i)&&a(i) '=0)
idx=b (i) ;
break;
endif
endfor
endfunction

Exempelkod 6

%“Ett program som berdknar tidsandelarna
%for en simulerad, 2D-Markovkedja, i form av en matris.
%Koordinaterna fér matriselementen
hmotsvarar ekipagets tillst&nd. Summan av matrisens
%alla element &r ett.
%Input: matrisen "statetime (nom_1,nom_2,N)
%, #-Kinesin, #-Dynein, #-steg i simuleringen"
function [Al=exstat(U,nom_1,nom_2,N)

A=zeros (1+nom_1,1+nom_2) ;

%Resultatet av en simulering sparas

s = U;

All=zeros (((nom_1+1) *(nom_2+1)) ,2);

n=0;

%Alla tillstadnd inférs i en vektor
for(i=0:nom_1)
for (k=0:nom_2)

n=n+1;
A1l (n,1)=1i;
Al11(n,2)=k;
endfor
endfor

%Vi letar efter vart och ett tillst&nd bland de
simulerade
%och berdknar totala tiden som ekipaget spenderat déar
for(i=1:length (All))
for (k=1:1length(s))
if (isequal (A11(i,1:2),s(k,1:2)))
AC(1+A11(i, 1)) ,(1+A11(i,2))) = A(C(1+A11(i,1)),(1+
A11(i,2)))+s(k,3);
endif
endfor
endfor
A=A/ (sum(s) (3));
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endfunction

%Ett program som skapar en 3D bild av
%tidsandelar eller den stationdra fdrdelningen
%Input: matrisen "statio(noml,nom2)" eller
%matrisen "statetime (noml,nom2,N)"
function ret = snlgraf (U,noml,nom2,N)
if (nargin==3)
T=U;
surf ([0:noml1] ,[0:nom2],T’) ;
title("Sannolikhet","fontsize" ,18)
xlabel ("n+(st)","fontsize" ,16)
ylabel ("n-(st)","fontsize" ,16)
zlabel ("Sannolikhet","fontsize" ,16)
else
T=exstat (U,noml ,nom2,N) ;
surf ([0:noml1],[0:nom2],T?);
title("Tidsandelar","fontsize" ,18)
xlabel ("n+(st)","fontsize" ,16)
ylabel ("n-(st)","fontsize" ,16)
zlabel("Tidsandel","fontsize" ,16)
endif
endfunction

Exempelkod 7

%“Ett program som gir igenom en simulering,
%berdknar tidandelarna
%som ekipaget fédrdats med olika hastigheter
%och ritar ett cirkeldiagram
%som férklarar detta.
%Input: matrisen "statetime (nom_1,nom_2,N)"
function ret = hastighet (U)
U=U";
VELO = U(4,1:1length(U));
t = U(3,1:1ength(U));
vel = sort(VELO);
v=0;
n=1;
v(1l)=vel(1l);
%En vektor som inneh&ller de olika hastigheterna skapas
for(i=2:1length(vel))
if (vel(i-1)!=vel(i))
n=n+1;
v(n)=vel (i) ;
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endif
endfor
v(end)=[];
Time=zeros (1,length(v));
% Vi gadr igenom tiderna och adderar tiden fo6r varje
hastighet
for i=1:length(v)
for k=1:length(t)
if (VELO (k) ==v(i))
Time (i) = Time(i)+t (k) ;
endif
endfor
endfor
Time=Time/sum(Time) ;
%Sorterar tiderna
[s,il=sort(Time) ;
s=flip(s);
vfinal=0;
%Sorterar hastigheterna enligt tiderna
for(k=1:1length(v))
vfinal (k)=v(i(k));
endfor
vfinal=flip(vfinal);
x=0;
%Vi sdker hastigheter som fdrekommer mindre &n 3% av
livslédngden
%och slar ihop deras tidsandelar
%for att f& klarare struktur pa& diagrammet
for(k=1:1length(s))
if (s(k)*100<3&&x==0)
x=k;
endif
endfor
if (x!=0)
vfinal (x)=inf;
for (n=length(s):-1:x+1)
s(x)=s(x)+s(n);

s (end)=[];
vfinal (end)=[1;
endfor
endif

vfinal=round (vfinal .*100) ./100;
t=num2str (vfinal’) ;
t=cellstr(t);

pie(s,t);
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title("Ekipagets hastiget","fontsize",16)
endfunction

Exempelkod 8

%Ett program som gdr en graf dver
%ett dubbelriktat egipages position
%som funktion av tiden.
%Input: matrisen "statetime (nom_1,nom_2,N)"
function ret = place(U)
U=U"’;
d = 0.001%U(3,1:1ength(U)) .*U(4,1:1length(U));
Time = cumsum(U(3,1:1length(U)));
d= cumsum(d) ;
plot (Time ,d,"linewidth" ,2);
title ("Ekipagets position","fontsize",18)
xlabel ("Tid(s)","fontsize" ,16)
ylabel ("Position(mikro m)","fontsize" ,16)
endfunction

Exempelkod 9

%Ett program som skapar grafer och diagram &ver
%hsannolikhet foér olika tillsténd, l&ge och hastighet
%for EN simulering
function ret = allinfo(nl1,n2,N)

U=statetime (nl,n2,N) ;

figure (1) ;

snlgraf (U,nl,n2,N);

figure (2);

place (U);

figure (3);

hastighet (U) ;

figure (4);

snlgraf (statdist(nl,n2),nl1,n2);
endfunction

Exempelkod 10

%Program som ber&dknar den

%hstationdra foérdelningen foér ett dubbelriktat ekipage
%Den stationdra férdelningen ges som en matris d&r
%elementens koordinater motvarar ekipagets tillsténd.
%Input: #-Kinesin, #-Dynein

function [Pi]= statdist(nom_1,nom_2)

66



A = zeros((nom_1+1)*(nom_2+1) ,(nom_1+1)*(nom_2+1)) ;
pairs=zeros (((nom_1+1) *(nom_2+1)) ,2);
cur=[0,0];
n=0;
%Alla tillst&nd inférs i en vektor
for(i=0:nom_1)
for (k=0:nom_2)
n=n+1;
pairs(n,1)=1;
pairs(n,2)=k;
endfor
endfor
%De momentana Overgidngsfrekvenserna berdknas
for(n=1:length(pairs))
cur (1) =pairs(n,1);
cur (2) =pairs(n,2);
if (cur (1) *0.006 > cur(2)*0.007)
v1=1000;
v2=6;
else
vi
v2
endif
if (cur (2)==0)
u=0;
else
u = 1/(1+((cur (1) *0.006) *v2)/((cur (2) *0.007) *xv1));
endif
T = u*x(cur (1) *0.006) +(1-u)*(cur (2) *0.007) ;
lambdal = (nom_1-cur (1)) *5;
if (cur (1) ==0)
mul=0;
else
mul = cur (1) *1*xexp((abs((T)/(cur(1)*0.003))));
endif
lambda2 = (nom_2-cur(2))x*1.5;
if (cur (2)==0)
mu2=0;
else
mu2 = cur (2) *0.25*xexp ((abs ((T) /(cur (2) *0.003))));
endif
%For varje tillsté&nd sparas de fér tillstandet
specifika parametrarna i
%vektorn para.
sigma = lambdal+mul+lambda2+mu2;

I

(-6);
(-1000) ;
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A(n,n)= -sigma;
para = [lambdal ,mul,lambda2 ,mu2];
%Varje parametervektor gés igenom
%0m ett element &r olika noll placeras parametern in péa
ratt plats i matrisen
for(i=1:4)
check = cur;
if (para(i) !'=0)
if (i==1)
x=[1,0];
elseif (i==2)
x=[-1,0];
elseif (i==3)
x=[0,1];
else
x=[0,-1];
endif
check=check+x;
for(k=1:length(pairs))
if (isequal (check ,pairs(k,1:2)))
idx=k;
break;
endif
endfor
A(n,idx) = para(i);
endif
endfor
endfor
%#Tillaggsvillkoret att summan av Pi’s element &r 1
beaktas
A=[A,ones(length(pairs) ,1)1];
z=zeros (1,length(pairs)+1);
z(1,length(pairs)+1)=1;
%Matrisekvationen l1ldses
Pi=z/A;
final=[];
%Pi &r nu en radvektor som formas om till en matris for
battre tydlighet
for(j=0:nom_1)
final=[final;Pi(j*(nom_2+1)+1:(j+1)*(nom_2+1))];
endfor
Pi=final;
endfunction
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