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§. I.c
kJabtilem motuum vertiginis theoriam, cujus per
universam Astronomiara Phy ficam latis.si me patet u-
lus, ab antiquioribus prorsiis sere incultam, circa me-
dium mox exeuntis seculi egregiis acutissimorum,
qui hic illic inclaruere, Geometrarum conspirantibus
It u J iis insignius demum promoveri coeptam esse, qui
scientiae Mechanicae sata vel leviter perlustraverit,sae lis agnoseet. Nempe rotationis legum accurati-
us evolvendarum studium mirum quantum excita-
vit & auxit a summis viris hac aetate suseepta ea-
rum inaequalitatum sollers investigatio, quae in mo-
tu telluris dudum observatae, praecessio aequinoctio-
rum & nutatio axis dici solent. Quod consilium
eo valuit, ut certa facilique rotationum componen-
darum & resolvendarum ratione detecta & exposi-
ta, virium quarumcunque, ad motus corporum tur-
bandos, effectus accurate aestimari, motuumque vel
complicatissimorum phaenomena ad calculos facile re-
vocari, jam omnino queant. singulorum vero, qui
hanc Mechanicae sublimioris partem excolere sata-
gentes motus vertiginis componere & resolvere do-
cuerunt, merita recensere cum longum sit & a no-
stns rationibus alienum j eorum illustrissimos, Paul-
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lum Frisium, Eulerum tantum flo-
minasse sufficiat. Quippe dicto Problemati com-
positionis & resolutionis rotationum cognoscendo ira-
pensius vacans, incidi in solutionem, elegantia ac
concinnitate summa commendabilem, quam La
Grange, Analysta subtilissimns, in eximio opere:
Analytische Mechanik , aus dem Franzbjischen von F. IV.
A. Murhard. Gbtting. 1797, p. 31 seqq

., nuper sup-
peditavit: ipsamque summi Viri Analysin, pressius
ab illo exhibitam, demonstrationibus passim, ubi re-
serat, muniendam meisque illustrandam rationibus su-
scepi, haud dubitans sore, ut ea, quas a tenuitate vi-
rium juvenilium prosicisci possint, L, B. sequi boni-
que considat,

s. n-
Lemma. I. st sumtis coordinatis ortsiogonalibiisr

sini xy' &z4 conslantibus /3 & 7 respessiive sumtis
proportionales ; linea his definita , quae dicatur p, erit
rcssia per initium coordinatarum trarisicus, &si anguli
sub quibus ipsa p axes x, y & z secabit , dicantur a,

«
rp&v rejpe&ive, erit Cejx= r ”

j8 r r jy
_

sint p 4
, p 41 baiae projectiones orthographicsc

ipsius p in plana axium x & y, x & z respectiver
quarum, illam aequatione fix 4 — vj/ = 0, hanc vero
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aequatione yx' — xz* = o, exprimendam esse, ex
hypothesi consiat. Quo facto, cum posito =s'
=o, obtineatur x' =o; facile patet, & jt)" esse
rectas in initio coordinatarum concurrentes. Ergo &

ipsa p erit recta per initium coordinatarum transi-
ens. Q. E. 1:0 D.

Quum praeterea ex Geometria notissimum sit,puncti cujusvis coordinatis x' y' & z' determi-
nati ab initio coordinatarum disiantiam sequari

facillimo habebitur negotio Cq/A=
« r r

_

y'
V(*'*+y a s*/z ) V(* z -t0*w Jl*~

/3_ z'
V(a 2 t/B 2 s y 2 )

& ' J " vU' 2 ty=s s/2 )
“

y

V(«2 s/3 2 s y 2 ) Q- E - - :o D -

Coroll. si anguli, quibus ad axem x projecta*
p* & p" inclinantur, sine s & e' respective; erit tg s
(=4;=*&«*(■=-')=*•
\ x 1' ct °

\ X' a

s- nr.
Lemma II. st plana aquatione xxa

'k siy"'r yz" - d rsi 2 sy2 ) = o expresja dicatur
s; re sila p plano s ad angulos re silos insistet , sij erit
%plani huius ab initio coordinatarum dislantia.
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sI sint s & s' intersectiones supersiciei plana? s
ex occursu planorum per axes x & y, x& Zr
transeuntium oriundaes ex principiis Geometriae pro-
no stuit slveo , eas aequationibus xx4“ •h sy" —"

W& s /3 ? *y2 ) =0, ax""*rz'"' - N&tP */*>
=o, respective positis exhiberi. Quum vero polita
y'"~z4444 =o, prodeat ///

— x////=-^vr (otys/s*’y2 s):oCr
hoc ipso indicio apertum est, ipsas s' in axe a;,
ad distantiam £vct& 2 s /32 sy 3 ):ot ab initio coordina-
tarum , concurrere. Dicantur porro anguli, quos
cum axe a; rectae sy sr faciunt, vj, vi' respective; quo

pasto obtinebitur tgu = >:
a

_

%!lsi a
~~

0 atque tg n' ~ xWt _ j
Quos tangentium valores cum iis comparando, qui
pro angulis e, s', sub quibus projectiones ipsius p
eundem axem x secant, supra (Coro//. Lemni. /.) e-
ruts sunt, deprehendimus esse tg n' (== —s)
— (s ±90°)- nec non tg vj' (= — Cb/g s') =

(s' ±90°). Unde vr *e = v)' - s 4 = ± 90°. Cura
autem &p 1 sint in plano axium a; &y4 pariter-
que s 4 & p" plano per axes x & z transeunte con-
tineantur, manisesium est, angulum v\ — e illarum,
angulum vero vi' _s' harum mutuam inclinationem
exhibere. Quare erit p' in s & p 44 in s' ad angulos
rectos. Cum praeterea angulos vi & vi' a £ prorsus non
pendere, inspectis formulis tangentium, liquido pate-



5

at; tribuendo ipsi b directo? quotvis v a sores, infini-
ta numero exissent plana inter se parallela: quippe
quorum cum planis axium x & y r x & z oriunda?
intersectiones binis sr s' respective collocatis erunt
parallelae. Quod si siat b ~ o, rectae s& / cum
projectionibus ipsius p in ipso coordinatarum initio
concurrent. Quo in casu ex antea demonstratis sa-
cile probabitur, rectam p utrique intersectionum s tks'
perpendiculariter insisiere, Erit ergo recta p pla-
no per has intersectiones transeunti, ideoque e-
tiam singulis huic parallelis, aequatione generali

yz" -b vctV ssi/3 2 y 2 j) — o expressis pla-
nis ,ad angulos rectos. Q. E, i;o D.

r\ * n (V s/3 2 *s y2 )i ciQuoniam est i : Cosx : r —~—£

(Lemu z.}, & ex snpra ssemonsiratis portio axeos
x inter initium coordinatarum & planum s inter-
cepta =(5 v t/3''sy*}: erit pars rectas p inter
idem punctum & planum interposita, quae plani s
ab initio coordinatarura distantiam exprimit, ==

Q. E. 2:0 D.
CotolL si puncti cujustibet in plano 6* siti a recta

p distantia dicatur r; erit r ~ i"Z//2 ~b2 )

s IV,
Problema. st punctum quodvisr coordinatis or~thogomlibus x, q & z definitum , ternis viribus rotatvi -<
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cihus urgeatur, quarum una circa axem x celeritate an-
gulari cl, altera circa axem y celeritate /3, tertia circa
axem z celeritate y seorsim circumvolvi possit; ex iisdem
viribus sinivi impressis oriundas coordinatarum variatio-
nes momentaneas determinare.

Quo primum cognoscantur variationes coordi-
natarum ex revolutione puncti circa axem x oriun-
dos, e re est, radium vectorem = V(y* z*), qui
brevitatis gratia.dicatur y, angulumque p, ipsio q
axe y comprehensum assumamus; quibus positis erit
y\ = q CoJ(p &z — q sin p. Quoniam vero facile
patet, ex rotatione, in quam inquirimus, nullam si-
ve ip(ius x live radii q variationem existere; rota-
tio elementaris dp circa axem x dabit has varia-
tiones: dy = — q sin pdp = ~ zdp & dz =

qCospdp == ydp , ob d. Cojp == — sinpdp &

d.|.sin pt =5 Cosp dp.
similiter in plano, cui axis y verticaliter insi-

stit, sumto radio vectore q' -- \J(x* Jcz2 ') angulo-
que \p tali, ut sit z= q' CoJp x~ q' sin p; e-
runt rotationi dementari dp circa axem y debita? va-
riationes: dz = — xdp & dx ~ zdp.

Facto denique x ~ Osu & y =-
, y /l sinu',

haud absimili ratiocinio efficitur, motum vertiginis
eleinentarem du circa axem st concipiendum assice-
re coordinatas x & y variationibus; dx = —■ vdu &
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Quod si ternas has rotationes simul absoIvendae
concipiantur; ex principiis calculi disserentialis con-
siat, variationes ipsarum x, y & z ex motu verti-
ginis composito oriundas summis variationum, quae
ex singulis rotationibus exsiiterunt, aequari, ideoqueesse dx ~ zd\p ■— ijd® , dy — xt/to —• zd-si . &dz
— ydCO —srt/;/'. Praeterea ob synchronismum ro-
tationum, sit dt tempusculum vertigini dementari im-
pensura: quo pacto erit d® — aedi , d\p = sidi &

s/co = ydt. Unde, bis subsiitutis valoribus,liquet esse
dx dy

_

dz
Tt = j = -$*.

s- v.
Theorema. Iisdem, ac in ProhIrmite praece-

denti , postis, motus vertiginis compostus , ac conjun-
cta ternarum virium rotatricium atsione oriundus , con-
tinuabitur circa rc&am p (Lemm

.
j definitam) celeri-

tate angulari = vr (cc = ssi/3 2 -siyQ.

Primo quidem rectam p quiescere ideoque ro-
tationis compolitae axem esse, exinde siscale consiat,
quod coordinatarum x', y' & 2:', quibus quodvis hu-
jus punctum determinatur, variationes momenta-

neae omnino evaneseant: quippe quas erunt =

. dy' d~J
$z' - yt/ =o, rsi yx' - =q&jp —a#
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Deinde vero quia ex Geometria habetur spatio-
lum a puncto quovis plani cui axis rotationis /; ad
angulos rectos inlisiit (Lemni. IJ.), tempusculo dt con-
sectum = \(sioc°' d* dvsJ 1 t dz" 2 ), & ell dissamia ejus
ab axe rotationis = r {Coroli. Lemm.lL); ex principi-
is motus patet es se, celeritatem hujus puncti angu-

\/(dx //2 4- dy"* s dz4> *).
larem, quae dicatur c

2 j dy s 2 s </a' /2.

(&z"~yy"y +Est autem

(y%" - + (ot -&x"y =-= (x 2 *sj3 2 s y 2 ) >4'

(ct:\; // ssi yzn
- £vctV d‘/3 2TyQ)— (oct ssi /3 2 ffry 2 )r 2

.

Unde £ .== VCx* isi'
Coroli Quia est r—V^ctct^/s^y 2 ); erit (Lemni.1.)

Cosx == -

, Cosu == - & Cojt == -

; unde a ==

s P P
c Cosa , /3 == cCosp & y = c Cosy.

j. VI
Problema, Datis binis pluribusve rotationibus

circa totidem diversos axes p*, p" &c. in punsso Jibimetinvicem occurrentes, quarum celeritates angulares sinio
c" &c. reffective, motum vertiginis, qui ex his compo*

tiitur, determinare.
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sumto in puncto conenrsus axium pp" &c.
initio coordinatarum orthogonaliura, faciant rectae p 7

,.

p" &c. cum axe x angulos A', A" &c., cum axe
y p.', jx" &£-, cum axe z /, v" &c. respective: qui-
bus politis,resolvantur primo, secundum Corel).Theor,
praecedentis, singulae celeritates angulares in ternas
circa axes coordinatarum, ponendo

aJ ~c'CoJX' , lh/ --c/Cosu'tky'=~c'Cos/,
x" == c“Cos},", /3" = c"Cos(jL" & y" == c"Cosv", &c,

Dein vero colligendis iis, quae ad eosdem pertinent
axes, celeritatibus, statuatur

a, (= u,'* x"s .. ) ~ c'Cos.K' * c"Cosx"si ..,

/3 (=- ,. )st c'Cosu/ *c" Cq/V']* -,,
&

y (~ y' sy"s ,. ) — c'Cosv, * r"Co/v" sj. .
.

Quo facto quaeratur ternis a, /3& y aequivalens ti-

ni ca rotatio, quae per Theorema praecedens siet circa
axem p celeritate angulari c ==' V( a 2 'k •k y 2 ) i=£

V( r /2
.

,srC// x (Cct/”(a /tA//}~s* Cos(A /-A

*s |tt") + Cct/ sty/ ) HE* (V s v") i -s'
Cb/+ • - y , substitutis ipsarum &, /3 & y va-
laribus & reductione per formulam Trigonometricam s
CoJ(ci’rb') Jr Cos(a -b) —isosa Cos b, facta. Inventa

. r ,
* c A ;'s •.vero c erit Lojy— - == -

—, Cosu =■

-==
c‘C0st*/Jt c"Cos//Jr.. Cosj— 2 —

c,Cojv'\c“Cos/‘ T-. y
r £ ' J Q~~ C
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*

exprimentibus A , p & v inclinationes rectas p ad .axes jca

Coroll. si suerint bini axes rotationis p' & p" in plano
axium coorclinatarum x&y constitutae; erit, ob A'+/w'= A
—vy= 90°vc = \c" 1‘^zc'cu Coj< A/_ A")) nec non

Cosr=sini= & Col-,= o. Ergo jace.
Q

bit axis rotationis compositae p in plano axiuin x& y, ad rectas
p*, p“ utrinque collocatas angulis A'-A ?

A-A > nc sina^a
- Q u0*

niam praeterea ex cognitis facile probari pot j es^e sisi (A -A)

=~
. sin (A'-A") & sisi (A-A") =C- • Ca' - A") i

liquet este s/C lA^ _ A): sin{K ~ A'0- (A/_ A).. c , c.c.
Unde, si sumantur p 1 :p“::c‘\c", conslat diagonalem parallelo-
gramnii lateribus p‘ &ipu comprehensi, & coincidere cum iplap
& este celeritati rotationis compotitae c proportionalem, adeo ut

tam axis politiopem quam ipiam motus quantitatem exprimat.
schol. Mira tane esl ac omni attentione digpa, quam in

Coroll. praecedenti deteximus , inter motus vertiginis & liberos
convenientia. Nempe ut bini motus liberi, lateribus parallelo-
grammi exhibiti, unicum componunt motum, cujus tam directio
quam quantitas diagonali exprimitur, ita binis quoque rotationi-

bus, quarum celeritates angulares axibus rotationum expit-

ruuntur, lemper aequivaleo unica, circa diagonalem parallclo-
grammi, quod axibus continetur, celeritate angulari, quae iph di-
agonali erit proportionalis, absolvenda. Unde omnibus iis, quae
de componendis & resolvendis motibus liberis in clementis Me-
chanicis traduntur, ad motus vertiginis translatis, rotationum

relolvendarum lacissima conslat ratio: cui igitur Problemati
ope formularum pro CosA, CoJp sc Cosv inventarum solvendo
diutius inhaerere, supervacaneum esl.


