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in formis Functionum Analyticarum investigandis & pro
consini diversitate essingendis sublimiorem Analysta-
rum artem, res est cuique, vel leviter in hoc Icientia-
rum genere imbuto, longe notissima Cui equidem ratio-
ni mirum quan. amplas conciliavit opes inventa dudum a
N-ewtono & Leibvitio, egregiisque recentiorum studiis in-
signius promota, methodus eas tractandi Functiones, <}uae
ex disserentiis quantitatum variabilium enascuntur. Cu-
jus novi Calculi quo latius patet •ambitus", eo magis e re esse
lua merito duxere summiGeometrae, adcuratam & ab omni
dissicultate immunem ejus condere Theoriam. Quorum si-
gillatim recensere nomina meritaque illustria a nostro a-
,lienum consilio rati, indicandum modo duximus, arride-
re nobis inprimis exhibitam haud ita pridem a Cl. La
Grande Theoriam Functionum Analyticarum a) ea praeci-

In opere eximio, cujus versio Germanica inscribitur: La-
grange’s 7 beorie der Anaiytischen Funktionen , in roel-
cber die gruadsdtze der Disserentiairecbmmg vorgetra-
gen werden, unabbdngig voti hetracbtung der unendlicb
kleinen oder verschivindenden Grsssen , der Grenzen o-
der Fluxione» , und zuriickgesnbrt aus die Algebrae
scbe Analysis Aus dem Franzosisch. ubers. von j, s&*
Grtijon. 2 Tbeil. Berlin 1798, 1799. in g.-o.
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pti.T commendabilem laude, quod Calculurrr DisserentsaH
lena ad- notiones dementares st mere .'Igebraicas reduxe-
rit;. in materiavero haud ignobili iHustrandu tenues quo-
que nostras ausi experiri vires non. omnino temerarium'
hoc ceasebinws consilium, si opella n-ostra / ualy l eos su si-
li irsior is arctissimum cum Algebra dementari nexum ti-
ronibus paullo perspectiorem reddere valuerit Cujas vO»
ri an nobis contigerit essis damnatis, Candido judicandum
Lectori- deserimus.

1. Quantitas variabilis indefinite parva dicitur, quae'
dabili quavis quantitate minor fieri potest: indefinite ma-

quae dabilem quamvis excedere potessi

2. sit fixi) quantitas variabilis,- quae posita quantitateAr
indefinite parva nequeat esse vel indefinite parva vel inde-
finite magna; dabilis est quantitas aliqua finita, quae di-
catur A, ita constituta, ut eadem. sub conditione siat
fix)— A quantitas indefinite parva positiva vel negativai

Decrescente enim quantitate x aut deerescie sx) aur..
adcrescit. Quod si decrcscat, dabiles sunt valores quoiuis-
adeo parvi, ut iis singolis fix ) fieri minor nequeat-
Quorum si sit & designet D quantitatem arbitra-
riam ; erit A\D quantitas-, potest fieri minor. Quare
continuo dscrescente x siet demum s(x)- A < D. sin/ sx)
adcrescat, simili evincitur ratiocinio, lumto pro A valore
minimo eorum,. quos/(r) nequit exsuperare, posse fieri
fix) >A — D sive A — fix ) <D. Ex quibus essi-
citur esse s ix) — A in utroque casu (in; illo quidem po-
sitivam, in hoc negativam) quantitatem, quae indefinite
decrelcente x reddatur indefinite parva»
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sit igitur s(x) A unde /i.v) a-si.'exprimente V quantitatem aea lege variabilem., uc ae &.V

Timui evadant indefinite parvae.

3 sit s x sunctio quantitatis variabilis .-x, quae posi-
to x -= «abit in /(« , existenribus «&/ « valoribus de-
terminatio; si tribuantur -quantitati x bini valores x 1

,
x”

indefinite propinqui h) quantitati «, quorum sic x’ me-
dius inter « & erunt valores sunctionis his respecti-
ve correspandentes s (x 1

), s {x"] c) indefinite propinqui
quantitati /(«) atque /Cx'j medium obtinebit locum in-
ter /(«) & s ix1’).

Vicissim vero, si positis «, x'
, x" iisdem ac antea

siant /’(**'), s{x*} indifinite propinquae quantitati cuidam
determinatae s («) & quidem ita, ut sit s{x‘) propior altera
illa s(x"i'i recipiente x valorem «, sunctio fix) non po-
ste st non transire in / ia) d).

si) Indefinite propinquam appellamus alteram alteri quanti-
tatem, si mutua earum disserentia est indefinite parva.

£) Nisi imaginarii siant,, cujus dignoscendi .casus character
rem Algcbra docet.

d) Ex hoc principio sponte stuit, Analysin nullum agnoscere
dilcrimen inter sunctionem, quae suir.ta radice x inde-
finite parva fieri potest data quavis quantitatem minores
& eam, quae posito evanescit. Est enim in hoc
casa « = s («) =o. sic in Triangulo, cujus data ,duo
latera sini a &b , semiperiraeter p ,

& area x , excessus
semiperimetri super latus tertium s(x), relatio inter
s (x) si x exprimitur aequatione x ■== V j(ae). p.
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Lex haec; Continuae variationis sunctionum per se est:
adeo evidens,, ut principii locum merito sibi vindicet.

4. Retentis iisdem ac in in n:o praecedenti quantita-
tum signis, si sint disserentiae*8 — x‘\ x' — « in ratione
data a 1;• erunt variationes sunctionis correspondentes
s x") —/(*')>/(•*■') — s{cx.) in ratione adsignabili, quae
est vel constans == tn ; 1 vel ea conditione variabilis,
ut nec indefinite parva nec indefinite magna fieri queat,
ideoque (no 2.) generaliter exprimenda per m ~j- V" \ 1,
in qua est m numerus positivus ex ratione data & natu-
ra sunctionis determinabilis* & V vel = o vel evancscens
transeunte * in

Principii hujus ratio ia ea est ssta, quod, posita va-
riatione ipsius radicis successiva, variatio sunctionis mo-
mentanea esse nequeat: qua nimirum, si sas essetr admis-
sa, quantitas variabilis soret vaga & insiena nullisque sul>
jecta computandi regulis b. e. talis,, quae sunctionis Ana-
lyticae non possit non exuisse.

s. Quum igitur generaliter sit„ s(xH ) —s(x'j : s xs)
— s\cc) ~ m F" ; i, pro' cala illo speciali, in qua

(/><• — a.) \p — b). Unde /(*)== —_p. p — a.) (p — b ;
quae formula cum: evanescat pro * — o, aperte prodit e-vaneseere excessmn semiperimetii luper latus maximum-

posita area = o„ Asscrtionis vero noslrae universalitati
minime officit, quod notione Trianguli, (quod in Geo-
metria dementari fieri solet)- ita definita, ut excludatur
ille casus, quo terna puncta illud determinantia in. eaden»
sita sunt recta, applicari nequeat.
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« r= / (ce) = o, sive quoties fuerit sunctio ejus naturae,
m evanescente x,j(x) quoque evanescat; habebitur
x“ —x‘tx'== *:i & j ( x") — s\x>) : s (x 1) — m -j~
V: i ; unde x'1 ; xs =i4- a : i & s (x") ; s(x1) == i
-j- m 4- y

- *►

Generalis iddray est aharacter sunctionis pro*-=o eva*

nescentis,. quod sit -- 1 4* m
4 t

'6. sil pro data sunctione /(x) & valore speciali na-

meri ain formula /C 1 *a • —i4- m -s- V numerus
Lop (i s vi)

m cognitus & sumatur r = ■, —■— - Unde i+ m& Log(xsa) 1

x= (i 4* a)r. sit porro'/(£>_— F(x) st xr
== F' (x).

xr s(x)
Quo pacto eruitur F(\ s a .

x) — / (TT>
. x) . xr

((i s dy, x)r sWt
( /(Ci so)• x) V v F' ((i+a) .x)

""

(n*Ys(x)
/== 1 + (TT7? &

(*)
’

C(i ig) . x)r
.

/>)
__

V
/((i s<?) .x) xr

1
(is ay iV'

Pro neutra igitur sunctionum F(x), F‘ (x) ei satis-
fieri potest conditioni (no praecedo* qua subiata nequit
sunctio evanescere posito x== o. Quare, cum praeterea
F(x) ita dependeat aF' (x) ut non, nisi facta hac quan-
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titate indefinite parva, queat fieri indefinite magna; erit
sinio 2.)/ (■*■) -- A F, ideoque s(x) == xr {A F).

x r

Demonstratum sio essi sunctionem quamvis Analyssi
cam, quae pro x=* o evanescit, esse divisibilem per
potestatem aliquam posuivam quantitatis x earaque ob
rem re.ductibilem ad formam x,- (ss -vj- F), in qua est F
yel = o vel ejus naturae ut pro x ==. o evanelcat.

s(x)
j. Quod si in n;o praeced, posuissemus Fi*) ==

xs
,

zs
r

& F' (*) =
, lumto pro s numero majori vel mi-

, , F (s«-si) .x) r s((non quamr , obtmuissemus -—---
—' ( .—) \

Fix) \ ~ asfixi
(i \ay\F F F'((i + <0..r)

= TtF =(l + a)r '‘ + (i+«/
& ~

P(x>

=
__ (I , . Hs ve-

(i \ay\F— U a >

ro formulae produnt non posse sumi s & r inaequales
fix)

(n:o j.), quin siat, ejus indolis, ut evanelcente x>

vel evanescat vel siat indefinite magna, prout fuerit s
yel < r vel > r respective.

8. specialem hactenus consideravimus numeri a valo-
rem: jam vero facile probabitur, posito numero a arbi-
trario, permanere indicem r inyariatura, Quod si ne-
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gas, sac substitutis novis numeris a' & m' pro n & m re-
spective, novum exoriri valorcm ipsius r, qui dicatur r' r
nimirum x-Log (i s m 1

). Hinc vero efficitur Cn.o 6.. es-
~Log (i s a')s (x

le —“ formae A—■ E vel ejus naturae ut evanescente a*

abeat in quantitatem finitam Ai quod omnino repugnat
(n o praeced. \ dum manebit disserentia aliqua inter
r & v".

9. Exemplum. sit s (x) == sto x, & sumatur pro a nu-
merus qaicunque integer positivus. Quo pacto, vi The-
orematis Trigonometrici sin (A -s- B}~ sin A Cos B -|-
Cos A sin B , eruitur sin ((ai i)

. x) = sin x Cos (ax)
-s* sisi (a x) Cas jc - sin x [Cos (a X) -s- Cos ((a - \). x)
Cos x] -|- sin (i a - i> . x) Cos xz ~ sisi x [Cos (ax) -4-
Cos (ia —i) . <*“) Cos x -s- Cos ((a —n) * x)'
Cos xns -s- sin {[a —«). x) Cos xK * 1 ~(n -s- x) sin x
-j- sin x (Cos (ax) Cos (ia —i) . x). Cos x . r-j- Cos( {a - n) . a) Cos x»

— n — i) -j- sin ({a —») ,

x) Cos x*' 1
. Quod si haec series continuetur usque eo

ut fuerit n== a, emerget si» ({a ji).x) x(a 11) 4,
sin x

C Cos (ax) 4- Cos ((a —i). x) Cos x -s- .. i Cos *x Cos
x» - «4- Cos x . Cos xa - 1 4- Cos xa

,
— (/?+!)], cujus

aequationis membrum posterius posito x~ o redigitur ad
(i + Unde comparatione instituta cum formula ge-
nerali Cb;o 6.) s ((lia) . x)=(i s a)r -s- E, colligitur esr

i (*)
se v== i, ideoque sin x formae x(A sjs V\
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10, Theorema. Functio quaevis Analytica /(*), quae
posito x - 0 indefinite magna non evadit, converti pot-
est in seriem vel finitam vel infinitam terminorum sor-
mae Axr, i n qua exponens r valores quosvis (exceptis
negativis) recipere potest.

Evanescente quantitate x aut evanescit / (x}, aut si-
nitum attingit valorem. In illo casu est (n;o 6.) / (*>

formae xrI(Ai -j- Fi , in. hoc (no 2 ) formae (A 4~ »

in qua designac A valorem, in quem transit sunctio, tacto
x = 0, & F quantitatem pro hoc valore ipsius x evane-
scentem. Quum vero haec quantitas (no 6.) sit quoque
reductibilis ad formam xrJ(Ax -j- Fi) , poterit s (x) ex-
primi per A -J- xr J{Ai 4~ Fi)== Ax° xrJ(A' -s- Ft ).

Quae forma , utpote generalior, priorem illum casum e-
vanescentis sunctionis pro x ~ 0 quoque complectitur,
posito nimirum A = o.

Quod si jam in aequatione / (,*) = Ax* -{- xrT(A -|-
V,) sit Fx ==•/ consimimata est series. sin minus; eadem
repetita transformandi ratione ad novas successive progre-
di licet sunctiones F% ,V5 &c, serie aequationum hu-
jus formae Fx = xr2{Az -{- F^,Fz z=. xr -s- F,y,
scrV. definitas. Potest vero haec series, quousque libuerit
continuari, nisi quando inciderimus in Fn ~o. Elimi-
natis vero successive ope hujusmodi aequationum quanti-
tatibus F x , F* , F, .

. ssc. succrescente terminorum
numero obtinebitur / (x) = Ax° xr*(At -s. F,) ==

Ax° 4- A t x» (A z 4- Fz ) == Ax° -s AlXn

-s Azxr *■*>■* 4- *rt.+r4 +r* Ax° -s A t xr *\
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-s Az x*t *>± -s A 3
,vr ' -t rJ + .......:...

xrt.+ r z^rt + . . rn[J :l _p. y^)

ir. Quum in serie praecedenti sit generaliter Fn quan-
titas, quae evanescit posito x= o; aperte conslat (0:03.),posse, sumenda quantitate x perexigua, reddi Fn adeo par-
cam, ut sit An >Vn ideoque a sortiori An xTl t r2 t*. »■*

> ,Fn . xr^r * t• • Quare, cum sit *Fn xr * t % +■..
lumina omnium terminorum terminum An xr *s •• r *

'subsequentium ; manisestam habemus eam seriei nostrae
proprietatem, quod x possit sumi adeo parva, ut siat ter-
minus quilibet major aggregato omnium aitiores pote-
jstates quantitatis x iContinentium e).

12. sit s (_x) sunctio, quae posito x a abit in A.

Quod si ponatur x—a == z , substituto pro x va!or«,
a -j- s, s (x) — A transibit in sunctionem quantitatis a
ita comparatam ut pro z== o evanescat. Erit igitur s{x j
— A formae zr (A -s- V), in qua V evanescit facto
~o. Unde, sussecta in locum ipsius a aequipollente-

quantitate x- a , exsurgit s ( x) ,= A- j- O-- ay

si sunctio s(x) evanescit pro * = a, sit A =a o, &

/C*)~ (x — ay(A -j- Fu Unde patet omnem sun-
ctionem Analyticam, quae tacto x = a evanescit, esse di-
visibilem per aliquam potestatem positivam quantitatis x~n.

e) Propolitio haec tanti est in calculo sublimiore momenti,
ut inter fundamentales merito reseratur. . Csr. L.AGRANGE
•Lib. cit I. Tb. pag 20.
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Cajas propositionis vira in gratiam tironum nonnullis
illustrare juvat exemplis-

15, ExempL r. sit/ (x)' =xm
— am & quidem e:©

exponens vt numerus positivus integer. sumatur s =

xm ' 1-s 2“4* •. - -s- x«P"l ~ z -j- am ~ r
, quae series-

si ducatur successive in x & a\ erit oriundarum bae lege
serierum disserentia (x — a) s =- x»« —

sit 2:0 exponens m numerus positivus fractus
gnantibus psc q numeros integros positivos. Fiat vero jam
•5/ -3 -s-xts-*)s? « ...

*rr ? «CP- 3>^

ct- *(/> -Orq& $
2

__ **> *- s -j- -2) -1 a1 : q _{_

*..x1 • 2 «C? - -s -/) t Qua utraque seriet
ducta in x 1 •2 _ /*i: 2 emergit (*r :2— «r -

—

s £ &5a
:* — a*r *> aes x— *. Est er-

xp ' 1 — /Jp ' ?

go s*: sz
—

, unde xP -3 — /» £:; i =r
x —

5*! C* — <0-
xm

— ~ s~

sit denique 3:0 m numerus quicunque negativus w*
1

teger vel fractus. In hoc vero casu est /(x) = -r

— = («« — xm) ( \ Quare cum formulae sio-»m \>x m a'"'
Ius factor ani

— xw
, ad alterutram classiam praecedentium
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reserenda, drvisarem patiatur x — a*r de Ipsa sunctione
idem valet />.

14. Exemplz, sit s{x)zs u 1 {Al -\-(x — aytX,)™*
“s* *1 "s* (A' —“ # J*"2 -X)W 2 “s- ». «» CX» (# —

*>» in qua « t + « 2 -j- • • «« = °»
1

==

==
.. .

yj n mn , exponentes r, -s. r 2 , , positivi»
& X,, JVZ , . . X'» sunctiones, quae posito a- s= a ma-
neant finitae.

Ex admissis his conditionibus patet esse A l
m 1

«2 Az
m z Anm n = («

T “j- ORs -s- ,. . ccm) Aim *

= 0, ideoque evanescere sunctionem propositam posito
= /7. Quare tentanda est ejus reductio ad formam

(a —«y X Quem in sinem siat A t ~j- O — a)r 1 Xt

= s,, A£ (x —- *)r * X* aeque generaliter X,
-s- (a - /7]r« Xn = a„ : quo facto transformabitur s(x)
in «, a, wx -{- «2 « 2

W
2 +...«« 2/*” =«, (»«»>, ■

A -j- Os 2 (®2 2
— A z

m z') “s- .•, «» (i&n 71 An »)«

Hujus vero aggregati singula membra (n:o praecedo divi-
iores admittunt z t —At =(a — X x , z2 —A2 ==

/) Quum pro data quavis quantitate irrationali quantitates
rationales, ad verum ejus Valorem propius propiusque
accedentes, adlignari queant* quae de forma sunctionis
x m —- a m pro vi rationali praecepta sunt, ea quoque ad
«alum exponentis surdi extendi possuat.
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{x — a)r z X2 ,
—An-- (x

—a)rn Xn respective
Unde colligitur s(x) —C, (x — a)r i -j- C 2 (x — ayz

.C*(x — denotantibus C\, C 2 , . . JOn quanti,
tates pro x== n finitum conlervantes valorem. Est e!go
sunctio proposita divisibilis per potestatem quantitatis
x— a

, ejus videlicet ordinis, quem indicat exponen-
tium r l3 r z , ..r« minimus.

iy. si sit /(x, y, z &sc ) sunctio plurium quotcunqne
variabilium x, y , z Esc., quae polito x == y
est haec sunctio reducti,bilis ad formam {x ~ y)r (p {x, j/,
z in qua <p (x, y, z &c ) , pofica pro x
quantitate y , abit in sunctionem residuarum quantita-,
tum y, z ssc. =s= /' (y, z csir.) -j- K

Formula haec nostra cum principio nuper illustrato
.omnino conspirat, .eo videlicet lolo oblervato discrimine,

. - . .
.

/.( x )quod quantitas /1, in quam (n:o 12.) — r jransit po-
( X(l

sito x-a, sit omnino siuita, nulla existente amplius supes.
stite quantitate variabili, ea vero quantitas, in quam trans-

/, 0,j, z&c.)
m .

migrat ~~ r̂ T ?eliminata quantitate * ope aequa-,
tionis x =y, permaneat Unctio residuarum quantitatum

y,z£sc, ideoquc exprimenda sit per s' (y, z isc.)

—s" F* Unde / (x, y, z c.) == (x -y) r (sJ (y , z£sc,)
+ Fj= (X — y)r (p (*, y } Z &C,).
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16» Theorema. sint / (x) , /q) sunctiones idemicae
ssngularum quantitatum x, y respective; erit x — y
=(p (x, y) sunctio binarum quantitatum * st y, quae sus-
secta y in locum ipsius* abit in sunctionem residuae quan-
titatis y:

Functionem' proposstam s(x) — / (y) contineri sub
forma generali (x —yy <p pr, y) mox (n:© praecedo ex-
inde patet, quod aequatis x& y evarrescar. Exponentem
vero r =; 1 sequentt detegere licet analysi.

sit a numerus positivus arbitrarius & sumantur u& z ea
conditione, ut sit y — z== a . —yy —. au* Quibus
positis erit

s( x y — /oo == c x — ?)r <p c*j (/* ( t> t
--{s(x)-s(%)]={x - zsjp(x} a)] =CU+ 1) «3*, |(/ / '(s)s vx )
— </C/-/Ca)J - (jy-s) ~{a u)r J' (»> 4. y% ) 9

manente ubique indice r eodem &r exprimentibus s'(y),
js' (z) sunctiones identicas singularum quantitatum y, a
respective atque existentibus Fiy Fx ejus naturae, utpro k~ 0 evanescant. Unde expuncto factore communi
»,r obtinebitur s {y) -s- y== (o r>- — s‘{z) -sr
(* -s- r)r yr — /7r V%>. Est vero s‘ (y) —s' (z -s- «a)
quantitas ita comparata, ut evanescente u abeat in s'(z-)r
idaeoque exprimenda per s' (»•) -s- V'\ sustinense vicero
sunctionis alicujus quantitatum y & z , evanescentis ppsi-
to u= 0, Quo substituto valore haec emerget aequatio:
iar +1— O-s I)0 s"Cz) —— (a -s ry V\ _

y
2

—

—F. Quum vero sit aequationis bujussce prius mera-
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serum, a quantitate u irnmuns, nulli obnoxium variatio-
ni ex mutato valore quantitatis u oriundae, de altero i-
dem valet. Quippe quod hac una sub conditione obti-
nere potest, (ob singulos terminos, ex quibus componi-
tur, evanescentes pro u-=o) si fuerit ia i y __

ar Fz —V—V' == o. Unde (ar i— c a j)r)
s' (z) =o. Quare, cum nequeat s' ) evanescere, saltim nisi
quantitati sj specialis adsignetur valor g), erit ar 4- i —

ia + i)r
. Cui satisfieri conditioni nequit, nisi ponent'

do r == 1.

Est igitur / (*) —. / (y) =[x y) p y ) Ua-
de •

—Tzr~y
—

== <? (*» y-)

17. Quum, designantibus x, y binos valores abscissae
in curva quadam, exprimant jix), s(y) ordinatas respe-
ctive correspondentes; quantitatibus y, s(y) haud inepte
sufficere licet »

r , s (* x) respective. Quo pacto liquet es»
se <p (*, x t)

-- Tangenti anguli ejus, quo inclinatur se-
cans, per ea transiens puncta, in quibus ordinatae/(^3,
/OJ curvae occurrunt, ad gxera abscissarum,

g) Pro valoribus nimirum spccialissimis quantitatis 55 fieri
potest, ut s' (a) vel evanescat vel siat infinite magna,-
quibus in casibus ad eruendum exponentem r haec mi«
nime valet concludendi ratio. Quippe qui specialem ia
Analysi attentionem requirunt & sijpgularia praecepta.


