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]n formis Fun&tionum Analyticarum inveftigandis & pro
confilii diverfitate effingendis {ublimiorem verfari Analyfta-
fum artem, res eft cuique, vel leviter in hoc {cientia-
rum genere imbuto,laonge notisfima  Cui equidem ratio-
ni mirum quan: amplas conciiiavit opes inventa-dudum a
Newrono & LeieNitro, egregiisque recentiorum ftudiis in-
{fignius promota, merhodus eas tractandi Fundtiones, quz
ex difterentiis quanticatum variabilium enafcuntur. Cu-
jus novi Calculi quo latius patet ambizus, eo'magis e re esfe
{ua merito duxere {ummiGeometrz, adcuratam & ab omni
difficulcate immunem ejus condere Theoriam. Quorum fi-
illatim recenfere nomina meritaque illuftria a noftro a-
'?ien;um confilio rati, indicandum modo duximus, arride-
re nobis inprimis exhibitam thaud ita pridem a Cl La_
Grance Theoriam Functionam Analyticarnm «) €a przci-
A pua

¢) In opere eximio, cujus verfio Germanica inferibitur: La-

" GRANGE’s Tbheorie der Analytifthen Funktionen, in wel-
cher die gruudfitze der Differentialvechnung worgetra-
gen werden, unabbingig von betvachtung der unendlich
kleinen oder verfchwindenden Grisfen, der Grenzen o-
der Fluxionen , und wuriickgefiibrt auf die Algebrai-
Jebe Analyfis ~ Aus dem Franxéfifch. ithey]. von F. Ph.
Griifon, 2 Tbheil. Berlin 1798, 1799. in 8:0.



P Vgl @
put commendabilem laude, quod Culculume Differentia«
fem ad notiones elementares & mere [ lzebraicas reduxe-
ric. In materia vero haud igoobili iluftranda tenues quo-
que noftras aufy experiri vires non. omnino temerariumy
hoc cenfebimus confilium, {1 opella noftra Analyleos {ub-
Hmioris ar@isfimum cum Algebra elementari nexum ti-
vronibus paullo perfpectiorem reddere valueric  Cujus vos
ti an nobis conrigerit efle damnatis, Caadido judicandume
ectort deferimmus,

1. Quantitas. variabilis wdéfinite parve dicitur, que
dabili quavis quantitate minor fieri poteft: indefinite ma-
gra, qua dabilem quamvis excedere poteft,

2. Sit fix) quantitas variabilis, qua pofita quantitate s
indefinite parva nequeat esfe vel indefinite parva vel inde-
finite magna: dabilis eft quantitas aliqua finita, que di-
catur 4, ita conftituta, ut cadem, {fub conditione fiat

f(x) — A4 quantitas indefinite parva pofitiva vel negativa;

Decrefcente enim quantitate x aut decrefcit £ x) aut.
adcrefcit.  Quod fi decrefcat, dabiles funt valores quouis
adeo parvi, ut iis fingulis f(x) fiert minor nequeat.
Cuoram fi fit maximus.4 & defignet D quantitatem arbitra-
riam ; erit A1 D' quantitas, qua f.x) poteft fieri minor, Quare
continuo decrelcente x fiet demum f(x)- A< D. Sinf (x)
adcrefcat, fimili evincitur ratiocinio, fumto pre 4 valore
minimo eorum, quos f(x) nequit ex{uperare, posfe fieri
fx)y> A4 — D five 4 — f(x) <D. Ex quibus effi-
citur esfe f(x) — A4 in utroque cafu (in illo quidem po-
fitivam, in hoc negativam) quantitatem, qua indefinite
decrefcente » reddatur indefinite parva,

Sig
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Sit dgitur f(x) — A == #, unde fix) 2= L1 P,
exprimente # quantitatem .ea lege variabilem, uia & &
fimul evadant indefinite parva,

3 Sit f x# funtio .quantitatis waciabilis v, quwe pofi-
to x == wabitin f(a , exifltentibus «& f ' valoribus de-
terminatis: fi tribuantur quantitati & bini valores x/, "
indefinite propinqui 4) quantitati «, quorvm fic &' me-
dius inter & & x¥; erunt valores functionis his relpecti-
ve correfpondentes f (x'), f («") ¢) indefinite propinqui
quantitati f(e) atque f(v’) medium obtinebit lacum in-

ter f(x) & f &),

Vicisfim vero, fi pofitis «, %/, & iisdem ac antea
fiant f (&), f (#") indifinite propingqua quantitati cuidam
determinat® f () & quidemita,uc it f(a’) propior altera
illa f (#";; recipiente x valorem «, functio f(x) non po-
¢e(t non tranfire in £ (o) 4).

Az Lex

%) Indefinite propinguam appellamus alteram alteri quanti-
tatem, fi mutua earum differentia efi indefinite parva,
<) Nifi imaginarii fiant, <ujus dignefcendi cafus chara@es

rem Algebra docet,

d) Ex hoc principio fponte fluit, Analyfin nullum agnofcere
difcrimen inter fun®ionem, qua {umta radice x inde-
finite parva fieri poteft data quavis quantitatem minores
& eam, quz pofito x = o evanmelcit, Eft enim in hoc
calu o = f(x) = 0. Sic in Triangulo, cujus data due
latera fint @ & b, femiperimeter p, & area x, exceslus
femiperimetri f{uper latus tertium f(x), relatio inter

' f (&) & x exprimitur zquatione & == V f(#). p,



® ) & ( %

Lex hzc continuz variationis fun&ionunr per fe eft
adeo evidens, ut principii locum merito {ibi vindicet.

4. Retentis iisdem ac in in n:o przcedenti quantita-
tum fignis, fi fint differentie ¥* — x*, »' — « in ratione
data @ : 13 erunt variationes functionis correfpondentes.
fram)y — f(x, f(*) — f(«) in ratione adfigmabili, qua
eft vel conftans. == m : 1 vel ea conditione variabilis,
ut ncc indefinite parva nec indefinite magna fieri queat,
ideoque (n o 2.) generaliter exprimenda per m <}~ 7 : 1,
in qua eft m numerus pofitivus ex ratione data & natu-
pa funtionis determinabilis, & # vel = o vel evanefcens

transeunte x in o,

Prineipii hujus ratio in eo eft fita, quod, pofita va-
riatione: ipfius. radicis: {uccesfiva, variatio functionis mo-
mentanea esfe: nequeat: qua nimirum,. fi fas esfet, admis-
fa, quantitas variabilis foret vaga & infrena nullisque fub
ie®a computandi regulis & e. talis, quz fun&@ionis Ana-
Iytice' naturamy non posfit non exuisfe.

§. Quum igitur generaliter fit, f(x*) — flay : f &%)
— (&) =m + ¥ : 1, pro calu illo fpeciali, in quo

& ==

12

(po=—a.) (p—0b), Unde f(x)== RS TR
que formula cum: evanefcat pro x = o, aperte prodit e-
vanelcere excesfum {emiperimetid {uper latus maximum
pofita area = o, Asfertionis vero nefirz univerfalitati
minime officit, quod notione Trianguli, {quod in Geo-
metria elementari freri folet) ita definita, ut excludatur
ille cafus, quo terna punéta illud determinantia in eadena
fita funt re&a, applicari nequeat, :
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& == f (&) == 0, five quoties fuerit fun&io ejus naturz,
vt evanefcente x, f (x) quoque evanelcat; habebitur
¥ =yt txr = a2 =N f () =
F:r:udex' ;¥ =14+a:x&f@:f) =1
+m Ve

Generalis idcirco eft shara®er functionis pro ¥ =o eva-
f(“'l’__l_' #). == 1 4 m -/,

F (0
'6.  Sit pro data fun&ione f (x) & valore {peciali nu-

meri ¢ in formula fGta. x| -~ m -}~ ¥ numerus

nelcentis, quod fit

@ i
s - Log (1tm) .
s cognitus & fumatur v = i P Unde 1 4w
~x=( 14 a)r Sit porro f(¥) == F(x) & 2" == F(x).
x" f@
Quo pactoervitur F(1fa . x) = f (1 Ta.x). *
F (x) (atar. xr f&R
-__f_(gm.x))_., vV F(a+a. 2
s (r"r#)" f(x) o= T + (I'hg)' F.r (x)

({(x1a) V), f;(-*‘_)__r 14
= Fate).x) 2 T (xteri ¥V’

Pro neutra igitur fun&tionum F(x), F* (x) ei fatis-
fieri poteft conditioni (mo- przced), qua fublata nequie
functio evanefcere pofito ¥ == 0, Quare, cum przterea
F (x) ita dependeat a /¥ (x) ut non, nifi facta hac quan-

' Az tiras



) 6

titate indefinite parva, queat fieri indefinite magna: erit

(nto 2) f (%) == A - ¥, ideoque f(x)==&r (4 J #).
Demonftratum fic eft, functionem quamvis Analytis

cam, quz pro x == o evanelCit, esfe divifibilem per
poteftatem aliquam pofitivam quantitatis ¥ eamque ob

rem reductibilem ad formam x- (A +~ #),in qua eft
vel == o vel ejus naturz ut pro ¥ == o evanefcat.

7. Quod fi in nio praced, pofuislemus # (x) == J:ng)
x L
&
& Tz = }—%;), fumto pro s numero majori vel mi-
nori quam #, obtinuisfemus ©{/441) - %) (= A Skt ))
‘ F(x) C1ta) #(x)

 Qtayt¥ _ Fi((1ta).x)

= Tarae = 0TI d G ® Tre
(xta)s (1 1’(:)1"'. V. i Ve

=0 = (1 a)f =
tortV (1tay 17
ro formulz produnt non posfe fumi s & r inzquales

(x)
(n:0 5.), quin fiat, J-r;- ejus indelis, ut evanelcente a

vel evanelcat vel fiat indefinite magna, prout fuerit &
vel < r vel > r refpective. -

8. Specialem hactenus confideravimus numeri a valo-
rem: jam vero facile probabitur, pofito numero « arbi-
trario, permanere indicem r inyariatum, Quod fi ne-

53,
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gas, fac fubftitutis novis numeris o' & m’ pro a & mre-
fpective, novum exoriri valorem ipfius », qui dicatur #/,
nimirum == Zog (1 +='). Hinc vero efficitur (n:o 6.) e«

Loz (11 a')

('r'

fe — formz A - 7 vel ejus naturz ut evanelcente x
X7

abeat in quantitatem finitam 4: quod omnino repugnat
(no preced. ), dum manebit diferentia aliqua inter
r & #,

9. Exemplum. Sit f () == Sin x,& {umatur pro z nu-
merus quicunque integer pofitivus. Quo pa&o, vi The-
orematis ‘Frigonometrici Sin (4 - B)== Sin A Cof B
Cof A Sin B, eruitur Sin ((at1) . x) == Sin x Cof (ax)
~+ Sin (ax) Cof-x = Sin x [Cof (ax) 4 Cof ((a-1). x)
Cof x] -Sin (1a- 1) . x) Cof x* == Sin x [Cof (ax) -~
Cof ((¢”1) . %) Cof & ...+ Cf ((@— 1), 2)
© Cof av] = Sin (1@ = n) . x) Cof x*11 == (n ~+ 1) Sinx

-+ Sin x (Cof (ax) 4 Cof (& — 1) . x). Cof x + ..
JCos((@a~#). x) Cof x* — u —. 1) + Sin ((@ =y .,
x) Cof x*~ X, Quod fi hxc feries continuetur usque eo
ut fuerit » == 4, emerget Siz ((@11). %) == (af1)

Sin x
[Cof (ax) F Cof ((@ = 1) ; x) Cof x J~ ;. Cof 2x Cof
a8 % 4 Cof x. Cof x5~ - Cof x°. = (a -}~ 1)1, cvjus
wquationis membrum pofterius pofito x = o redigitur ad
(¢ -+ @). Unde comparatione inftituta cum formula ge-
nerali (R0 6) f (1fa) .x)=(1 1) =~ 7, colligitur es-

. f () 4
fe r = 3, ideoque Sin x formz x (A4 F 7)),

19, The=
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10. Theorema, Funlio quavis Analytica f(x), que
pofito x = o indefinite magna non evadit, converti pot-
et in feriem vel finitam vel infinitam terminorum for-
me Axr, in qua exponens r valores quosvis (exceptis
negativis) recipere potelt.

_ Evanefcente quantitate » aut evanefcic f (x), aot fi-
nitum attingit valorem. 1n illo cafu eft (n:o 6.) f (%

formz x"(Ar -~ #1, in. hoc (no 2.) formz (4 -+ 7,
in qua defignat  valorem, in quem tranfit functio, tacto
x == 0, & ¥ quantitatem pro hoc walore ipfius x evane-
{centem, Quum vero hzc quantitas (no 6. {it quoque
reductibilis ad formam x"™(A4r -4 #71), poteric f (x) ex-
primi per 4 ~ x"H( A+ F== Ax° 4 s (A1 4 V1),
Quz forma, utpote generalior , priorem illum cafum e-
vanefcentis fun@ionis pro x == o quoque comple@itur,
pofito nimirum 4 == o.

Quod i jam in zquatione f (x) == 4x° + x"(A4 4-
V ) it ¥, ==o; confummata eft feries, Sin minus; eadem
repetita transformandi ratione ad novas fuccesfive progre-
di licet functiones 7, , 7, ®c, ferie zquationum hu-
iUS formz y; —-— xrz(Az + V,,‘,V;,—,—- x";(A] + Va))
&c. definitas, Poteft vero hzc feries, quousque libuerit
continuari, nifi quando inciderimus in #» == 0. Elimi--
natis vero fuccesfive ope hujusmedi 2quationum quanti-

tatibus V7, , V., ¥, .. &% fuccrelcente terminorum
numero obtinebitur f (x) == Ax° 4 x™(4, + V) ==
Ax® A, xrt Jo xitrz (4, P)) == Ax° 4 A xrx
- A xritr? -t ;F";_"'l‘z"f"'i (A 4+ V,)== 4x° - A xrx;

-+ 4.
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+ Az x"I;’-rz + A!'vrt f!rz'{-rj + e ® * 4’8 g 0 " ., u’.“:{....
xredr, bry § o "n(zf-t +-V’i) ¥

11, Quum in ferie przcedenti Tit generaliter ## quan-
titas, quez evanelcit -pofito x == oy .aperte conftat (n;03.).
posfe, fumenda quantitate x perexigua, reddi #» adeo par-
wam, aut f{it 4, > ¥, ideoque a fortiori A, xrxTrzt..r=
> Vo artrate.rs, Quare, cum fit #p x7x T T rm

dumma omnium terminorum terminum 4, x™ T2 1. rx
4ubfequentium ; manife(tam. habemus eam feriei noftrz.
‘proprietatemn, quod x posfic {umi adeo parva, ut fiae tec-
minus quilibet ‘major aggregato’ omnium altiores pote- -
{tates quantitatis x .continentium ), .

12. Sit f (x) funltio, quz pofito x == « abit in 4,
Quod {i ponatur x — .2 == %, fubftituto pro x wvalors:
a + 2, f (x) — A transibic in fundtionem quantitatis =
ita comparatam ut pro % == o evanefcat. - Erit igitur f(x)
— A forme zr (A4 J F),in qua 7 evanefcit fado
% == o. Unde, {uffe®a in locum ipfius % =quipollente:
quantitate x - .4, exfurgit f (x) =4 (x -~ &r(d - F).

Si fun&tio f (x) evanelcit pro x ==, fit ==, &
fx) = (x — a4 - 7). Unde patet omnem fun-
&dionem Analyticam, quz fato x ==« evanelcit, esfe di-
vifibilem per aliquam ;poreftateg pofitivam quantitatis x - e,

~ Cu.’

¥

¢) Propofitio hzc tanti eft in calculo {ublimiore momenti,
ut inter findamentales. merito referatur... Cfr. LAGRANGE .

iLib. eit. I Th. pag. 20,
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Cojus propolitionis vim in gratiam tironum nonnullis
Mluftrare juvat exemplis.

13, Exempl. 1. Sit f (x) == x™ — o & quidem @
exponens m numerus pofitivus integer, Sumatur § ==
Am-I + xm-s a + S __[; .'\'.'("”L-z _}_ aﬂi'—r, qua feries,
# ducatur fuccesfive in x & ay erit oriundarum bac lege
ferierum differentia (x — @) § == am — a”.

Sit 2:0 exponens m numerus pofitivus fratus = p:4, defi-
gnantibus p & ¢ numeros integros pofitivos. Fiat vero jam
Sy == x(p-1) 27 -+ x(-Dig g1+ 1 +. LoxT P g ap-2)11
+ gp-1nig & Sz - Az -1)iq + xCQ-’-’f):'J af V¢ +
o, xF i glg-2)vg 4 o7-1) g, Qua utraque ferie
dufta in x7% 7 — o'*¢ emergit §; (x' *1 — &'+ 9) =
K] e PP &S, (17 = 4" "Iy == x — &, Eft er

- .',‘f?rg—.a«?rq 4 =
gQS,:&: > unde X257 wm #2407 ==
X g
S, (x — a).
m Mo e
X — g —— SZ

Sit denique 3:0 2z numerus quicunque megativus im,

b
teger vel fractus. In hoc vero cafueft f(x) = 7, —
1
— = (R e ™) : ,)’. Quare cum formulz hu-
am xm g™

jus fadtor 4" = x™, ad alterutram clasfium pracedentium
-sefee
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referenda, diviforem patiatur x = 2, de ipfa fanctione
idem valet f).

14. Exempl. 2, Sit f(¥)== o, (4,4 (¥ =—a). X Y
+ 25 (‘42 "ir"‘('\' - )2 Xz)mz + vy Mg (An + (% =~
ary X)), in qua w, e, = ., @y == 0, 4,™ ==
A.m, ==, ., 4, exponentes », =4~ r, , , #, pofitivis
& X,, X,, .., X» fun@tiones, quz pofito x == # ma-
neant finite,

Ex admis(is his conditionibus patet esfe «,' A,7x —=

%, Azmz + Yo Alin . e (et + ooy + ) | A;’"t
== o0, ideoque evanefcere fun{lionem propofitam pofito
x == a. Quare tentanda eft ejus redudio ad formam
(» — a2y X, Quem in finem fiat 4, } (x — a)r: X,
== %,, 4, 4+ (x — a)". X, == %, atque generaliter A,
~ (x = ayra Xn == 2, : quo facto transformabitur f(x)
in o 2, . B, ..y Bz, (Bamy —
Am) e oy (%22 — A7) oy (TP = An),
Hujus vero aggregati fingula membra (n:o praced.) divi-
fores admittunt 2, — A, == (x — &)+ X,, 3, — A, ==
B2 (x —

f) Quum pro data quavis quantitate irrationali quantitates
rationales, ad verum ejus valorem propius propiusque
accedentes, adlignari queant; que de forma fun&ionis
X" = g™ pro m rationali przcepta funt, ea quoque ad
eafum exponentis furdi extendi posfunt.
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{x e -.d)"z Xz 3 60 0 By =— An == (x — ,ﬂ)"u Xn re(pe&iv:c;
Unde colligitur £ (x) = C, (x — a)*s 4= C, (x — ayra
~ + . Cx (x — a)'», denotantibus C,, C., . . £n quanti.
tates pro x == a finitum confervantes valorem, Eft e:go
fun&io propofita divifibilis per poteftatem quanticatis
x — a, ejus videlicet ordinis , quem indicat exponen-
tium 7., #,, . . r» minimus.

15. Sifit f(x, 9, 2 &) fundio plurivm quotcungne
variabiliom x, y, 2 &c., quz polito x == y evanelcar]
eft hzc fun&io redudtibilis ad formam (x ~ %)r @ (x, 9,
2. €%c), in qua @ (x, ¥y, 2 &¢), pofia pro x
quantitate y, abit in functionem refiduarum quantita:,
tum y, s &, == f'(y, % &e,) + 7.

Formula hazc noftra cum principio nuper illuftrato
omnino confpirat, eo videlicet {olo oblervato discrimine,

quod quantitas 7, in quam (n:o 12,) ),. tranfic po-

(x—a
fito x=a, {it omnino fiuita, nulla exiftente amplius fuper..
ftite quantitate variabili, ea vero quantitas, in quam trans-
f(x,)iEQ:L'.)l . . : - i

(= i)' »eliminata quantitate x ope zqua-,
tionis x == y, permaneat functio refiduarum quantitatum

migrat

9,2 &% ideoque exprimenda fic per £/ (y, z &%)

<+ V. Unde f(x,9, 8 &)= (x-9)r (fly, &%)
+ y} - (x e y)r @ (x’ y, & Efﬁ)- .

123 W The-
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16+ Theorema. Sint f (x), f (y) fun@iones identicx

S &=
ek

= @ (x, y) funfio binarum quantitatum x & y, quz fuf-

fecta y in locum ipfius x abit in funQionem refiduz quan-

titatis y;

fingularum quanticatunmr x, y refpedive; erit

Fun&ionemr propofitam f'(x) — f (y) contineri f{ub
forma generali (x — 3)” @ (x, y) mox (n:e praced.) ex-
inde patet, quod =quatis » & y evanefcat. Exponentem
vero r == & fequenti detegere licet analy(i.

Sit @ numerus pofitivus arbitrarius & fumantur # & ez
conditione;. ut fit y— % ==, (v — y) == au» Quibus-
pofitis: erit MR

FxY—Ffy = (5 — )"@ (x5 9)=ur (fr{p+Fy
=(f@)-f @) =(x - 2P, 2) ] = (@) w)r(f(z) 1 7))
—(fO-f&)-g=-2r @y, 2] —@uwyr fr () 7.),
manente ubique indice » eodemy & exprimentibus £ (%),
J" (%) functiones identicas fingularum quantitatum y,
refpective atque exiftentibus 77, 7., ¥, ejus naturz, ut
pro # == o evanefcant, Unde expun@o fa®ore communi
#" obtinebitur £/ (9) -+ V== ((@ 4 - —a" fr(2) +=
@4 )V, —a V, Eftverof (9 = f(z -+ aw)
Guantitas ita comparata, ut evanefcente » abeat in f/ (%),
ideoque exprimenda per f7 (z)4~ 77, fuftinente 77 vicem
functionis alicujus quantitacum y & %, evanefcentis pofi-
to % ==0; Quo fubfiituto valore hzc emerget zquaric:
tay oy = (@ =D fr@) =@ P, 2V, —
¥ — 7. Quum: vero fit gquationis hujusfce prius l;‘nem—

' HEs . ( i rum;.
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brum, a quantitate #» immune, nulli obnoxium variatio-
ni ex mutato valore quantitatis # oriundx, de altero i-
dem valet. Quippe quod bac una [ub conditione obti-
nere poteft, (ob f{ingulos terminos, ex quibus componi-

tur, evanefcentes pro # == o) fi fuerit (¢« 4~ 1) V", —

a ¥V, — FV — F' == o. Unde (ar 4 1 — (@ - 1))

f' (2) = o, Quare, cum nequeat f'(%) evanefcere, faltim nifi

quantitati % [pecialis adfignetur valor g), erit 2" 4~ 1 =

gx e 1)*‘.1 Cui fatisfieri conditioni nequit, nifi ponen-
oOFr =1,

Eft igitur f (%) = f(9) == (* ~3) @ (* ) Un-

J(%) — f ()
€ Ty =0nmy)

17. Quum, defignantibus x, y binos valores abfcisfz
in curva quadam, exprimant f(x), f(y) ordinatas refpe-
&ive correfpondentes; quantitatibus y, f(y) haud inepte

fufficere licet ., f (%,) refpeitive, Quo pado liquet es.
fe @ (%, x,) == Tangenti anguli ejus, quo inclinatur Se.
cans, per ea transiens puncia, in quibus ordinatz f(x),
f(x,) curve oceurrunt, ad axem abfcisfarum,

18. Quia

g) Pro valoribus nimirum {pecialisfimis quantitatis = fierd
poteft, ut f’(2) vel evanefcat vel fiat infinite magna,
quibus in cafibus ad ernendum exponentem » hzc mis
nime valet concludendi ratio. Quippe qui fpecialem in
Analyfi attentionem requirunt & fingularia prascepta.



