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§. L.

ximiam illam, quae Algebrae nomine infignitur,
fcientiam circa sequationum refolutionem ver-
fari notum eft. Ultilitatem ejusdem in omni Mathefi
monftratu inutile foret onnino atque prolixum. Ne-
que enim quis in ea vel leviter verfatus ufum ejus-
dem quovis fe momento prodentem ignorare poteft,
nec parvule hae pagelle omnia, (quibus in fommam
conferendis ne volumen quidem fufficeret) utilitatem
ejusdem concernentia poflunt compledti.  Dixille
antum fit fatis rapidos, quos fublimior Geometria
fecit progreflus eidem baud minima ex parte acce-
vtos effe referendos; quorum fcilicet cauflam a faci-
itate repetendam efle patet, qua hujus leientize ope,
arte quadam fignorum combinatoria, certis tamen
atque indubitatis principiis innixa, fine longa ratio-
ciniorum ferie atque ingenii contentione difficilia ali-
as problemata folvi poflfunt, atque demonftrationes
theorematum concinnari, in quibus rite adornandis
veteres primi ordinis Mathematici omnes ingenii ner-
vos intendere coalti fuere, quorumque feripta quam
plurima, vel ob hujus fcientize defectum, difficillime
omnino, faltim haud fine famma attentionis opera in

A telli-
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telliguntur. Artis Analytices objelum sequationes
earumque f{olutionem efle {ub initivm diximus. Has
ad certos referri gradus ex fumma quantitatis inco-
gnitze dignitate, reductione adhibita, ltimandos no-
tum eft, atque (ic sequationem x* —gbx* — cx=— d = 0
tertii effe gradus. Aquationum primi ordinis folu-
tionem antiquillimam efle debere ex natura rei pa=
tet, revera autem efle atque inde a temporibus D1o-
PHANTI pro Algebre aunttore vulgo habiti, quamvis
potius pro inventore fingularis illius methodi, qua

roblemata folvit indeterminata, habendi, repeten-
dam hiftoria docet. Quod zequationes fecundi gra-
dus attinet, earum folutionem a DiopuANTO non nifi
promillam apud Lucam PAccioLum alias Lucam de
Burgo Santti fepulchri diftum invenimus demum in li-
bro, qui vocatur Summa de Arithmetica € Geometria,
ubi pro hocce gradu regule jam habentur, qua ad-
huc in ufu {unt, quamvis in unam generalem com-
pactee, non tantum pro cafibus 4 s« ax — 6* = o,
KR s @ ms B2 =0, QX —akiare HE == 0rhufc AL
nalyftee notis, verum etiam pro cafu ¥ - ax - b?
— o0 ab eodem ob ignoratum radicum negativarum
ufum omiffo. Cubicarum gequationum refolutione,
Analytices fcientiam a CArRDANO loeupletatam legi-
mus. In traftata fuo de Arte Magna, (nomen prae-
eunte Luca Paccroro Algebrae impofitum) omnes
harum sequationum cafus pertractat, pro unoquoque
horum regulas tradens certiflimas, quamvis non am-
plius ufurpatas preeter unam, quee cafum a TarTA ICiEA
. eidem
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eidem communicatum, cum fcilicet fuerit x2 3= px
=g, concernit, ad quem etiam omnes cubicae aequa-
tiones commode reduci poflunt. Neque cafum hu-
jus gradus irredufibilem vocatum reliquit intactum,
eum {cilicet in quo radicis quadraticee formulam in-
gredientis extraltio eft impoffibilis. Expreflionem
namque pro eo tradit Algebraicam, radicem conti-
nentem maximam.

§. 1L

Cum vero jam numerus graduum sequationum
infinitus fit, atque preeterea cafus uniuscujusque gra-
dus in {pecie perquam multi, teediofum, ne impos-
fibile dicam, eflet regulas pro unoquoque uniuscu-
jusque gradus cafu adornare. Methodo igitur gene-
rali sequationes folvendi omnes quid- fingi poflet me-
lius? Quid vero ex{petandum minus? De ejusmodi
methodo, quantumvis neceflaria fit, neque ante CAR-
pANUMullum,neque CArpaNuM ipfum cogitafle legi-
mns. Neque hoc mirum. Notum namque eft nul-
lam ejusmodi methodum, excepta approximationis
methodo, quantumvis in ea invenienda defudarint
Mathematici (a) inventam elfe adhuc, nec forte un-
quam pofthac inventum iri. In multiplici namque
differentia conftitutee deprehenduntur sequationes: vel

A2 enim

(a) Inter eos, qui maximam Methodo generali in-
veniendz operam dedere, emingnt D:ni de Zagny, Lalou-
beve & Rolle,
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enit radicibus gaudent impoflibilibus vet poffibili-
bus, atque ex his vel furdis vel rationalibus, qui di-
verfi cafus efficiunt methodum generalem, K non
impolfibilem plane inventu, attamen quam fepiffime
incommodam applicatu. Poft CaArpaNUM (cujus qui-
dem obfervationes circa pluralitatem radicom aniam
quid novi de @equationum formatione cogitandi fup-
peditare potuere) ad generales, quales haberi pos-
funt, methodos lpropius indirette faltem itur, quibus
inveniendis multum omnino conduxiffe Vier# cir-
ca naturam gequationum confiderationes, negativos
tantum valores quamvis concernentes, tiemo infici-
as iverit. Oblervabat namque hic quantitatem fe-
cundi termini cognitam fummam efle omnium valo-
rom figho — affetam, cognitam tertii effe fummam
productorum ex fingulis binis &e. atque ultimum
terminum omnium radicum faétum effe, docebatque
preeterea, methodum quationes preparandi radi-
ces earnndem quantitate data augendo vel minuen-
do, atque per quantitatem datam multiplicando vel
dividendo, (qua adhibita . preeparatione cubicae -
quationes atque etiam biquadraticae facile omnine
folvuntur), ut methodum ejusdem gemeralem inge~
niofam alias, multo quamyis obnoxiam labori aequa-
tiones quascungue a%e&as refolvendi filentio preeter-

am (a). His cognitis difficile non erat ulterius
Tpro-

- {a) Hanc methoduom regulasque pro ea videre licet
in libro ejus de Numerofa poteflatum affeiarum refolutioue,
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progredi.: Id vero fecit D:nus HArrtoTUS Analyfta
peritiffimus, quamvis laudibus Compatriote fui [z
W avrvrisilongeinferior, obfervans primus sequationes
fuperiorum graduum productas effe ex multiplicatio-
ne f{implicium; unde clire fequitur aequationes tot
habere radices, quot funt earum dimenfiones. Hinc
etiam methodus ‘illa generalis ‘zequationes, quarum
radices commenfurabiles funt refolvendi, tentando
divifionem aequationis per incognitam auétam vel mi-
nutam divifore quodam ultimi termini, cujus divi-
{ionis ope sequationes ad inferiores deprimuntur gra-
dus. Sic in eequaticne x% < 4x3 — 7%% — 22X e
24 = o, cum ultimi termini divifores fint 1. 2. 3. 4.
6. 8 12. tentanda eft divifio per x == 1, x = 2 &c.
quz eum fuccedat cum X -~ 1 = 0, atque X == 2
= 0, lequitur radices efle 1. atque 2. Reliquee in-
veniri poflunt refolvendo sequationem quadraticam
%% 4= 7% 5= 12 = 0. Clarum vero eft, quando -
quatio per incognitam »=~ vel — divifore quodam ul-
timi termini dividi non poteft, eam nullam habere
radicem integram vel rationalem, in quo cafu ad ap-
proximationes recurrendum effe patet. Hanc me-
thodum pro sequationibus radices integras atque ra-
tionales habentibus anfam{ limitibus 2equationum in-
veniendis fuppeditafle wnusquisque jam videt. Sunt
wvero hi 11ihifJ aliud, quam quantitates, intra quas ra-
dicum gequationis maxima & minima continentur.
Cum enim accidit ut ultimi termini divifores per
quam multi fint, omnes tentaré tedio eflet, cogni-

A3 tis
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tis vero intra quos limitibus radices confiftant, ten-
tandi-tantum funt qui inter illos contineantur ultimi
termini divifores.

g. 1L

~ Primam limites inveniendi methodum peritiffimo
Gallico Geometree FLORIMUNDO @ Beaune acceptam
effe referendam Hiftoria docet. Agit autem de Jea in
pofteriori: Traftatusm, qui ab eo habentur, pofthu-
morum, illam tantum ad sequationes cubicas, qua-
draticas & biquadraticas tam completas, quam ter-
minis quibusdam carentes extendens. Kam vero
heic afferre inftituti poftulat ratio, Sint e. g. inve-
niendi limites sequationis x2 — /x =~ m> = 0 erit m?
= [x — x?* atque cum m?* {it quantitas affirmativa
Ix — x7 realis, unde /x » x* & denique, utroque
membro per x divifo, / &> x. Porro cum fit x* =

Ix — m* atque x? affirmativa, /x — m? etiam affir-
2

mativa erit, atque igitur /x & m*® & denique x > ’%-.;

unde patet radices sequationis propofite x* — /x

z -
o= m? = 0 contineri-inter / atque ’ffl—., cum fit x </,

z . - -
& x> ”fi-. Pari modo fi inveniendi fint limites ze-
quationis quadraticee %2 — [x—m? = o. erit x* =
Ixg-m® & x* > m?, ac proinde x > m & mx > m>.
Hinc x? < /x == mx & denique % < /4~ m. Rurlus
., quo-
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quoniam x? = Ix q-m’, eritx® > %, 65T & Ix &
2, unde x* = (Ux 4= m*) & [* q<m?® atque x >
V/* = mr®. Denique cum x = m & fic /x & Im erit

x* > Imag=m? & % > Vima<m? Unde radicem

gequationis propofitee invenimus majorem quam ma-

xima harum duarum V22 -=~m® & Vimg-m?®, fed

minorem quam / g 7. Sint poftremo inveniendi li-

mites eequationis ¥ ~=/X— m* = o0, erit ¥ 4=/x =
' m: o r

m, Ix <« m? &x < e Rurfus cum x? 4- Ix =

m? erit m* > x?,m > x & proinde mx & x°, unde

2

: ; m 252
Mmx =[x > m?* & denique x > T Quare limites

: : Fru m? ;
eequationis propofitee funt /=, minor quam % &

2 > .

" : 3
~7~ atque m majores eadem. Quartum sequationum

fecundi ordinis cafum au®or non confiderat, cum
fuerit nimirum %’ »</x-~m?* = 0, in quo ambze ra-
dices negativee funt, quoniam transmutatione nega-
tivarum in- affirmativas hic cafus ad primum reduci-
tur, hac oblervata differentia, quod x minor fit quam
— ™_ atque major quam — /. Inventorem limitun

/
celeberrimum per sequationes cubicas atque biqua-
draticas fequi necefle non eft; fufficiat queedam tan-
tum {peciminis loco adtuliffe, ut natura methodi in-
gelligeretur. Oblervationes quasdam circa illam fub-
ca jun-
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jungere preeftat. Sciendum f{cilicet eft eam non ex-
hibere nifi limites radicum affirmativarum in sequa-
tionibus negativis etiam gaudentibus, atque adeo fi
negativarum limites inquirere velimus necefle efle
terminorum alternorum figna mutare. Sit enim x
= a, x = — b atque inde formetur zequatio x?
f z} % — ab = o, erit vi hujus methodi fi /> a x <

ab ab
N T

vel Jr-—d\/’-(;[;..{..ab & «bH— a3 Vab. Cumvero
l 7l ab

b—a Vaba-b—a
&e. negativa fit, omnes radicem negativam exce-
dunt, atque adeo ejusdem limites efle non poflunt.
Mutatis vero fignis terminorum alternorum, 4 affir-
mativa evadit & a negativa, quare rurfus limites ra-
dicis b utpote affirmativae haberi poffunt. Deinde
obfervandum eft banc methodum in eequationibus,
quarum omnes radices imaginariee funt, limites eti-
am exhibere, qui tamen pro imaginariis utpote nul-
la vel affirmativa vel negativa quantitate explicabi-
libus, neceffario impoflibiles funt. Sic in @&equatione

velfib<a, x> Visg? ag-ab

jam neutra harum quantitatum

: b = o limites habentur <
X°— 00X -= 0 == 0 l1mites habentur a atque pE cum

tamen, pofito & & ajomnes valores fint imaginarii at-
que hanc ob cauflam nullis circumferibi fofﬂnt limi-
tibus. Denique hoc defettn hec eadem laborat Me-

tho-

1}
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thodus, quod qui ejus ope exhibentur limites nosn
fatis fint aréti. Sic e. g. in aequatione X* — px »1< g
=0, ¥ < p atque > Q; jam vero pofitis ambabus ra-
dicibus sequalibus atque pofitivis, limes major p du-
plo major fit radicibus fingulis, quarum limites igi-
tur admodum laxi evadunt, Pariter in aequatione
cubica ¥ — px° = gx— r = 0, {i fupponitur x < p,

e a . . e
limites funt p atque - & fic, pofitis omnibus radici-

bus sequalibus atque pofitivis, limes major triplo es-
fet major radice, cujus limites quaerendi forent. Sed
fatis de hac prima methodo limites sequationum in-
veniendi. Ad alias meliores afferendas atque expli-
candas progregiendum.

§. IV.

Poft Fr.oriMmunpuM @ Beaune neminem dociri-
nam cjus magis quam - ille ipfe excoluiffe legimus.
Cel. Dius Newronus vero in Mathematicis longe
verfati{limus aliam excogitavit methodum ex inven-
tione poteftatum radicum dependentem atque hoc u-
nico fere principio fuperftruétam: gquadrata & bi-
quedrata few in gencre - poteflates radicum cas, quee
uimeris exprimuntur  paribus femper effe  affirmati-
vas. Faeile vero invenitur fumma poteftatum qua-
rumvis radicum gequationis poffibilium. Significent
enim p, g, 4.5, ¢, v &c. quantitates cognitas termi-

- no-



norum cujuscunque fequationis fub fignis mutatis, p
{cilicet fecundi, g tertii, r quarti & fic deinceps, at-
que vocetur fumma radicum A, & fumma quadra-
torum radicum B, erit B =p A 4~ 24. Nam {it z-

; S —~a »{—-ub‘l
quatio e. g. cubica x¥* —p)x? g~ac)x — abc = o,
—C +-bc( :

fumma radicum eft # 4~ 0 4~ ¢, quee in fe dufta pro-
ducit a2 5= b2 s<¢2=2ab ~2ac 1~ 20c; jam vero
.quantitas cognita fecundi termini fub fignis mutatis
bis fumta eft — 246 — 2ac — 2b¢, qua fummea ra-
dicum quadrato addita, habetur a2 4<6* 4<¢? feu
fumma quadratorum radicum, quee igitur, ut dixi,
fignis rite obfervatis sequalis eft p A.~24. Pari mo-
do etiam probari poflet, pofitis C Summeae Cuborum
radicum, D fummae quadrato-quadratorum, E fum-
mee quadrato-cuborum- atque F fummea cubo-cubo-
rum zequalibus, fore C=pB a<gAa=3r,D=pC
=B rAu=45; E = pD o< gCuerB 4= s A58,
F. pExgDarCasBa<t A~ 60, atque fic por-
ro fecundum eandem legem progrediendo. Harum
formularum ope facile jam erit, quantitates litteris
A, B,C, D, E, F repreefentatas in sequatione qua-
cunque €. g. ¥ *— 144?% 4= 71X’ — 154X 4=~ 120 = 0
invenire. Eft namque p =14, ¢ = — 71, r =154
atque s = — 120, unde fumma quadratorum radi-
cum (=pAa-29) sequalis 196 — 142 — 54; fum-
ma cuborum radicum feu C =pBu~gA3-37r =224,
atque D = 978. Pari modo pro iisdem inveniendis

in
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in equationibus terminis quibusdam carentibus pro-
cedendum eft e. g. in sequatione x%, — 19x »4~30 =
o ponendo {cilicet p =0, g =19, atque r = —~ 30.
unde habetur B= 38. &c. Modo adeo fummam qua-
rumvis poteftatum radicum inveniendi tradito, quo-
modo ex hac data limites sequationum colligantur vi-
dendum. Ex potentiarum genefi notum eft, poffibi-
lium radicum quadrata [emper efle affirmativa, unde
porro -patet radicum quadratorum f{ummam utpote
affirmativam etiam exiftentem majorem efle maxi-
me radicis quadrato; & etiam ob fimilem rationem
fummam quadrato-quadratorum vel cubo-cuborum
majorem efle quadrato-quadrato vel cubo-cubo ma-
ximee radicis; ut adeo limes major obtineatur extra-
hendo radicem vel quadratam ex fumma quadrato-
rum, vel quadrato-quadraticam ex fumma quadrato-
quadratorum vel cubo-cubicam ex furhma cubo-cubo-
rumradicam &ficininfinitum, Sint porro duz radices,
a, b, quarum quadrato-quadratorum fumma eft a®
s=b* & queeratur inter @2 4<b? atque a*4-5* me-
dia proportionalis Va®--a2b*a-a*b*==0°, erit ea
paullo major fumma cuborum radicum pofitive fum-
torum, feu erit Vas-=a2bt=a4b?4=0° > a® 4<%
Quadratum enim ex a4 — b {cilicet a2 — 2ab 1< b* .
femper pofitivum eft, unde etiam fi multiplicetur per
a*h?® produdtum a*b® — 2a%b? - a®b* pofitivum
erit, atque fic a*f* 4-aib* 5 24°b? & addita quan-
titate a° =<0, a°=a*b?=a2b*4<b° > 0°1=24°b?

j Az : b
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u-# ¢ ac conflequenter Vas .- ath? g=abt o hés

Vada<b®a=2a®0°(=0a?b?). Hinc patet ctiam limi-
tem radicum affirmativarum maximee fore radicem
cubicam ex femifumma hujus mediee proportionalis
& fummee cuborum fub propriis fignis, atque limi-
tem minimee negativarum gequalem eidem radici ex
femi-differentia earundem quantitatum. Sit e. g. 2-
quatio jam antea allata x* — 14x° 4= 718% — 154%
»}- 120 = 0, in qua fumma quadratorum radicum = 54,
& [umma quadrato-quadratorum = 978, inter quas me-
dia proportionalis eft 229, 8. circiter, Summa cuborum
dimidia ( = 112) medi@ proportionalis dimidio addita
habetur 226,9, cujus radix cubica 6,099. majoreft quam
maxima radicum affirmativarum, quee in hac 2qua-
tione eft = 5. Atque hinc clarum eft, quam proxi-
me ad unam 2quationis radicem accedi, reliquis in
negativas mutatis. Circa hanc vero methodum ob-
fervandum, eam nec fatis commodam ob difficilem
atque prolixum caleulum effe nec ad zquationes ra-
dicibus gaudentes imaginariis applicari pofle.

g V.

Duabus hifce atque omhibus akis deteftis me-
thodis limites inveniendi sequationum palmam ptee-
ripit illa Cel. D:ni NEwToNT quee a nobis jam adfe-
retur. Eft vero hec atque totidem verbis legenda

: : exftat
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exfat in Arithmetica Viri bujus Univerfoli: multipii-
cetur @quationis terminus unusquisque per numerun di-
menfionum ejus € dividatur faclum per radicem cqua-
tionis. Dein rurfus multiplcetur unusquisque termino-
rum prodewntium per nuwmerum unitate minorem quam
prius € faétum dividatur per radicem aquationis. Et
Jic pergatur femper “multiplicando per numieros unifate
minores quam prius €5 faéfum dividendo per radicem,
donec tandem terming omnes defty wantur quorum figna
diverfu funt a figno primi feu altifimi termini prater
ultimum. Lt wumerus tlle erit omni affirmativa radice
major, qui in terminis prodeuntibus [feriptus pro radice,
efficit corum, qui fingulis vicibus per wltiplicationem
producebantur aggregatum ¢ffe femper ejusdem figni cum
primo_few altifimo aquationis termino. Hujus metho-
di principia mvef’tlgare explicare atque demonftrare
noftrum jam erit. Sit hune in finem gequatio gene-
ralis x# — Axn-7 == Bxn-2 — Cx#-3 5= Dxt-4-c-=
K = o0, quee in aliam transformetur cujus valores
minores {int quam x quantitate p, ponendo X =1 4=,
& transformata inverfo terminorum ordine erit:

N o—
pr o H.PpMY e #, pn—n 2 - &e.

MAPH- e J} = I.A}?”‘zym fhe— T, ——5—— AP”“.??/" - &C-

‘;}-B_pn-aq.ﬂ-u{.Bp“’ﬂj sjti s 2, ——--* Bp“‘#_; -- &e.



) w ¢ B
— Cp**-;_.q;f:"g. Cp’3-4y-f' RN ?———;—4(1}7;“5.1/’ - - &e.

=D prt vt 4. D5y st i 4. ﬁl;—é‘ D pn-6y2 - -&e,
&ec. &e. &e,

Ponatur jam # = 4. & heec 2equatio generalis de-
terminati erit gradus quarti fcilicet atque habebitur:

p* =4 Py =6 Py o= 4 py oyt =0
—~Ap® ~ 38p%y — 3Ap y* — Ay’ |
4-Bp’ = 2Bpy - B 9?
=D

Ex sequationum natura jam patet, quantitatem
illam, quee pro p in'hac @quatione biquadratica fub-
ftituta omnes terminos figno »- afficiat, majorem es-
fe quocunque valore radicis ». Cum enim nulla fit
fignorum variatio omnes 7 valores negativi funt, un-
de cum ¥ —p = ¥, ¥ — p erit quantitas negativa at.
que igitur p major quam x, Pariter etiam clarum
elt quantitatem illam negativam, quae pro p in hae
eadem @quatione f{ubftituta terminos illius alternatim
- — afficiat, minorem fore quovis valore radicis x.
Ob variationem namque fignorum omnes valores »
affirmativi funt, quare, cum ¥ — p = ¢, x — p affir-
mativa erit, atque p minor quam .  Hinc etiam pa-
tet fi figna terminorum alternorum mutentor, (qua

’ arte
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arte radices negativeé in-affirmacivas convertuntur
& viciflim,) eam quantitatem aflirmativam, qua pro
. p fubftituta omnes terminos affirmativos efficiat, fi-
gno — affetam minorem efle minimo valore radicis
x. Atque hinc jam ratio intelligicur 'methodi New-
TONIANZE limites sequationis cujuscunque e. g. x?
— 7%?% — 6% <72 = 0, inveniendi. 'Transformatio-
nis namque vices adimplet multiplicatio squationis
propofitee per progreflionem Arithmeticam™ decre-
fecentem, cujus primus terminus eequatur fummo in-
cognitze exponenti cujusque terminorum differentia
= 1. Transformata namque haec quatio x* —~7%2

— 6% -~ 72 = 0, hanc induit formam;

Pl B30 Y = 300k o = 0
—7p = HUPY = 1Y
- 473
atque multiplicata per Arithmeticam progreffionem
3,2, 1, o, & 2, 1,0, reduétione adhibita, haec efficit
produdta x? = 7%'— 0% 472
- 3%% — 14% — 6.
Sx 23 7- . .
quorum cum terminis transformate identitatem u-
nusquisque animadvertit. Terminus enim p* —7p?
— 6p 4= 72 refpondet ipfi wquationi, excepto quod
loco p?, p?, p, habeatur x3, x?, x; terminus fecun-
dus 3p? — 14p — 6 producto 3x* — 14x — 6, eadem

obfervata differentia, fimilis deprehenditur, & deni-
que
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que 3p --7 producto 3x --7; perinde igitur eft five
in transformata pro p five in propofitaee productis
pro x ejusmodi fubftituatur quantitas, quee omnes
terminos in illa vel omnia produéta in hac affirmati-
va, vel alternatim affirmativa & negativa efliciat. Cum
vero facilius fit equationem multarum dimenfionum
per Arithmeticam progreflionem di¢to modo multi-
plicare quam in aliam transformare, merito illa huic
preefertur methodo. Clarum eft eandem valere me-
thodum in sequationibus terminis quibusdam caren-
tibus e. g. in sequatione x? --49x =120 = 0 modo
obfervetur terminos deficientes feu Zero, etiam mul-
tiplicandos effe. - Sic sequatio propofita x° 4=o0 x*
--49x =120 — 0 multiplicanda eft per 3. 2. 1. 0. &
dividenda per x unde 3x° == 0x --49 habetur & hac
rurfus per 2, 1, o unde demum 6x feu x. Hanc me-
thodum optimam effe unusquisque fatebitur, utpote
omnibus sequationibns applicabilem atque etiam fic
limites radicum realium in sequationibus impoflibiles
habentibus radices exhibentem, cum fignum produéti
ex faftoribus radices impoflibiles continentibus utpo-
te femper numero paribus nunquam mutari poflit.
Denique certo omnino fenfu pro methodo quadam
limites inveniendi habendus eft modus ille a Celeh,
Do NEwTONO inventus sequationes refolvendi, quo
fupponitur incognita equalis fucceflive terminis qui-
busdam pragreflionis Arithmeticee, atque- queeruntur
omnes divifores homogeneorum comparationis ex his
fuppofitionibus oriundorum, iique divifores homoge-

nei,
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nel, quod oritur ex fuppofitione ¥ = o tentandi eli-
guntur, qui Arithmeticam vel crefcentem vel decre-
{centem cum diviforibus reliquorum homogenecrum
conftituant progreflionem. Hoc namque modo divi-
fores rationales intra arctiflimos omnino coguntur
limites. Aantequam limitum dotrinam dimittam, du-
as afferam obfervationes, quarum una Cel. Du. Mac-
LAURIN debetur atque altera Jn. pE LA GRANGE,
quorum ille probat maximum negativum coéfficien-
tem sequationis unitaté auétum, majorem femper efle
maxima equationis radice, atque hic {impliciter tan-
tum afferit (a) fi — pyr-m — gqyr» — &c. termini

negativi fint fequationis cujuscunque, fummam dua-
m U-

rum maximarum quantitatum Vp, V¢ &c. majorem
maxima wequationis radice effe. Cum vero hifce mo-
dis prope ad maximam radicem rariflime accedatur,
wilil aliud his folis obtinetur, quam ut tentationis
fabor in aliis methodis inftituendze minuatur, cogni-
to {cilicet quantitates tentandas extra lﬂmnn hunc
limitem non effe quaerendas. Atque hz fere omnes
funt, preecipuze faltem methodi limites sequationum
!lWemendl, quee ab Algebriftis funt detectee & de
quibus pro virili fatis dictum putaverim. De limiti-
bus ipfarum radicum inter fe agendum reftat.

§. VI,
Quod limites radicum inter fe attinet, obfervan-
C dum

(J‘)—’Utf—c—ell_. Berol, Vol, ‘}EXIII. pag. 326,
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diim eft ficut & facile probari poteft,. {i fuerint a mi~
nima & fecunda ¢ tertia &e. radicum equationis

X~ Q. % — b. x— ¢ ----&e. = o quantitatem quam-
cunque minorem quam @ in gequatione hac pro x
fubititutam, quantitatem refultantem eodem, ac ulti-
mus gaudet,terminus afficere {igno: quantitatem deinde a
majorem, minorem vero b, ¢ &c. pro x fubftitutam,
quantitatem figno ultimi termini figno contrario affe-
¢tam producere: atque quantitatem denique quam-
cunque majorem @ & b minorem vero ¢ &e. produ-
¢tum ex ejusdem fubltitutione oriundum ultimi ter-
mini figno afficere; unde in genere fequi clarum eft,
dhtias ejusmodi quantitates, queae in sequatione quadam
pro incognita fubftitutze, quantitates producant fignis
affectas contrariis, hujus sequationis limites elfe. Cum
vero limitibus inter radices ipfas inveniendis fubfti-
tuendo multum necefle fit impendatur laboris, alia
& facilior eft methodus eosdem inveniendi. Probat
namque Cel. Dn. MACLAURIN tam in eviftola fua Dn.
MarTivOo Forkrs data, atque una cum NEwTONI
Arithmetica Univerfali edita (@) quam in fuo Traité
de ' Algebre, in genere radices sequationis &% —pxn-r
e J X172 — 1 X3 < sx74 &e. = o limites efle radi-

e ——
—_—— s

cum aequAtionis 7167 m fi- 1 P12 iw ji= 2, GX N5 —ti-3n

F X4 Hi fi-4. $X"5---= 0,feu zequationis cujuscunque
ex priori productee multiplicatione terminorum ejus-
; dem

(a) Pag, 298. Edit, 3.



) » (B

dem per progreflionem quamcunque Arithmeticam
a5 b,a5 26, ax 30 &e. atque reciproce radices
hujus ultimee sequationis limites efle propofitee x7
~ po"t---&e. = 0. Hinc facilis erit limitum integ
radices ipfas inventio. Ut vero res clarior evadat
refolvenda proponatur sequatio cubica %7 — 3x 7
2x =2 = 0. Cum non omnes radices, ut figna o-
ftendunt, pofitivee fint, in pofitivas convertantur o-
mnes, ponendo ¥ = 4 — #, (cum 3 maXimus negati-
vus coéfficiens fit) atque transformando propofitam
in 43> — gy? 4= 22y — 10 = 0. Hzec transformata
refolvatur in producta, :
3_@/ 2 ek 8}7 =22
iy
& habebitur 3 (radix sequationis ¥ — 3 = o) limes
tam sequationis 37 ° — 18y += 22 = 0 quam transfor-
mate y? — 9y ? == 224 — 10 = 0, adeo ut numerus 3
major {it minore radicum prioris squationis, minor
vero majore, & major minima aequationis pofterio-
ris radice atque minor reliquis. Ut vero limites pro
omnibus radicibus iuvicem habeantur, queerendae
funt radices sequationis 3%* — 18y == 22 — 0, qna
funt 4. 29, & 1. 71, circiter. Deinde limitis maximi
inveniendi gratia fubftituatur numerus major quam
4. 29, (6 e. g. qui heic fuccedit) omnia transforma-
tee produta affirmativa efficiens, & erunt limites -
quationis transformatee o, (cum omnes radices po-
ficivee fint) 1. 71, 4. 29. & 6; adeo ut radicum mini-
2 ma

-
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ma inter o & 1. 71, proxime major inter 1. 71, & 4,
29, atque maxima inter 4.29 & 6 contineantur. Ipfis
vero radicibus inveniendis infervient deinde appro-
ximationis methodi. Radicibus autem transformatae
inventis, facile habentur valores incognite in pro-
pofita x° — 3x%* — 2x =2 =0, cum fit x = 4~ 7.
Sed de ufu atque utilitate limitum] paucis diflerere
juvabit. '

§. VIL

In hifce tribus inprimis, reduétione feilicet aquas
tionum per radices rationales, extralione radicum fur-
daruin_per approximationes € invefligatione radicum
mpoffibilium, limitum inventio maximo eft ufui. Com
enim radices sequationis rationales neceffario effe de~
beant ultimi termini divilores; hi antem perquam
multi effe poflint, tentandi labor maginus emnino ese
fet. Minuvitur autem cognitis, intra quos, limitibus
confiftant radices, fi admodum inacquales non fint,
inventionem limitum magnze preeterea efle utilitatis
in approximatione radicum furdarum vel ex eo pa-
tet quod facilius fit intra quam extra limites confti-
tuto ad radices accedere. Inventioni porro numeri
radicum impoffibilium in equationibus, ultima a no-
bis allata limites inveniendi methodus quam feepiffi-
me infervit. Probari namque facile poteft, zequatio-
DEM X% e PXNT e X612 e AN F oy §X 4o &, = D
radicibus gaudere impoffibilibus fi 2equatio limitum e-

jus
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JOS BEWT = B I p X2 tafl— 2. P93 --- &e, =0 tac
libus gandeat. Hoc etiam principio regula Cel. New-
TONT pro impoflibilium radicum inventione ope feriei
fractionum &e. inniti cenfenda eft. Docet enim ille,
fi fit sequatio e. g. cubica ¥* — Ax? 4~Bx—~C=o
& fuper terminis mediis fecundum regulam ejus for-
matze conftitnantur fractiones 4, 3, ut habeatur x° —

x
fgx’ 4=« Bx — C = o, atque fub quolibet terminorum
mediorum collocetur fignum ~< quoties quadratum
ejus in fractionem capiti imminentem duétum, majus
fit re¢tangulo terminorum utrinque confiftentium, fi-
gnum vero ~ quoties minus fit, tot radices dari im-
poflibiles quot in fubferiptorum fignorum ferie oc-
currunt variationes, terminis primo & ultimo figno
1~ affeftis.  Jam vero cequatio limitum 3x* — 2A%
s~ B = o radicibus gandet imaginariis fi £ A’ < B;
clarum igitur eft regulam a Cel. Newrono pro radi-
cibus impoflibilibtts inveniendis traditam in Methodo
ejusdem (ut diximus) ultima limites ®equationum in-
veftigandi fundari. Denique preeter alios hunc eti-
am limitum inventio habet ufum, ut eorundem ope
omnes fequationis cujuscunque radices in pofitivas
gonverti poflint. Invento namque majori limite p po-
patur in equatione e, g X3 —3%% — 4xX—15 Z 0, X
= p —y atque fubftituatur p~ y pro x, transformata
P APty - spyt gl =

3L e 0p. iyt

= 4p.taq Y

- 15 Bj3 smnes
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omnes "radices pofitivas habebit, quoniam’p utpote
limes major sequationis excedit x, unde p — x, feu ¢
pofitiva erit quantitas. ldem effici poffet etiam limi-
tes minoris g ope, ponendo fcilicet ¥ = y — g at-
que eodem modo propofitam transformando, Multa
adhuc ufum limitum concernentia addi poflent, quee
vero tam diflertationis magnitudo, quam temporis
; brevitas omittere cogunt.
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