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In evolvendis solutionibns frequenter obvenien-
tibus quaestionum duarum Mathematicos inter satis
celebrium, problematis inquam notissimi Trajelto-
rigrum, a primis fere quibus excoli ccepit Mathesis
sublimior temporibus agitati, nec non quastionis
Loxodromiarum, in arte navigationis pracipuum
habentis usum, ejusdem omnino casus generalis
non nisi specialem haberi harum utramque appli-
cationem fugere nos mon potuit, hzcque igitur
duo problemata, quantumvis diversis ex conside-
rationibus vulgo tratata, eodem tamen revera sol-
venda esse principio universali haut nobis dubium
visum est. Cujus utique ambarum quastionum
inter se nexus cum mentionem nullibi fattam de-
prehenderimus, talis autem problematum particu-
{arium ad classes generales reductio sua non carere
atilitate videatur, ingratum non fore theoretica-
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rum hujusmodi disquisitionum amantibus speravi-
mus, si resolutionem quastionis universalis- utram-
que nuper memoratarum corollarii instar particu-
laris compleétentis, pancis proponeremus: quam igi-
tur sequentibus pagellis L. B. offerimus, in rei ta-
men adeo facilis enodatione ad nullam plane nos
adspirare laudem ingenue fatentes.

g H.
Sint igitur
= o;
L] . l
w = o &9
@quationes linex generis dati, cui eodem sub an-

gulo occurrere semper ponitur linea qusita, ex-
sistentibus igitur #, #/ funétionibus datis coordina-
tarum rectangularum x, 7, 2, nec non constantis
cujusdam p, parametri nomine designande, cujus
variatione e mutationibus 7gy x, 7, & non pen-
dente infinitas prodire patet lineas particulares
ejusdem tamen omnes generis datoque sub angulo
a quéesita secandas.
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@®quationes linex ipsius quasite coordinatas inter

%, 1, ¥, ad memoratum nuperrime systema perti-
— ; . nen-
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nentes, nec non constantem quamdam arbitrariam
k, ex situ pendentem punéli cujusdam initialis,
quod, determinatum quo fiat problema nostrum,
transire ponenda est ipsa quasita.

Quod si jam brevitatis ergo fiat
du dw du du

—— — — — —— b
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du du’ du  du’
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tangentes quidem utriusque linez in pundlis quo-
rum coordinate sunt x, #, 2, per @&quationes,

alyl —y) — b(x' —x) =0
a((yz’——-jz)) S cg’—-—xg - o§ atque
wly' =y — Bx —%.7 @
a(Rl—z) — y@xl—x) =0
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respeclive definiri notum est: unde, posito § = an-
gulo illi determinato, quem cum quasita elficere
semper ponenda est linea generis dati, prodire ma-
nifestum est relationem sequentem /
(a2 + 2 - ) (42 - B2 -F-*) Cos 0
s(@at-tBtcey) . .~ « « v v o = (3)

Ex ipsa jam indole problematis preasentis
conditiones quibus satisfacere debent quaesite (2)
propius examinando, simplicissimas ommino haberi
eas elucebit, samma scilicet earum In eo tantum
posita, ut (1), (2), (3) inter se eonjunite non nisi
tres revera diversas constituant a@quationes, quan-
titatum scilicet quinque x, 4, 2, p, £ in iis con-
tentarum duabns indeterminatis semper manenti-
bus: unde sequitur, eliminata ipsa p (1) inter &
(3), @quationes ambas resultantes eum (2) conjun-
¢tas non nisi duas efficers debere aequationes di-
stinétas inter &, y, 2, k, sicque, cum (2) quoque
atque

vy — 30 == }
ol — ydx =0}’
inter se conjunéte, duas tantum constituant di-
stinflas, quasite tandem (2) manifesto ejus requi-
runtur indolis, ut, cum resultatis ex eliminatione
ipsius p (1) inter atque
(a2 o B+ - %) (dx - dy* - da?) Cos 8
= (adx = bdy -}~ cdz)*

e pro-
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prodeuntibus conjunéte, duas tantummodo inter
se diversas @quationes efficiant, unde, ex ipsa de-
finitione integralium ad® @quationes differentiales
pertinentium, alterum memoratorum resultatorum,
quod differentialibus scilicet exemtum, cum inte-
grali alterius completo, constante per integratio-
nem introdudla arbitraria vicibus ipsius k fungen-
te, conjunétum, ipsas qua determinande erant (2)
perfedte constituere censendum est.

Ex qua quidem problematis nostri generalis
analysi, ad claras rei de qua agitur notiones gi-
gnendas nobis ut videtur non parum conferente,
summam igitur ejus solutionis in eo versari patet,
ut, eliminata p tres inter wquationes

u=20 :

=g , NCE

(0> 4 b2 - ¢2) (dx? 4-dy* -}~ dz*) Cos§?

= (adx - bdy -}~ cd=z)?
instituatur dein integratio harum ultime, introdu-
¢ta simul constante arbitraria k: sicque duoas pro-
dire perspicitur @quationes ipsas inter x, y, ¥ &
k, quae quesite sunt linee omnes in classe (1)
contentas dato sub angulo § secantis.

g TIL
En jgitur generalem quaestionis nostree enoda-
tionem ad illustrandum casum unum alterumve

A e spe-
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specialem aliquantulum jam tantum accommodan-
dam: guod tamen antequam adgredimur, nonnul-
las de solutionis pracedentis pro diversis ipsius §
valoribus indole observationes premittere alienum
non erit.

Quod si igitur primum § =17, fiet Cos{=o,
hincque (4) in

u=0 i
J".".'O + 0 (D)
adx - bdy -t cdz = o
abibunt: que simplicissima omnino est forma, al-
lati supra generis calculo ulterius tractanda.

_ Sin autem )=o0, unde Cosf=1, simplicius
multo primo intuitu prodire non videtur systema
nostrum (4) : attentius vero eo considerato, a(ua-
tionem tertiam, sub forma
(ady — bdx)? - (adz = cdx)* |- (bdz — cdy)? = o

jam prodeuntem, in sequentes duas sponte dilabi
patet

ady — bdx = o }

adz — cdx =0}’
que communi hoc in casu gaudere tangente lineam
dati generis ipsamque quasitam evidenter indicant.

Hasce igitur ambas cum (1) conjungendo, parame-
trums-
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trumque omnes inter quattuor eliminando, tres inm-
ter x, y, ¥ @quationes obtinentur, qua resolutio-
nem casus prasentis complecli censenda sant. Heic
vero difficultas quadam tironem facile perturbare
potest.  Integralia scil. completa memoratarum
trium ex eliminatione 7g p resultantium propius
examinando, ex nota @quationum diflerentialium
theoria per ipsas datas
A — o}
! = o0

ea exhiberi facile perspicitur, parametro p con-
stantis arbitrarie vicibus fungente. Quonam igitur
modo linea queesita, que cum illa generis dati
confundenda non est, hoc in casu eruenda? Re-
sponsam simplex est. Cum allatee scilicet nuperri-
me tres resultantes casus de quo agitur plenam
contineant enodationem necesse sit, integralia au-
tem earum completa ad eam non ducere perspexe-
rimus, per solutiones earumdem @quationum parti-
cilares “querendam eamdem jam  esse sequitur,
quod et inde confirmatur, quod, casu hocce peni-
tius considerato, absque difficultate pateat, datis
formis 7wy % & #/, per punétum initiale pro arbi-
trio acceptum duci jam minime posse quasitam,
unde constantem quamdam arbitrariam zquationes
solutionem casus preasentis completentes contine-

re non posse manifestum fit, Solutione igitur par-
i~
3
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ticulari quaesita solito modo ex integrali completo
dato elicita, veram casus §=o enodationem ex eli-
minatione ipsius p quattuor inter

# =0 ]

u'=o '

d :
_u=0} = 746,
dp

du’ '

ap =Yl

hauriendam esse perspicitur: unde prodire scilicet
videmus tres inter x, 7, 2 @quationes nullam in-
volventes constantem arbitrariam, que, si duz
tantum inter se distinftze habeantur, curvam hoc
in casu quesitam definient.

Quod si denique neque = 17, neque = o, ha-
beatur angulus datus §, ob duplex hoc in casu in
wquatione tertia systematis (4) differentialium si-
gnum duabus quoque solutionibus  diversis quae-
stionem de qua agitur obnoxiam esse apparet:
quod ex ipsa ejus indole concludi etiam potuerat,
cum perspiciatur scil. absque negotio conditioni-
bus problematis nostri in genere satisfacere debe-
re curvam duorum ramorum, Sese in puncto

quodam sub angulo 2§ secantium.

s IV,
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S IV
~ Ad usum solutionis nostre generalis, sysfemu-
te (4) comprehense, ostendendum, fiat ex. gr.
w = 2,

unde patet lineam generis dati in plano xy totam
quantam sitam fore, natura ejus ceterum nihil

determinata. Habetur jam

du du
i a’_y’ i 7 Nl B
unde (4) prodit
% =0 ]
<& = 0 I
du> duz
= da2z duz dz2 2
\ T2 +dy2>(x sy de) Cond f’
du " du 2
= (~— dy — — a’) |
i ) j
vel simplicius adhue
& =0
W = 0 g
du du du du o ()5
g 2 gy e i
= dx -} % dy + = dy 7 x ) Tgh=o

ubi signum superius vel inferius pro lubitu wusur-
pari potest, prout hic vel ille ramorum quasita

considerandus est. :
B Po-
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Posito (=17 vel 0 =o, fiet

= <& = 0

% =10 Gelothe=, @ ;
d d d; du 2
—zfndy.-—isdx-o —idx—]—-—?—afj—o
dx ay dx dy

adhibita tamen, ut in § prac. observatum est,
hoc in casu @quationis difterentialis solutione tan-
tum particulari.

Quod si v. gr.

S Ry i)
allatum nuper (7) fiet
< =0
Y — pxm = 0 };
my™ " dy — npx" " dx T (npx” =" dy-J-my™ “dx)'lgg 0

hmcque, elunmdtd, utl supra plaascuptnm est,
ipsa p, @quationes quesitam definientes habentur

= =)
nydx — mxdy + (mxdx -} nydy) 'Tg 0= o} )

quarum facile inveniuntur integralia

2 =0
L.k V(n—mjxy £ (mx>J=ny?) Tg9
Ao on (n—mwm'rga)
1/4mn Tgl> —(n—m)~ \J»’V4.imfa 2 Z(n—m)




(si positiva est 4mnTg(* — (n — m)?)
o — () x
k] (n —m)x £ 2ny 'l'g@
(st 4mn Tg)* — (n— m)* = oy
i m - n
T = m)> — 4mn e ¢
I ((rz —m) x + 2ny Tgh — xV(n—m)* = gummTg 9")

V(n — m) xy + (mx* - ny 2y Tgd
(si negativa est 4mw Tgl* — (n—m)*),
designante L. Logarithmos Hyperbolicos, nec non
b constantem arbitrariam integratione introduétam.

Sit e. g m=1; habebuntur

2 = 0
=k Tg@.L.kaz—}—yz = Arc. Tg.'.z. }’

ad Logarithmicam Spiralem pertinentes.

Allata huc usque priorem questionum incly-
tarum in § L memoratarum respicere facile patet:
ad posteriorem quod attinet, fiat tantum

u =1y — px _
u’=x2+y2_(pzz:

denotante @ funétionem arbitrariam.
B o Erit
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Erit jam
=20z .0z, b=2p Qz.Q'z, ¢=2(x% 4 py),

it — dpz
posito’ brevitatis ergo —— = @/z.

Hincque (4) in
ity ) A
X e it =0
(4(1+1p*) @22, @'2> - 4(x 4= py)2) (dw> J-dy? -+ d22)Cos §2
= (203, @'z dx - 2p @z . @'z dy - 2 (x - py) dz)>
abibunt, quas inter instituta eliminatione ipsius P,
factisque reductionibus debitis, ad sequentes satis
simplices quécsitam hoc in casu definientes perve-
niemus

x2+yz_;@zz=0 .
(dxz—l_d_zfz—l—dzz) COS 92' = dzz (I +¢Izz)} i) )'

Quarum utique posteriore, @quationis ope
R N
= o _1__ y2 K2 + y?

xdy =— ydx)z
gl ) -+ Qlz*.dz%,

xz_l_yz

ad formam revoeata

dx* - dy*

xdy
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xedy — ydx — Cosf> 4 i
‘c;{ yﬂx S Vi 0s §> e ¥ o
X + u= COSQ @Z
easdem (8) sub specie tandem finita
xz + y:’. X @zz = 0
Y N dz .
A:‘C.Tg;-mkilgﬂ:/‘—;-!/x:l:@’z )

exhibere. licet, generalem quastionis de qua agitux
resolutionem lnvolveute

Quod si v. gr. @z = Vr* — g?z%, formam
induet (9) sequentem

?f—[—-gz-——r: .dv
Arc. g%"—k—T“ﬂ f r —(1-g),~

R
b 2
i bO{L Vrz—g?z* g*%
Vr* —(1—g¢) g2 — ¢*3
— / 2 (1 —02)5292 N
Vg . Arc. T el _i)fiz_}
7 I VL
(si positiva est 1 — g*)

iTgG.

¥ —

(sl 1 —g* = o)
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% Vie — g2z
=k tTgB {L'(\/rz—-[—(fj"-il)gzzz'—'gzZ)

1/(]2' —_— I - 3 ——
ol e e lasgl e e —geVr—1)}
(si negativa est I —g%)

Quod siin casu ultimo, qui attentione omnium
est dignissimus, eliminari ponimus ipsas -, z & ¢

@quationum ope

Y
laae Tg !
ey qzz s
g b S TR
@ 2d v;;‘:é“a'ga‘ Tg A
I

e
duarum nuper allatarum posterior in .
f=heTgd. L. Ts (5°F55)

T—¢e Sin A
Tl b V.+es'i'a“,{}

= k+Tgh.5L.Tg (45°+2a) — ¢* Sin a
 —3¢*Sin A’ —F¢° Sina* —&ed
mu-
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mutabitur : unde, si /, A/ correspondentes quidam
sint arcuum /, a valores, fiet
Tg(45° 1) . :
I— =+ g . {L' N 0 T Sll],hl’_'sln}\' .e?-
(i a (18(45 +%A)) ( )

—$(Sin p”> —Sin 2%). ¢* — &C.} -

seu commodius adhuc, si ipsum / per gradus no-
nages. exprimere nec non Logarithmos adhibere vul-
gares placeat,

I— 1=+ Tgh. { Y - Log.(]g(‘H Eie )

Tg(45°+322)

— (SinA’ — Sina).e? = 3 (SinA’? — Sina?).e* — &c.}..(lO),
istentibus ¢ = i L 30258
exsistentibus { = —————, y=L. 10=2 58
= 3,14159 .7 :

Pro Tellure quidem, ubi ¢* parva omnino est

fraftio, magnitudinis scilicet

circiter, termi-

“
nos seriei (10) ¢* potestatesque superiores invol-
ventes semper fere negligi posse, uno alterove in-
stituto calculi experimento probari facile potest.




