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Methodus directa tangentium ubique facilis ,

inversa generalis nulla , ejusque loco tantum particulares
dari pojsunt regula ?, quarum qui plures collegerit, is
optime de hac Methodo mcruijse censebitur.

Jac. Bernoulli Opp. Tom. I. p. 622.
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Duplex in Geometria siiblimiori occurrit Metho-
dus quae dicitur Tangentium • alia directa , alia

inversa. Illa rationem monstrat, ex data curvas in-
dole seu aequatione, ad quodvis ejus punctum inve-
niendi tangentem, normalem, radium curvaturae, &

quae sunt reliqua ex tangentibus dependentia. Hccc
vero ex datis tangentium proprietatibus vel aliis
quibusvis curvarum affectionibus, relationem inter
harum Cobrdinatas, adeoque rationem easdem con-
struendi detegere docet. Methodo illi directas persi-
ciendae jam dudum operam dederunt Mathematici, &

invento calculo disserentia!!, haec doctrina illud facil-
lime attigit sasiigium, ut in ea nihil sere amplius de-
siderari videatur. Primum Methodi tangentium in-
vectae specimen debetur Clarissmo Gallorum Mathe-
matico de Bennae; & licet ab illo inde tempore egre-
gia fuerit Mathematicorum industria in hac Geome-
triae Curvarum parte excolenda, eam tamen in in-
cunabulis quali jacere adhuc satendum est. Id enim
huic disciplinae commune ess cum calculo integrali,
sine quo in illa parum prosicere licet, ut quas hacte-
nus inventae lint regulae, quamvis in casibus quam
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plurimis, iramo innumeris sufficiant, minime tomen
generales dici mereantur, quum longe plura occur-
rant problemata, quorum solutio vulgarium regula-
rum ope minime succedat. sagacitati igitur Geo-
metrarum relinquitur, in hujusmodi casibus novas,
quibus metam contingant, detegere vias. In re tam
maxime ardua moliri aliquid, audacistimum certe vi-
debitur; quum vero quaedam nobis succurrerint pro-
blemata huc pertinentia, quorum partim nullam a
Geometris antea factam mentionem viderimus, par-
tim novae nobis sese obtulerint solutiones, horum per-
tractationem, speciminis Academici loco, benigna Tua
C. L, venia, publicas jam luci committere audemus.

§. II.

Problema. (Fig. i.) si Curva BM ad quodvis
punctum M coordimtee Orthogonaks suerint AP s x
& PM = is, atque ad tangentem ML ex dato pun sia A
ducta normalis AL —.v: ex data relatione inter v & al-
terutram coordinatarum x vel ij invenire indolem curver.

DemisiTa LK perpendiculari in axem AP, & ex
puncto m ipsi M infinite propinquo ducta tangente
sisi, cui ex dato puncto A siat normalis sA, tangen-
ti ML occurrens in /, si angulus LMP ( s= LAK)
dicatur erit ang. sMl ==: d<p & (posito simi toto
=; i) LK v sin <p, atque AK a v Cos <p, adaeque
PII C~ PJ -i- AKj =.x -t- v Cos<p &ML=
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~’ un^e ’ si 1111111 dv =167— ZJZ
&y = .Mi/5

•?$. ML Cos <p -t- Z /s, sequentes obti-
tt, . j (x -s- v Cos0) dtp ,A Nnentur yEquationes: dv -■■ X (A) at-

que ij snzs (B), quarum ope ex data
relatione ipsarum «; & x invenitur natura curvae BM.
Eadem ratione, facta permutatione Coordinatarum,

demonstratur sore: dv != ~—■ v in ® (A 7) & x
toj <p K y

~~ sl1186 ct^q113^01168 inserviunt cur-

vae inveniendae, quando i; est sunctio quadam ipsius y.

Exempl. i. si v aes x, erit dx ;= (A),

& j *=: (B), adeoque Zar w

Quum vero iit dx dij. Tang <p, erit ~
~ Cotgpr!<p,■ ■ s/

& facta integratione, ?/ s= C 57« <p (denotante C
quantitatem conslantem arbitrariam). Hoc ipsius
« valore substituto in sequ. B, prodit a? st £±IsJL. —

C(t — Co/-

0). Erit igitur C2 57« 0 2 yz& C2

Cos 0 2 =3 C h 3 ctv •*- X 2
; unde (ob 57« <p 2 Hh* Cos0 2

sni) obtinetur «
2 p:3Cv—-.v 2

, aequatio ad Circulum.



6

„ , c „j xd<t>(T**Cosq>\Exempt. 2. si sit dxt= —

4- a Cotang 0d0 (A), quae aequatio (dividendo per
s jsVw \ 0 ! ) transformatur in hanc* per se integrabilem:

ix xd0 (i Hh- Cos(p)
__

a Cotg <pd O j.
2 5Vs2 * (p 2

~

z sin i0(0
~~ z sin \0 2

csv (i « hh a-) Cb/i <pasip cty<P
— M *5 :=! —r:r ■■ —

, CU*
2 sini 0* 2 sin i 0* zsm0
jus integrale est ~ zpC ~ \ a L Tang } 0
(designante L Logarithmura hyperbolicum), quae as-

. x(i 4- Cos0) 4- a ,,,quatio collata cum js ———Epi0 ex t> loesc
indolem curvae, quae quidem, nili fuerit a :=; o (Ex-
empl. i.) semper erit transcendens.

Exempt, g. si v z=j nx 4- a, erit dx
CV>_) «JW! (A), quae aequa-

n sin 0 n sin 0
Cos j 0

tio ope multiplicatoris —— per se integra-
2- ulsl T 0 —

“

n

bilis redditur. Fajsta vero integratione prodit: —■—

1 Hr* sl

4- x sin i 0’ 4- zC sini0 2 Tang \ 0 ~—-

- 1— n 2 n
T7 . . xsn^Co[0)^raEx nae aequatione comparata cum y e= —

-

tulsl 0
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(B), innoteseit relatio Coordinatarum x. & y adeoque
natura ipsius Curvae BM

, quam patet sesnper sore
Atgebraicara, nisi fuerit n ;=; i (Exempl. a.)

scholion i. si in aequatione supra allata y eae
Illi pro sin <p & Cos <b subsiituantur horumsm <s>

dx dy
, tValores & ontur 'Jdx

xdy v Vdx 1 -i- dy 2
, adeoque —~r=:

xi/ v\s x 2 ~i- y z —v -

, . r .—2-=- ...-

, unde quoties fuerit v sun-
OC < V

ctio aliqua alterutrius ipsarum x & y, facta integra-
tione siatim obtinetur ipsa aequatio curvae. Quum ve-
ro in plerisque casibus dissicillimam sore consiat inte-
grationem aequationis hujus disserentialis, commodior
ssepissime erit Methodus supra exposita inveniendi re-
lationem inter curvae coordinatas.

scholion 2. Ope aequationum illarum A& B ,

inveniri etiam potesi natura curvae, quoties fuerit v
sunctio quaecunque anguli c J). Facta enim reductione

, . d.t/ st* <$ n -

* dv Cos0obtinetur: x ts >v Cos$,&y t=

v sin 0, unde ope anguli 0 datur relatio ipsarum
x & y-, & quidem absque omni integratione; quod
unico exemplo illusirasse sufficiat. si fuerit v CoJ 0
(seu AK) :=s a, adeoque locus puncti L recta posi-
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- ts t vd v a sin 0 ,

tione data KL , erit — — -——a deoque x :=saq> Loj 0"
—< i) & ij :=s za tg 0, unde obtinetur y 2 t=s

(ct 4- Curva igitur haec erit .Parabola coni-
ca, cujus Focus est A & vertex K,

scholion g. Generatim etiam eadem Methodo
solvi potest problema hoc pro datis quibusvis angulis
MPN & MLA. si scilieet dato Goordkmsearum an-
gulo MPN~ a, & ex dato puncto A ducta AL, quae
cura tangente ML efficiat angulum quemvis conslan-
tem ALM e=3 A, detur relatio inter AL =s v & alter-
utram Coordinatarum AP is # vel PM =s y; (posi-
to ang. LMP -;=s ($), adaeque LAK zz A —< « Hh* <p) in-

.
, . j snsin \Cos0^hxsina')d0

veniuntur aequationes: dv t= -u sm A <p
(?/ a-h y sin A Co/-

a A0)d 0*
, _______

5/« a sisi (« „

v sin A y5m(a —0) i ij sin 0—< v sin A

sin 0~ X ~ sin(a~*<P) *

quarum ope indoles curvas innotescit. si vero sue-
rit v sunctio aliqua anguli 0, absque ulla integratio-
ne indagari potesi; relatio inter x & y ex aequationi-
, sisi A/dv sin <p n r N cbus: x ~ siT* t 7? C°s &,J
sin a dv sisi « — sl/. ~ r .

51T.{—3 Y—sv
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$• m-
Prouuema. (Fig. t.) si ex dato pun&o A ad

quamvis curva B M MngeUtem ML ducatur normalis
AL:, ex -data relatione, ipsarum 4,L v. & ,ML ~t\
invenire 'curvam.

sint curvas BM coordiriatae orthogonales AP
— % & PM — is, atque ex dato puncto ys ducatur
tangenti parallela sive normali curvae MN perpendi-
cularis AQ , ordinatae PM occurrens in O. si an-
gulus LMP (— MNP = /10P rz .MOQ) dicatur
cp, (posito sinu toto i), erit OP >=; x Cotg &

A0- /r
A ■ , unde 71/0 =: y —. x adeoque

v CnTih 2

OQ ~ 00 Co/ V s y Cps <p ~ ,
& isQ ~

ctsO $ seu y =i .t/ sin 2 — x Cos <2, atque / ( =

AO hh OQ) =j y Cos<2 hh x 5/« quinct valoribus
iubstitutis in data aequatione pro t & v,, & extermi-

Vi '

'- ' dxnatis sunctionibus anguli (p ope aequationis —

.h a y
tang q>, obtinetur aequatio disserentialis inter x & j,
quae integrata exhibe,t aequationem curvae quassitam.

Facilior autem plerumque sit hujus Problematis
solutio ope ordinatarum AM ex dato polo A prode-
untium. si namque fuerit AM —u\ atque interce-
ptus ab AMN recta politione data AK angulus MAK
55 z, nec non ang. AML =5 erit vAt u sin s &

T»



10

tzzu Cos quibus substitutis in data aequatione, re-
lationem ipsarum t & v exprimente, inveniatur tg y
53 ii (sunctioni cuidam iplius u, unde porro, quum
in genere lit udz zz du tang s, obtinetur z -—: —

r r.Isi u
——• Ex bae aequatione ulterius, si ita placuerit,

ii

facile notest alia pro coordinatis orthogonalibus
x& y , quoniam est tang Vx 2 y 2

.

Exempl. i. si fuerit mt -*~nv zza, erit m Cos 4»
►i- n sin 4/ =-, unde si ponatur —

Uj

$
2 2

a 2 =s s'*, adeoque iC zz invenitur 4/
r tt _

tnn (g 2 2 ) i* (m 2 -h-n
2 ) as w g m s

eu b “
~ n?~aT"—n 2T£ ~

maz^ns
c asg sass , Udu ,

_
ads

&—'— — -

-, adeoq; —— zz dz zz —- -ru a 2 s 2 u &v,
* a 2 s

hs- —— cuius integrale est 3: (7 qp. Arc. 7g -

— J &
«.

—~

Z Aog (mg qp. ws). Ex hac aequatione collata
n

V »Y <

2

‘cum iC zz —,
——- facile invenitur constructio cur-

m Hh•«
vae qu sertae,

Exempl. 2. si quaeratur curva BM talis, ut sit

tvzzaa % erit u zz - Cotgz^d^
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adeoque dz = —. Tang s —.

-———
• Hinc integrando invenitur z=3C —.

ZioJ-p ‘ 6 T

i tg \p (adeoque <Phh i 7g 40? unde patet constru-
ctionem hujus curvae ex quadratura Circuli pendere.

scholion. In genere si ex puncto fixo A ducta
recta AL cum tangente ML efficiat datum angulum
ALM =3 a, & detur relatio ipsarum AL zn v & ML
z=i t , retentis de saetere prioribus denominationibus,
ad investigandarn indolem curvae sequentes conducunt
„

. u sin $
.

« sisi (a s)
formulae: v t= ->t —— atque0>m a , bni a

,

du tg d' = udz, quarum veritas vel ex siala inspectione
triangulorum LMA & Mrm facile patet.

5- iv.

Theorema. (Fig, i.) st curvet BM adpunctum
quodvis M Radius osculi sit RM, qui (productus si opus
fuerit) secet in N ressiam positione datam AN, & ex
dato hujus punssio A ad tangentem ML, nec non ex pun-
ssio curvet M ad ressiam AN ducantur perpendiculares
AP, MP respessiive: erit Radius osculi RM ad resessiam
AN, ut fluxio ipsius AP adfluxionem ipsius AL.

JJemonslr. sumta portione curvae Mm infinite
parva, si ducantur Rm, AM, Am , atque tangenti ms
perpendicularis As, nec non ipsis AN, MP, MR &

Am respective perpendiculares mp , Mq, AQ & Mr,
sitque AP sx, PM c=s y, AM u&AL svj erit
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J jAi s quoniam ob A isim A MRm est 'st
..,av

( =: dij : Mm : :‘sm ( != LM) : 1\IR atque ob a Mrm
to a MLA, Mm : ?*/?/•( — dtt) : : AM (tx «) : LM,
ergo ex aequo ssg: dn :: u : /lA/]. Porro ob a Mqm

xsjPN\xN Mq ( = d.v) (== : : i/iJ (ss

ij):PN,
qsianjobrcm'AiY.==

, adeoque r H
• M %■

vdll „
X d;r -t-. udy

x d.—1
__

— -— Cguum vero ht u 2 t=ixdx ■' 'ux

IKXi1L
►i- v 2 & hine-udu aes xdx-~i- ydv, erit ANx=s , ■ .

j,k J \ dx
* 1! si li * s ntj . < \

quare 7c iV: j£Y:: --V-1 :: dx : dv. Q. i?.

Aliter & brevius idem sic evincitur: quum ob A
sim a MRm, sit 67'( := r iVm :: sm (i= AQ)
:RM & ol> a M.qm so a AQN7iMm : Mq ( t= dxj ::
AN: AQ., erit ex aequo dv: dx:: AN: RM. Q. E.D.

§■ V.

Problema. (Fig. i.) Invenire curvam BM, cu-
jusRadius quivis oseidi RM ad portionem AN\ quam
ex datapositlone recta reseeat, sit in data ratione: RM
AN:i: rt.

,

; '

Iisdem ac in §. IV. positis, quum per Theorema
allatum sit RM: AN: dx:dvjerit dv xzndx, adeo-
que v !=? Nptr nx (desigaante ei constantem quamvis
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arbitrariam); unde indoles curvae facile invenitur
II.). si itaque Ang. MNA dicatur cp, pro n > vel
<i erit -iL_

i 4- n i—nn .

I Csl Hh* s& ✓ /r» i tTang s CD atque z/ »=;—^((LlL
* T

« •Am cp v,y

Exempl. 3.). si vero fuerit RM =s AN seu #.p=j i,
erit (s. II. Ex. 2.) sahhx =s 3 Nm. i <p 2 (C —. sa L
j, 4— Cos <p ) -i-, s .tg j cp) & y J= 'smcp » msi sumatur s —

0, quo in casu curva quaesita erit circulus. (§. II. Ex.t.)
scholion 1. Quoniam sumta x uniformiter stu-

ente, seu d 2 x =10, sit Radius curvaturae RM -

AN = * hh methodo vulga-
—. dx d2 ij ctx

ri pro curva quaesita obtinetur aequatio disserentio-
disserentialis: n ( dx 2 4- dij ) § 4- (xdx 4- s/dy)
dz t/z=:o, quae quidem integrationem admittit, cal-
culum vero prolixiorem supponit, quare solutionem
a nobis allatam huic praeserendam autumamus.

scholion 2. si resecta AN dicatur p & norma-
lis MN s, adsumta dp consiante, erit generatim Ra-

dius osculi RM — s —

a'iJ (descripto enim
centro R arcu Act, & polita dp s* Act, erit tn s=i ds
—dp Cos (p, adedque Cos <p t= & dcp ?=“! —
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—

s
—~—, nec non Nt ss dp sin =! dp 1—< ds*.

, , ,.Nt dp ds t?

Est vero „a*s Er§0

- — oc oscu-
li valore, praesens Problema, in quo ponitur RM: p
:: 1 :n, ad sequentem redigitur aequationem disseren-
tio-disserentialem: (p — nsj. dz sh- n ( dp 2 ~<ds z y
;=! 0, cujus moxpatet primum integrale sore: (p-~ns)
ds —. ((7 hh s — npy dpz=i 0, quae aequatio disserens
tialis primi gradus per Methodos cognitas ulterius
integrari potest. Hac peracta integratione invenitur

d srelatio ipsarum s & p, unde quum sit ~ ss Cos4>,sa*
-cile innotescit ratio construendi curvam quaesitam o-
pe aequationum p ;=? s sin <p & pc =3 p — s Cos <p.

5. VI.

Theorema. (Fig. 2.) st Curva BP Jit tractoria
ad AM (ita ut ad quodvis illius 'punctum P dudta tan-
gens PM , huic occurrens in M, Jit conslans sm PM tae
a) & ad piin&a correspondentia P & M utriusque li-
neae ducantur normales P R & MC: punctum occursus
harum R erit centrum circuli tradioriam in P osculantis.

Demonstr. sumta portione curvae Pp infinite
parva, ducatur ex p alia tangens tractoriae pm &
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centro P per M describatur arcus circuli Mn. Quum
igitur sine anguli AMR, MPR & Mnm singuli recti',
ideoque PRM =5 PMA =3 Mmn , erit & Mmn co a
MR P, quamobrera Mn :nm :: MP: PR. sunt vero
(hypoth.) tangentes PM &pm aequales adeoque eti-
am prn =zPn, unde Pp =5 mn. Erit itaque Mn :Pp
:: MP: PR & —= - ang. MP*, &

junctim R, p, pariter est ~ ang. PRp; quare an-
guli MPm & PR/? aequantur, adeoque etiam ang. Rpm
sRPMn recto. Unde quum Normales ad curvam
sint ambae PR & pR ,

& quidem infinite viemae, pun-
ctum occursus harum R erit centrum circuli, curvam
BP in P osculantis. Q. E. D.

Cor. i. si fuerit curvae AM ad punctum M Ra-
dius curvaturae MC =5 R, & ponatur AM s z, nec

non MR=:w; erit •=: (R — y) dz. Ductay \sy* a z

enim Cm , cui in r occurrat pR producta, & centro C
descripto arcu Rq; ob angulos Rqr & RPM rectos nec
non ang. Rrq =3 PRM, erit a Rqr 03 A RPM, unde

(t=: rsy) :: PM ( = ct) :PR( ss \sp - « *)

& Rq ts Porro ob similitudinem ssctorura* v y*~ u

RCq & MC«, est Mra ( = : #<? (= -
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ttCM (= R):CR (s=B -})! quare
pi (R _ y) dz, ex qua aequatione, data Curva AM
adeoque relatione ipsarum Etkz, si inveniatur y, hu-
jus ope facile consini! poterit tractoria BP.

Cor. 2. Quum ob & M mn to a MRP sit M m :

M w M s?M n :: MR ; MP, adeoque - ang. MP»

7=i (dem) ang. PRp, atque j=*ang. MC?«; (equi-
tur esso ang. PRp: ang. MC/w :: MC : MR.

§. VII.
Problema. Invenire Evolutam TraUorice sini-

plicis. 7-
—

•• >, r

si (Fig. 2.) BP fuerit Tractoria simplex, (pro
qua igitur erit AM linea recta, adeoque MR & mr
parallelae), erunt AM & MR coordinatas orthogona-
les Evolutas DR. Retentis igitur iisdem ac in
prseced. denominationibus, ob Radium R infinitum

adeoque R— .z/ =R, erit (§. VI. Cor. l)

5=: dz , unde — 1 !-—sili .—- Eo? '1 _

a “ j\lyt~a* s a

seu a N — y shj 2
—* a 2

,
designante N nu-

IZ

merum, cujus Logarithmus byperbolicus est = i.
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Cor. r. si curvae hujus ad punctum R sit- Radi-
us osculi KR, erunt Tectores RKr, PR» similes, qua-
re KR;PM:;Rr: Mn&ob a R rq AMRP, PM:MR ::R/jr (—Mm) :R r; ergo ex aequo KR; M R
: : Mn: Mn. Quumque ob a Mnm lq aMPRsit M n
:Mb :: MR: MP, eritKR: MR:: MR: MP, adeoque
Radius osculi KR = i—•

a

Cor. .2. Quadratura hujus curvas facilis inven-
tu est. Quum enim sit dz t=: —, erit sijdz ss

a 2 ’ J

£ 0 2 A MPR +- C', de-
i uy* a
notante Cy spatium quodvis consinus.

% VIII.
Problema. Invenire Tra&oriam Circuli.
sit (Fig. 2.) AM Circulus centro C radio CM

:r: h descriptus, cujus quaeritur Tractoria BP, pro qua
sit longitudo tangentis PM =; a. Positis ut antea ar-

ah dU
erit dz ss 77 ZrT~,

—

—y) V y -- »

(§. VL Cor. 1.), quae formula, facto y —. \j a 1

ss v seu 3/ £= ——, ad rationalitatem perducitur s

hac enim substitutione obtinetur dz ~ ,a 1 ■— 20 '■




