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In theoria linearum parallelarum, quam (Elem. Geonr.
Lib. 1) tradit EuvcLipes, reprehendi praecipue fo-
let Axioma Ejus X, (vel, ut alii numerant, XIII)
quo {ftatuiv, &uas lineas retas,’ in. quas mcxdens re-
¢ta queedam tertia angulos interiores ad easdem par-
tes duobus reétis minores fecerit, in_infinitum pro-
ductas inter fe coincidere. Hoe eum fine demonfira-
tione aflumendum non_ efle .jam 'dudum  agnoverint
Mathematici, ad e]usdem veritatem evincendam alia
admittere coadi funt dxiomata, quae’canmien fere o-

mnia zeque ad ipfunr illud’ Euchdeum demonftratio-

ne indigere deprehenfa. funt. - Difficuleatem vero ma-
ximam hac] in re oriri cenfemus ex ipfa definitione
Euctprs, qua parallelas dicit lineas rectas, quee in
eodem jacentes plano, atque ex utraque parte in in-
finitum ptoductae, in neutram fibi" coincidunt. Hec
videlicet abftrufa nimis eft; nec fatis apta, quae ad e-
ruendas linearunt parsﬂlelarum proprietates prmcnpu
loco ponatur. Simplicior antem & magis nativa no-

bis videtur notio illa Vulgarxs, qua. parallelee. dicun-
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tur lineze; queze'in eodem plano/ pofitee sequalibus
ubique intervallis a fe invicem diftant, (unde etjam
linee @quidifiantes latine appellari folent). Hanc
quidem definitionem /jam pridem affumferunt pleri-
que, praticse imprimis Geometrize: Seriptores. - Hi
vero cum multa vel plane non, vel faltim infuffici-
enter demonftrata admiferint, binc forte fadtum eft,
ut theoria parallelarum, hac preeftrulta notione, dxgi-
Beaay geometricam refpuere cenferetur. . Ipfius vero
definitionis'hanc. non effe culpam, preefenti {pecimi-
ne oftendere, tentabimus.  Diftantiam {cilicet punét
a linea refta definimus per breviflimam lineam, 'quae
ad reétam hanc ab'ifto puncto duci potelt; & dater
yefte parallelam dicimus lineam, fi € in eodem cum 'illa
plano exiftat, €3 fingulorum ejus punéforum a reéla ifla
wqualis fit diftantia. : Hac dgitur fuppofita definitione,
precter. notiones communes a nemine in dubium yo-
catas atque . primas XXV propolitiones. Zlem. Ei-
cLIDTS, nulla alia demonflrandi principia preemitten-
tes, Theoriam linearum parallelarum evolvere cona-
bimur. Ubique vero lineas in eodem plano pofitas
intelligimus, quod hic femel monuifle fufficiat, necre=
bris repetitionibus prolixiores fiamus. ' Brevitatis {tus
dio etjam' littera R angulum reftum, atque in’cita=
tionibus ' ( quando ad demonfirationes Jintelligendas’
eas adferre neceflfarinm fit) Pr. propolitiones  Libri
I. Elem. Eucl. nobis denotant. it
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§-IL. Lemma. - Si s & PCD (Fig. 1.) ang. D
fit vebtus vel obtufus, latus huic;oppofitum PC majus erit
utrovis reliquorum laterum. CD vel PD. Nam ob ang.
D= vel » Relt ang.CPD < R (Pr.17), adeoque ang,
CPD < CDP & (Pr. 19) CD. < CP. Pariter demon-
ftratur eflfe PD « CP.

§. II. Lemma. Que ad datam reftam AB ( Fig.
1.) ex punélo extra eandem dato C ducitur ‘perpendicu-
laris reéla CD minima off omnium_linearum, que.ex C
ad AB duci poffunt. Nam ob ang. D =R, du&a ex .
C ad AB queevis alia refta PC erit > CD (§. 2.);
inter eosdem vero terminos lineam reftam efle bre-
vilimam, ex ipfa linese reftae definitione manifeftum
eft: Ergo. ¥

§. IV. Hine (§§. ©. 3.) fequitur, datw reffe AB
( Fig. 2.) peralielam effe lmeam CD, [ ex fingulis hu-
jus puntlis ad illam CPr. 12) dulle reffe perpendicu-
lares cequales fint.

§. V. Siigitur reGta datee longitudinis PQ (Fig.
2)in plano ita moveatur, ut femper rectee AB. per-
pendicularis maneat, uno termino P in AB inceden-
te, alter ejus terminus Q defcribet ipfi AB paralle-
lam lineam CD. Vel fi figura queevisi EEG, cuojus
latus £G eft linea reta, fuper: datam veftam AB ita
moveatur, ut huic femperapplicatum fit latus idem EG,

datum quodvis in hac figura punétum Q defcribet
lineam
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lineam ipfi AB parallelam. Rea enim QP ipfi EG

perpendicularis, etjam ad angulos reftos ipfi AD ubi-
que infiftit. Hinc manifeftum eft, datee reftee AB
per datum quodvis extra eandem punctum C fieri
pofle parallelam aliquam lineam CD. Atque hac ra-
tione lineas parallelas defcribendi etjam in practicis
haud raro utimur. Exiftente autem AB reéta, ipfam
CD etjam fore lineam reétam (quod gratis a pleris-
que Geometris aflumitur), in fequentibus demonftra-
bimus, evolutis prius generalioribus quibusdam ha-
rum linearum proprietatibus.

§. VL. Coroll. Quee ad rettam AB ex quovis hu-
jus punéto M erigitur perpendicularis MN, in infini-
tum producta occurret cuivis ad illam parallelee CD.
Faéta enim (verfus partem ipfins CD) MN =PQ,
(§. 5.) erit punétum N in linea CD.

§. VIL. Levwva. Si reffa CP ( Fig. 1.) infiffens
refie AB angulos deinceps faciat inequales, vnum CPB
acutum & alterum CPA obtulum, gue ex quovis illins
puntto € ad hanc demittitur perpendicularis CD cades
ad partes anguli acuti CPB. Si enim ad alteram par-
tem quaedam refta CE' fieri poflet perpendicularis
ipi AB, in A CPE foret ang. CPE -+~ CEP » 2R,
quod repugnat (Pr. 17).

3

§. VIII. Lemma. Due refle cidon tertice perpen-
diculores, utringue in infinitum produéle, nunquam co-
3 iHCi~
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sncidunt. ' Si enim (Fig. 1.)yreftee €D & CP ipfi AB
perpendiculares, coinciderent in aliquo puncto:C, fo-

ret in A CPDang. D=1='P =2R contra Pr.”17.

<o IXp Hine fi in quadrilatero CAPQ (Fig. 2.),
cujus duoranguli CAP & APQ funt recti, ad latus
his angulis intérjacens AP éx:quovis hujus punéto-K
erigatur: perpendicularis KL; heec infinite produdta
in aliquo punéto L occurret lateri oppofito CQ. La-
teribus enim AC, QP loccurrere nequit (§. 8), nec
ipfam AP in aliquo punéto preetet K fecare poteft
(Axiom.). Ergo produfta ultra quadrilaternum CAPQ
transibit per aliquod punétum lateris reliqui CQ. Et
hoc ‘quidem generaliter obtinere manifeftum eft, five
latus illud religrom €Q fuerit linea reécta five curva,

§: X. TueorEMA. S refie AB (Fig.’ 2.). pa-
rallela’ fit -linea €Dy quee ex . quibusvist hujus punclis
C,Q ad AB ducuntur perpendiculares, CA, QF, angu-
los ad lineam CD ubique €5 ad utramque partem cffici-
ent equales, foil. ang. ACD= PQD =CQP. Facta e-
nim PM= AP '& du&a MN perpendiculari ad PM
ipli CD (§. 6.) occurente in' N, fi quadrilaterum
QPMN  applicetur quadrilatero CAPQ pofito puncto
P faper A & reéta PM fuper AP, ob PM= AP cadet
- M in P. Ob angulos vero ad A, P & M reftos ade-
oqié #quales, latera QP; MN figuree QPMN ca-
dent in latera CA, QP figuree CAQP, & ob CA=

: : QP
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QP=MN (§:4.) punéta illius Q, I cadent in pun-
&a hojus C, Q refpeftive. -Sumto autem in AP quo~
vis punéto K, fi fiat PT =AK & ad AB ducantur per-
pendiculares KL & TS, eodem modo demonfiratur
pun&tum S cadere in L., quod cum de omnibus’ reli-
quis punétis in QN & CQ valeat, fequitur lineany
QN congruere ipfi CQ." Quamobrem ' conguent. ‘et~
jam anguli NQP, QCA, adeoque sequales erunt. Si-
militer fi manente latere communi QP fitw inverfo
applicetur quadrilaterum QPMN quadrilatero QPAC, -
demonltrabitur cadere pun¢tum M in A & N in C,
atque (proiiquovis punéto K faéto PY =PK duétis-
que perpendiculis KL, YX) punctum X in L, adeo-
qae angulos NQP, CQP congruere & zequales elle,
Pro quibusvis igitur punétis C,-Q, erit ang, ACQ =
NOP=ELOP. - s : : Ty :

§. XI. Taeor. Linea CD (Fig. 2.) rebie 4B pa-
rallela, ipfa eijam refia ¢ff.  Aut enim ‘linea, CD ex
diverfis portionibus redtilineis, non in dire¢tum pofi-
tis conftabit, aut ex partibus aliis rectis, aliis curvis,
aut tota curva erit, aut tota redta. s

r:0' Partes vero ejus CQ, QN diverfz refte es-
fe nequeunt; ex punétis enim C, Q & quovis ipfipg
CQ punéto L ad ‘AB duétis perpendiculis CA, QP
& LK, gvum fint anguli CLK, QLK (§. 10.) equales
adeaque redti, & ang. CQP =QLK (€. 10.), etjam
ang. CQP rectus erit. Pariter erit ang.. NQP=R,

adeo-
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adeoque ang. CQP =+~ NQP=2R & CQ, QN in dire-
¢tum pofitee (Pr. 14).

2:0 Si pars alia CQ refta, alia QD curva foret,
duétis ex C, Q ad AB perpendiculis CA, QP, & fa-
&to PM = AP atque erecto ex M ad AB perpendiculo
MN, eodem ratiocinio ac in §. 10. demonftraretur,
congruere pofle reftam CQ curvae QN, quod oppido
ablurdum eft.

3:0 Si tota CD (Fig. 3. 4.) curva foret, ex quo-
vis ejus punéto Q ducta ad AB perpendiculari QP &
ex eodem Q ad QP perpendiculari EF, ob ang. EQP
(=R)=FQP & ang. CQP=DQP (§. 10.), linea
CQD aut tota cadet inter EF & AB, aut tota ad al-
teram partem ipfius EF. Si prius, (Fig. 3.) fum-
tum in QD punétum g ipfi Q utcunque proximum
cadet inter EF & AB, adeoque ob ang. FQP =R, re-
&a QG ex Q per g dufta faciet angulum GQP < R.
Quamobrem demiflum ex P in QG perpendiculum PM
cadet ad partes ipfius ang. PQG (§. 7.) & ob ang.
MPB < (QPB =)R, perpendiculum MN ex M in AB
du@um cadet verfus ang. MPB (§. 7). [Erit igitur
(§.2) MN<« (PM<)QP. Et{fumto in QG inter
Q & M punéto quovis K, fi fiat KL normalis ad AB
& ducatur re®a PK; ob ang. PKQ = PMQ (Pr. 16.)
adeoque PKQ > R, erit (§. 2.) KL< (KP<) MN.
Qvumque ob ang. PMG =R, fit ang. NMG <R, eo-
dem ratiocinio demonftrabitur, progrediendo ex rQ

verfus
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verfus G continue decrefcere rectee QG diftantiam ab,
AB. Quamobrem punéti g utcunque proximi ad Q
diftantia ab AB < QP, quod repugnat (§ 4): .. Non
lgltur cadet linea CQD inter El* &

-+ Si porro CD 3 algetam partem caderet (Fig
4.) per quodvis ejus punftum ¢ ex Q ducta refta
QG faciet ang. GQP > R; unde in QG fumta QS ut-
cunque s> Qf & ex S ad’ AB'demiffo- perpéndlculo
ST, facile demonftrari poteft a Q verfus S continue
crefcere reftee QS diftantiam_ab AB. Duéa enim
ex'Q'ad QG perpendicularis’ transibit'ant per T, aut
inter S & T, aut inter T & P. “Si-'per S transierie,
adeo ut ang TQS...R erit ' (§. ,,) ST >(’]Q:>)
QP. Et ex"quovis-ipfius QS 'putiéta- K ad . AB: de-,
millo perpendicylo KL., dugtaque recta QL ob ang.
LQS (> TQS adeoqug) obtufum} erit (§.a,) KLs:
(LQ >) QP.  Si vero perpepdlculaus illa. transie-
ritinter S & T  dudta TS, foret ang. TQS > R; unde,
eomagis ST & QP & KL > QP. | Sidenigue dutin ok
Qad QG perpendlculaus QN fecet lpfqm PTin N, ex’
hoc punﬁo iterym erigatur-ad AB nor mahs NM, re-
- & Q5 (§. o ) occurrens’in M, & ‘ex pun&to quo-
vis K inter Q & M fumto demittatur ad AB perpen-
diculum KL; quo facto fimili ratioeinio probatur fore
MN > QPnec non KL > QP. . Qvumgue fit ang, NMS,
(= NQS Pr.16; adeoque)) obtufus, pari-modo ulterius,
probatur a pun&o M ‘yerlus, 5: tecedesido continue;
/ B auge-
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sangeri diftantiam ab AB. Quodvis igitur ipfius QG
pun&tum ¢ inter Q & § ab AB diftabit intervallo =
QP, adeoque in linea per Q dutta'ipfi 'AB parallela
pofitum efle nequit. Quare nec linea CD'ecadet ad
partem reftee EF ipfi AB oppofitam. Nec igitur
(dem.) curva effe poteft linea CQDj; confequenter re-
¢ta erit. ) &

Sthol. Tn fequentibus ubique de lineis loquentes,
non nifi rectas intelligimus, i

§ XIH. Toeor. Linee parallelee communia ubique
habent perpendicula. Seil. Si CD Il AB (Fig. 3.) & ang.
QPB =R, erit etjam ang. PRD =R. Eft enim CD
recta (§. 11), & ang. PQD =PQC (§. 10). Ergo.

 Aliter idem fic demonftratur: Si'non fint anguli
PQD, PQC re&i, erit eorum alteruter PQD <R,
Du¢ta igitur ex P ad CD perpendicularis PK cadet

verlus partes anguli PQD (§.7), quamobrem fiet
ang. KPB <R, atque ex K rurfus duéta ad AB nor-

malis KL cadet ad partes anguli KPB (§. 7). Hine
foret KL ( <PK) < QP (§. 2.), quod repugnat (§.
4 onaity 4709 W

§. XIIL. Taeor. Qua cidem refiw PQ ( Fig.3.)
perperdiculariter infiftunt linew AB,; CD, funt inter [e.
parallele.  Si negas, fit per Q (§.5.) alia quedam
EF Il AB. “Ergo ob ang. QPB =R (/hyp.) erit ang.
¢ rQp
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FQP =R (§. 12.), adeoque foret ang. PQD ( =R
hyp. )= PQF, pars toti, quod fieri nequit. (.Axiom.)

§. X1IV. Hinc per datum punétum Q (Fig 2.5.)
date rectee AB duci poteft parallela CD, fi fiat ex
Q ad AB perpendicularis QP (Pr. 12) & ex eodem
punéto Q ad QP perpendicularis CD (Pr. ).

§. XV. Tueor. Qua cidem refle PQ. (Fig. 2)
parallelee funt linew AC, MN, € inter fefunt parallele.
Ducéta enim ex reftee PQ punéto quovis P (Pr. 11.)
ipfi QP perpendicularis AB lineis AC, MN occurret
& his perpendiculariter infiftet (§. 12.); auamobrém :
ACIIMN (§. 13).

§. XVI. Tueor. Perpendicula bina ex parallelis
wquales abfcindunt partes. Si videlicet fit CD 1l AB
(Fig. 6.) & ang, CAP =R= QPA; erit CQ=AP,
Nam ob ang, CAP=R =QPA, eft (§. 13.) CAIIQP,
(§- 6.) & hinc, ob ang. QCA =R (§. 12.), erit QC
=PA (§. 4).

§. XVIL Turor, Ad datam reitam AB (Fig.5.)
verfus easdem partes ereltis duobus perpendiculis PQ),
LK wqualibus, que per horum terminos €, K ducitur ve-
£ta CD erit paralleln ipfi AB.  Si enim non fuerit CD I
AB, iit per Q (§. §. 5. 14.) alia EF Il AB, & occur-
rat heee EF jpfi LK (fi ];)pus eft, produéte) inEH;

- 2 rit
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Erit igitur HE Qr’ (§ 4), 1deoque ob KL =QP
Chyp.), foret KL =HL, pars toti; quod abfurdum. "

. XVIUL Turor. Refia AF (Fig. 6.) in duas
paralielas A8, CD incidens, aquales cfficit anguios’ al-
ternos QAB = Q4. Dudis'enim ex A in CD & ex
Q in"AB perpendiculis AC & QP, redti erunt etjam
anguli, CAB & CQP (§ 12.) & CA =QP (§. 4.)
nec non’ CQ =AP (§. 16.) unde ob, latus' AQ” com-
mune, in, A A CAQ, QAP erit ang CQA=QAP

(Pr 8)

o 'XIX THEOR ]fsdem _poffss, mt aﬂgw!u,s psedtrior
F QD (Fig. 6.) eequalis interiori €3 ad easdem rebice in-
cidentis FA partes oppofito angulo QAB, nec non an-
Luli‘interiores ad easden partes QAB), A’OD duobus re-
s ‘wyuales;, "Nam ‘ang. FQD'=CQA: (Pr. 15.) &
QAB: CQA(§.189).~ hrgo FQL=QAB.© Porro
ob: qng QAB*C QA ( '{aédi@o atrinque AQD,
erit QABw=AQD (= CQ‘ %AQD) sz (P1 13).

§. XX. TuEror. Si in duas refias JB CD ¢ sz

52 dncidens velfa PQ equales fecorat affgyfos' alternos

A’PQ mPQB ‘paralleleeruut, welte: @B 5 GO S e

nimihon it CD IAB i fie: per € alia, reéta EE I AB

(§: 14 Ergo ang.: PQFHAPQ (6. 18- + Sed APQ

-=PQD (Izyp) ‘Eigaifores ang. PQD ;angu o PQF
aequahs ‘pars toti, | quad ablurdum! i 10

L g. XXI.
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§. XX TuEeor. Si refia AF (Fig. 6.) in refias
AB, CD, incidens fecerit vel angulum exteriorem FQD
a’gualem interiori € oppofito ad casdem partes FAB,
vel angulos interiores ad casdem partes DQA, Q AB duo..
bus reé¥is cauales: linew AB, CD erunt parallele., Nam
i FQD =FAB, ob FQD= CQA (R; 15), erit ang.
CQA =FAB. E¢ fi ang. DQA# QAB =2R=DQA
1+ CQA ; idemto communi DQA, erit, etjam, CQA= -
QAB. | In utroque igitur cafu-anguli alterni sequan-
tur, qua.nobrem hneaf. AB, CD erunt parallelae (§. 20).

§: XXIL Tucor. Si refla JQ (Fig. 7.)' fub ‘an-
gulo quovis dato' QAP fecet relfam> AP, € in AQ fit-
mantur portiones equales AB =BD, ao’eogue AL =
2 AB, atque ex B, D ducantur ad AP perpendiculares
BC, DEzerit DE - =2BC, > Demiflo enim ex; D in
BE! produc¢tam’ perpendiculo DF, in A'A ABC, DBF
eritt AB.=BD (. fyp.), ang., ABC=FBD. (Pr. 15) &
ang. ACB/( =R) = DFB (conftr. )i ) Ergo CB =BF
(Pr.'26!1) ,adeoque FC =2BC.: ., Sed ob, ang, DFC &
FCEreétos eft ¥D 11 CE (§ 13 ), adeoque (§ 4 )
DE:=F C =2BC. :

g -
§ XXIII Cor.: Hmc ﬁ porloun. AQ fumatur
DG iAD feu AG'=nAD; rerit re&alexi G jad AP
duta pérpendicularis- GH_.zDE,nadeoque in:AQ
continue “duplicando -pundti diftdantiam(ab A, d;uph-
catur. ejusdem puntti diftantia ab AP Ipfa xggta

B3
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AQ: firidfinite iproducatur, pun@i- Q diftantia ab AP

fieri poteft data quavis linea major. .

§. XXIV. Turor. Si duarum parallelarum AB,
CD (Fig. 8.) alterutram- AB fecet reffa AQ: reliquam
CD quogue fecabit, fi infinite producantur. Ducto enim
ex A in CD perpendiculo AC, produci poteft (§.23)
AQ, donec demifla ex Q ad AB normalis QP fiat
-major data CA. Hoc vero facto, fi a majori PQ abfcin-
“datur pars PK =CA:erit({.6) punctum K in linea CD
(produta, fi opus fuerit), adeoque punéta Q, A ad
diverfas ipfius CD partes cadent.  Quamobrem AB
ipfam CD in aliquo punéto L inter Q & A interme-
dio fecabit,

§. XXV. Tueor. S in duas reffas lineas CD, AB
(Fig. 5.) incidens rela QP angulos interiores DQP,
QPB ad easdem partes, duobus reflis minores fecerit:
duce ille vefie CD, AB in infinitum produlle comci-
dent inter [e ex ea parte, ad quam funt anguli duobus
reétis minores. Hoc eft vexatillimum>illud axioma
Euclideum (§. 1), cujus vero facilis jam nobis eft ex

reecedentibus demonfiratio. Duéa videlicet per Q
linea EF lAB/(§. 1), qvum fit-ang."FQP = QPB
=2R (§. 19.) adeoque ang. FQP~~QPB » DQP-~
QPB & ang. FQP & DQP; refta CD in Q fecat i-
plam EF. "Quamobrem CD etjam fecabit (§. 24)

lineam AB, fi infinite producantur. Horum veroin-
ter-



T ﬁgu.rq”

’ B SR Y

ot W .

o, D

R

(0 U 4 O
terfeltio cadet ad partes angulorum DQP, QPB, qui
duobus rectis minores funt. Si enim ad alteram par-
tem caderet, forent CQP, QPA duo anguli trianguli
cujusdam retilinei. Adeoque ang. CQP +~QPA «
2R (Pr. 17). Sed ob ang. CQP-=DQP -~ QPB -~
QPA =4R (Pr. 13), & ang. DQP -+~ QPB « 2R, e-
rit ang. CQP -+~ QPA » 2R. Ergo.

§. XXVI. Tueor. Refiw CD, AB (Fig. 3.), que
ex utraque parte in infinitum produclee, in neutram fibs
coincidunt, cequidiffantes funt. Si enim non fit CDII
AB, per quodyvis illins punétum Q ducatur linea EF
11 AB (§.14). Hoc facto qvum CD in Q fecet line-
am EF, produfta etjam fecaret lineam AB (§. 24.),

quod repugnat (Ayp.). ;

§. XXVIL Quum igitur lineze, quarum ubique
eadem eft diftantia, in infinitum produftee nunqvam
coincidere poflint, ({i enim coinciderent, dato illo in-
tervallo a fe invicem amplius non diftarent), & vi-
cifim reétee, quee infinite produétee nunqvam fibi co-
incidunt, sequidiftantes fint: manifefta hinc fit conve-
nientia inter definitionem parallelarum Euclideam &
notionem illam vulgarem (§. 1), quam nos in hac
Theoria fundamenti loco pofuimus. His vero de-
monltratis, reliquee linearum parallelarum proprieta-
tes eodem modo ac apud Eucripem aliosque pro-
bantur, quibus igitur ulterius immorari fupervaca-

neum ducimus.
N N T AR R AR
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